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3. Modelacion matemadtica
en la perspectiva de la
educacién matematica

Jhony Alexander Villa-Ochoa, Jonathan Sinchez-Cardona
y Moénica Marcela Parra-Zapata ™

Introducciéon

Escribir sobre modelacién matemdtica (o modelizacién, como se denomina en
otras partes de Iberoamérica) sugiere una reflexion en torno a su significado para
los distintos usuarios del término. Para un matematico aplicado, la modelacién
(empleamos la palabra modelacién para hacer alusién a la modelacién mate-
mitica) representa el proceso que se origina en la delimitacién de un problema
relevante para algin drea del conocimiento. Es un proceso que, generalmente,
involucra equipos interdisciplinarios y transcurre por fases o etapas; entre ellas:
el reconocimiento de un fendmeno de interés, la observacién, la seleccién de va-
riables, la formulacién de hipétesis; la formulacion del modelo cuyo propésito
es formular una descripcién de un mecanismo en términos cuantitativos; la
reduccion, andlisis, cdlculo y validacion del modelo (Fowler, 1998). Para los
educadores matemdticos, la modelacién representa un dominio de investigacién
en el que conviven diversidad de intenciones, propdsitos y perspectivas tedricas
(Niss, Blum y Galbraith, 2007). Cada una de estas intenciones y perspectivas

* J. A. Villa-Ochoa: Universidad de Antioquia, Colombia.
J. Sidnchez-Cardona: Universidad de Antioquia, Colombia.
M. M. Parra-Zapata: Universidad de Antioquia, Colombia.
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tedricas pueden determinar diferentes tipos de tareas y distintas maneras de
implementar la modelacién en la cotidianidad escolar. Para los profesores, la
modelacién se convierte, entre otras cosas, en una oportunidad para aplicar
matemdtica y mostrar su utilidad a los estudiantes. Villa-Ochoa (2015) encontré6
que existen profesores que se apoyan en la idea de solucionar problemas de la
realidad para reducir la modelacién a la busqueda de una solucién de cualquier
tarea en un contexto determinado (generalmente imaginado) o una tarea en la
que se busque la construccién de una representacién matemdtica.

Lo anterior es evidencia de que existe diversidad de actores y de visiones
con respecto a lo que se entiende por modelacién y la manera de integrarla en
la cotidianidad escolar. En esta cotidianidad, también se involucra una diver-
sidad de contextos educativos que, a su vez, condicionan la toma de decisiones
en cuanto a los contextos, problemas y modelos matemdticos que se desean
construir en la clase de matemdticas.

En este capitulo ofrecemos un panorama de significados de la modelacién
en el interior de la investigacién en educacién matematica y algunos aportes
de nuestra mirada tedrica y metodoldgica. Finalmente, presentaremos algunos
ejemplos derivados de las investigaciones que hemos realizado y profundiza-
remos en un ambiente que desarrollamos en un programa de formacién de
futuros profesores de matemdtica.

Visiones tedricas de la modelacién matematica
en educacién matemadtica

Una de las comprensiones mds amplias de la modelacion radica en concebirla
como la resolucién de problemas del mundo real con el fin de comprender y
explicar una situacién, un fenémeno o para controlar y anticipar los compor-
tamientos de las variables estudiadas bajo las condiciones en que se modelaron.
Estos aspectos hacen que exista una diferencia entre modelacién y las aplicacio-
nes matemdticas. Para Stillman (2019), la modelacién reconoce un problema
del mundo real el cual es estudiado y analizado, a partir de diversas posturas y
con propositos diferentes. Por su parte, las aplicaciones matemdticas también
involucran un problema del mundo real en el que se usan las matemdticas,
pero después de haber encontrado la solucién, ya no se piensa en el problema
inicial, excepto para verificar si la respuesta tiene sentido.
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Stillman (2019) identificé que en la literatura de educacién matemadtica se
valora la modelacién a partir de un punto de vista matemdtico y para el ejercicio
de la ciudadanfia. Para la autora, frente al primer punto de vista, la modelacién
puede ser el vinculo para ensefiar conceptos y procedimientos matemadticos;
ensefiar modelos matemdticos y maneras de aplicar las matemadticas como con-
tenido matemdtico y promoverlas como una actividad humana que responda
a problemas de diferente naturaleza que den lugar a la aparicién de conceptos,
nociones y procedimientos. Desde el punto de vista de la ciudadania, Stillman
(2019) encontré que las investigaciones se han preocupado por brindar ex-
periencias que contribuyan a la educacién para la vida después de la escuela,
como analizar problemas sociales, promover la educacién en valores, cuestionar
el papel de los modelos matematicos en la sociedad y el medio ambiente, asi
como asegurar o avanzar la sostenibilidad de la salud, la educacién y el bienestar
ambiental, y la reduccién de la pobreza y las desventajas.

La modelacién matemdtica como un proceso
en la clase de matematicas

Dentro de la educacién matematica existen investigadores que reconocen en
la actividad del matemadtico aplicado una oportunidad para resolver problemas
reales en el aula y desarrollar conocimientos matemdticos en los estudiantes
(Bassanezi, 2002). Fundamentados en esta visién se ha asumido la modelacién
como un conjunto de fases sucesivas de un fenémeno y, a partir de ello, se han
construido diagramas que presentan ciclos de modelacién y que buscan descri-
bir la actividad del matemitico aplicado con el fin de promover su integracion
en el aula. La mayoria de estos ciclos incluyen la seleccién o presentacién de
un problema real para resolver, la descripcién de algunas etapas por las que se
espera que los resolutores atraviesen hasta llegar a una respuesta satisfactoria a
sus intereses. Entre las etapas descriptas, se encuentran:

o Simplificacion/delimitacion. Los problemas, tal y como se presentan en
las ciencias o en la cotidianidad, tienen una gran cantidad de factores,
variables y relaciones que no pueden considerarse en su totalidad, o
incluso, en ocasiones, ni siquiera son percibidas por quienes intervie-
nen en este proceso. Por tanto, se requiere que, quienes modelan, se
focalicen en las variables y relaciones de interés acorde con el problema
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o situacién a resolver. Esta caracteristica es principalmente importante,
pues exige reconocer que los resultados del proceso de modelacién no
son un retrato de la realidad ni son absolutos ni infalibles. M4s alld
de ello, son modelos que funcionan acorde con las condiciones en las
cuales se construyé. Nuevas condiciones y variables hacen que se deba
reorganizar o reconstruir el modelo para que atienda a ellas.

*  Construccion del modelo. Esta etapa del proceso puede incluir el uso
de razonamientos (por ejemplo, inductivos) y técnicas (por ejemplo,
regresiones o interpolacién) para la construccién de una representacion
matemdtica. En ocasiones, existen modelos que se han derivado de
otros problemas y que se pueden ajustar y usar en el problema que se
estd tratando. Un aspecto que vale la pena resaltar es la naturaleza de lo
que se denomina modelo matemdtico. En la perspectiva de Villa-Ochoa
(2016), se reconoce que un modelo es la conjuncién de tres elementos;
ellos son: una representacién, un objeto representado y un usuario.
Entre estos tres elementos intervienen diferentes relaciones cuando se
trabaja en la clase de matemiticas. En ese sentido, un modelo se mani-
fiesta en una representacién, pero no toda representacién es un modelo.

»  Validacion del modelo y de los resultados. Esta etapa involucra el uso
de criterios para dar cuenta de que la construccién matematica satis-
faga la situacion (por ejemplo, criterios de la légica, procedimientos,
consistencia en los grificos y pruebas matemdticas y estadisticas), de
confrontacién y coherencia de los resultados arrojados por el modelo
con las necesidades, problemas o situaciones que dieron origen al
proceso de modelacién. En la clase de matemadticas, también pueden
intervenir especialistas en las temdticas que puedan dar cuenta de la
pertinencia de los resultados.

Otras etapas pueden identificarse en los trabajos de los investigadores, algunos
mencionan abstraccidén, matematizacién, comunicacién, trabajo matemadtico.
En el trabajo de Perrenet y Zwaneveld (2012) puede encontrarse una discusion
de varios diagramas de la modelacién y de la diversidad de representaciones
que pueden tener profesores y estudiantes de estos ciclos.

Conforme mencionamos anteriormente, existen trabajos de modelaciéon
cuyos intereses no se centran en la creacién y validacién de un modelo mate-
mitico (Parra-Zapata y Villa- Ochoa, 2016; Barbosa, 2006; Aradgjo, 2012). En

estas investigaciones, la modelacién en el dmbito de la educacién matemdtica se
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configura como un ambiente de aprendizaje en el que se estudian y se aproxima
a la solucién de situaciones de interés por medio de las matemdticas. En esta
mirada, las acciones de los estudiantes no necesariamente se ajustan con los
ciclos convencionalmente descriptos, sino que estdn en correspondencia con las
necesidades que se delimitan en el problema y las condiciones escolares, entre
ellas, la interaccién con los profesores y especialistas en la temdtica. Un ejemplo
de ello puede encontrarse en el trabajo de Rendén-Mesa y sus colaboradores
(2016), quienes trabajaron con estudiantes de ingenieria de disefio, y a partir
de las necesidades e intereses de los estudiantes y de la profesién, pudieron
identificar otras fases y caracteristicas de la modelacién.

Tipos de tareas de modelacién matemdtica

La modelaci6n, vista como una actividad que refleja principalmente las acciones
de los profesionales en matemdticas, tiene una complejidad que se caracteriza
en aspectos como: la amplitud y la cobertura del problema identificado, el
trabajo interdisciplinario, la bisqueda y la obtencién de datos, la disponibili-
dad de recursos para el tratamiento de datos, los tiempos para la solucién del
problema, los alcances de los resultados, entre otros. Eso hace que replicar esa
actividad en las clases de matemadticas no siempre sea posible. Al respecto, en la
investigacién se han delimitado varias perspectivas, Kaiser (2017) apunta cuatro
grandes propésitos que se encuentran en la investigacién en modelacién, a saber:

*  Metas pedagdgicas. Promover habilidades que les permitan a los estu-
diantes comprender mejor los aspectos centrales de su mundo.

*  Objetivos psicoldgicos. Fomentar y mejorar la motivacién y la actitud de
los alumnos hacia las matemdticas y la ensenanza de las matemdticas.

*  Objetivos relacionados con la asignatura. Estructuracién de procesos de
aprendizaje, introduccién de nuevos conceptos y métodos matematicos,
incluida su ejemplificacién.

*  Objetivos relacionados con la ciencia. Impartir una imagen realista de
las matemdticas como una ciencia, dando una idea de la superposicion
de las consideraciones matemadticas y extramatemdticas en el desarrollo
histérico de las matemdticas.
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Estos cuatro propésitos muestran que resolver problemas reales no es la tinica ni
la principal meta de la modelacién en la matemdtica escolar. También se resalta
el uso y la comprensién de las ideas matemadticas y de otros contextos y dreas del
conocimiento, ademads de la formacién de ciudadanos criticos. Para dar cuenta
de estos propdsitos se requiere de diversas acciones en el aula y del diseno de
diferentes tareas de modelacién. Frente a ello, Villa-Ochoa, Castrillén-Yepes y
Sdnchez-Cardona (2017) identificaron cuatro tipos de tareas. Cada tipo pone
diferentes énfasis en alguno de estos propésitos. Estos tipos de tareas son: i)
enunciados verbales, ii) construccién de representaciones, iii) modelacién a
través de proyectos, y iv) uso y andlisis de modelos. La caracterizacién realizada
por los autores permite identificar el contexto y la nocién de realidad que ofrece
cada enunciado, el propésito orientado a la ensefianza de las matemadticas, el
desarrollo de habilidades o competencias, asi como los alcances y limitaciones
en los procesos de ensenanza y aprendizaje. Con esta clasificacion, los autores
proporcionan insumos para tomar decisiones en la implementacién de la mo-
delacién tanto en el dmbito escolar como en la investigacién.

Modelacién matemdtica en una perspectiva situada

La modelacién, por su naturaleza, considera el estudio de fenémenos en
contextos y situaciones de interés para los sujetos en la sociedad o en algtin
drea de conocimiento; de alguna manera, esto refleja un cardcter situado de
la modelacién; sin embargo, como mencionamos anteriormente, no siempre
la actividad de modelacién pone de relieve los conocimientos y la pertinencia
de los contextos. En su investigacién, Rendén-Mesa (2016) informé que, en
ocasiones, la modelacién se usa para la formacién matemadtica de profesionales
(ingenieros) sin una reflexién de los intereses y necesidades relativos al campo de
accién de esos futuros profesionales. La autora propuso el término modelacion
situada, como una manera de llamar la atencién en la necesidad de disefar
ambientes de aprendizaje de modelacién acordes a los intereses y necesidades
de los estudiantes.

En esta perspectiva, en las investigaciones desarrolladas por nuestro colec-
tivo' entendemos que la modelacién no se reduce a una estrategia para ensenar

' Grupo de Investigacién MaTHEMA-Formacion e Investigacién en Educacién Matemdtica de
la Universidad de Antioquia.
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un contenido, sino que, mds alld de ello, busca que sea un ambiente en el que
se tengan en cuenta:

Las ideas fundamentales de las matemadticas y su relacién con los con-
textos, significados y procedimientos a partir de los cuales se construyd.

El uso de datos reales que les permita a los estudiantes matematizar;
es decir, plantear y representar relaciones entre los diferentes objetos
y cantidades.

El disefio de ambientes de clase que promuevan la participacién, dis-
cusién, razonamiento y la toma de decisiones de los aspectos relevantes
en el ambiente.

Promover diferentes conocimientos (matemdticos y no matemdticos)
y usarlos segin la naturaleza de la situacidn, sin subordinarlos entre si.

Reconocer que los resultados proporcionados por los modelos son
relativos y que operan bajo las condiciones y supuestos en los que se
realizé el proceso.

Promover un discurso en el aula que incluya argumentos matemdticos
y que se fundamenta en ideas y procedimientos matemdticos.

Elvinculo directo y constante con expertos (conocedores o profesionales
en distintas dreas) que participen en diferentes momentos del proceso
de modelacién.

La evaluacién debe, a su vez, promover el aprendizaje no solo de los
contenidos matemadticos, sino de otros conocimientos propios del
contexto en el que se desarrolla la tarea y de las habilidades asociadas
a la modelacién.

En el siguiente apartado presentamos algunos aspectos metodoldgicos que se
involucran en los ambientes modelacién para la clase de matematicas.

Aspectos metodolégicos

De acuerdo con las consideraciones tedricas que describimos en el apartado
anterior, a lo largo de los dltimos quince afos, en el grupo de investigacion
MATHEMA, hemos desarrollado investigaciones que aportan a la configuracion
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de escenarios de clase, para dar lugar a que se integre la modelacion en varios
de sus propdsitos y alcances.

Como ejemplo de estas investigaciones, Parra-Zapata ez a/. (2016) disefaron
un ambiente en el que nifios y nifias de quinto grado (10-11 afos) estudiaron el
modelo del indice de masa corporal. El ambiente incluy6 un trabajo en equipo
en el que los estudiantes discutieron acerca de los problemas de la obesidad en
Colombia, y fueron participes de un espacio de didlogo y discusién con una
profesional en nutricién en torno a la problemdtica en cuestién, quien ofrecié
sus comprensiones. Y, en conjunto, los estudiantes y los profesores analizaron
los usos y limitaciones del modelo. En términos de la perspectiva situada se
entiende que los nifios y las ninas, més alld de atravesar por un conjunto de ciclos
y de la construccién de sistemas consistentes de ecuaciones y representaciones,
participaron en el ambiente para hacer de la modelacién una oportunidad para
matematizar la realidad. Esta matematizacion de la realidad, se presenta en Parra-
Zapata (2015) como un componente particular de la modelacién en educacién
primaria, que obedece a un proceso de investigacién cientifica que se relaciona
con observar, experimentar, conjeturar, sistematizar, validar, entre otros. Este
proceso no se reduce a la traduccién matemdtica, como suelen presentarse las
tareas contextualizadas en los libros de texto, sino que involucra procesos que
se llevan a cabo para lograr algunos desarrollos matemdticos; maxime si se tiene
en cuenta que matematizar no implica solamente cuantificar, ni el nimero es
el referente de la matematizacién.

Por su parte, una comprensién situada de la modelacién le permitié a Villa-
Ochoa (2016) usar el modelo de crecimiento fetal para que los futuros profesores
no solo reconocieran los aspectos matemdticos que permiten comprender cémo
cambia el peso y el tamano de un feto, sino que también promovié en estos
futuros profesores cuestionamientos de su propio conocimiento del uso que
otros profesionales hacen de los modelos. Con base en ello, estos estudiantes
proyectaron posibles cuestiones para su desempeno como profesores de mate-
miticas. El ambiente proporcionado en este caso incluyd el trabajo en equipo,
el planteamiento de preguntas relativas al fenémeno de estudio, la exploracion
de posibles solicitudes, la confrontacién y la discusién de sus soluciones con
otros estudiantes y con el profesor, la reformulacién de sus afirmaciones, la
reflexién de sus aprendizajes y la manera en que se aprendieron.

Con otra forma de implementar la modelacién, Villa-Ochoa y Berrio (2015)
realizaron una salida de campo con sus estudiantes. A través de la pregunta:
“sQué depende de qué?”, los estudiantes describieron un amplio conjunto de
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cantidades que covarian con otras cantidades. En su experiencia, los autores
describen la manera en que los estudiantes llegaron a acuerdos para delimitar
el tema a estudiar. Los autores también describen las acciones implementadas
por los estudiantes para delimitar las relaciones entre cantidades y los conoci-
mientos no matemdticos que fueron necesarios. En este ejemplo fue posible
evidenciar que cuando se estudian problemadticas cercanas a las experiencias de
los estudiantes, no solo se requiere de conocimientos matemadticos, sino también
de otros conocimientos propios de la cultura y que, en la modelacién, todos
ellos se conjugan para resolver los asuntos relevantes.

En los tres ejemplos anteriores, los profesores han aplicado modelos mate-
mdticos que usan profesionales en alguna disciplina. A continuacién, se presenta
un ejemplo de otro tipo de ambiente en el que los estudiantes se comprometen
con la comprensién de un fenémeno a través de la construccién y validacién
de un modelo matematico.

Un ambiente de modelacién:
concentracién de un medicamento en la sangre

El ambiente que describimos a continuacién corresponde a una reformulacion
de una tarea que se puede encontrar en libros de texto como aplicacién de
las funciones exponenciales. En términos de Villa-Ochoa, Castrillén-Yepes y
Sdnchez-Cardona (2017), la tarea se presenta inicialmente como un enunciado
verbal realista; es decir, tareas que evocan aspectos realistas o imaginados sin
que necesariamente vinculen contextos cercanos a la experiencia del estudian-
te. La tarea generalmente se encuentra en los textos como un enunciado que
proporciona informacién de la vida media de un medicamento y solicita a los
estudiantes la construccién de la funcién exponencial que describe su com-
portamiento en la sangre.

El ambiente lo desarrollamos dentro de un curso de modelacién con es-
tudiantes (futuros profesores de matemadticas). El curso es orientado por un
colectivo de tres profesores, en el que se discuten aspectos teéricos y metodold-
gicos de la modelacién y se viven experiencias como modeladores matemdticos
a partir de diferentes tareas y ambientes.

El ambiente propuesto inicia con un didlogo acerca del papel de las ma-
temdticas en diferentes dreas y en particular de la medicina. Al respecto, los
estudiantes mencionan aspectos generales de la aplicacién de las matemdticas
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en muchos fenémenos. En nuestra experiencia, hemos encontrado que los
ejemplos que proponen son meramente informativos, por ejemplo: “Sé gue existe
una _formula que usan los médicos para saber cudnto medicamento les dan a los
pacientes” (comentario de Carlos, 22 de junio de 2018).> Cuando se cuestiona
a los estudiantes por las variables y relaciones que intervienen en el contexto,
generalmente, no ofrecen una mayor ampliacién. Este hecho se comprende
pues, en la mayoria de los casos, los problemas que los estudiantes resuelven en
sus cursos de matemdticas aparecen como ejercicios de aplicacién al finalizar un
tema. Estos ejercicios generalmente solo hacen mencién a un contexto real de
manera nominal o, en algunos casos, se presentan de manera simplificada para
que las acciones de los estudiantes se limiten a la identificacién de las variables
y la construccién de representaciones.

Con el fin de promover en los estudiantes otro tipo de acciones, se les
propone estudiar con mayor detalle los aspectos que estdn involucrados con
el uso de las matemdticas en algunos fenémenos de las ciencias; por ejemplo,
en la concentracién de un medicamento en la sangre. Para ello, se les pide a
los estudiantes que realicen consultas del fenémeno, y que describan cémo los
profesionales podrian usar las matemadticas alli.

Para el caso de la concentracién de un medicamento en la sangre, los
estudiantes generalmente se remiten a internet. Después de la consulta, se les
propone una discusién colectiva de sus hallazgos. En una experiencia desa-
rrollada con futuros profesores en junio de 2018, los estudiantes formularon
preguntas como:

* ;Qué factores pueden determinar la efectividad de un medicamento?

* ;Cudles son los efectos secundarios de un medicamento y cémo de-
terminarlos?

* ;Cudl es la composicién quimica de un medicamento como la fluoxe-
tina?

* ;Lavida media de un medicamento puede depender de la composicion
quimica y de la cantidad?

*  ;Cudles son las caracteristicas o rasgos de una persona con depresién?

2 En este capitulo, los participantes se nombran con seudénimos.
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En la experiencia mencionada, cuestionamos a los estudiantes por el rol de
las matemdticas para resolver sus preguntas. Como resultado, los estudiantes
sefialaron aspectos como:

o “Se requiere mds de conocimientos de otras dreas que de las matemdticas
mismas” (Karla, 22 de junio de 2018).

*  “Para responderlas [las preguntas propuestas antes] se debe trabajar con
médicos, quimicos y otros profesionales” (Juan, 22 de junio de 2018).

*  “Envarias de ellas [preguntas] se puede usar estadistica para determinar
los efectos de una cosa en otra” (Guillermo, 22 de junio de 2018).

Esta parte del ambiente de modelacién tiene como propésito que los estu-
diantes reconozcan que las situaciones o fenémenos a estudiar involucran
conocimientos y procesos de otras disciplinas; ademds, permite cuestionar
la idea de que las matemadticas estdn en todo o que permiten dar respuesta a
cualquier pregunta. En ocasiones, este tipo de discusiones ofrece oportunidades
para que los estudiantes se encaminen hacia el desarrollo de proyectos acorde
con sus propios intereses. Por ejemplo, ha sido motor para que, en 2016, un
grupo de estudiantes decidiera estudiar el comportamiento del Ritalin y, en
2019, que otra estudiante se inspirara en su condicién personal para estudiar
el comportamiento y efectos de la Aspirina.

En el caso de la experiencia que describimos, los estudiantes se enfocaron
en la pregunta que, a su juicio, representaba una mayor presencia de la ma-
temadtica, es el caso de: ;Cémo se comporta la concentracién de la fluoxetina
en la sangre? Para responder esta pregunta, identificaron en internet que este
medicamento tiene una vida media de dos a tres dias y que la presentacién de
esta es de cdpsulas de 20 miligramos. Después de comprender el significado del
término vida media, la primera estrategia a la que se refirieron los estudiantes
fue ala construccién de una tabla de valores. En las figuras 1ay 1b se presentan
las tablas construidas por dos grupos de estudiantes.
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Figuras 1ay 1b. Concentracién de la fluoxetina en la sangre

Fuente: producciones de los estudiantes, 2018.

Las figuras 1a y 1b muestran dos comprensiones diferentes de los estudiantes;
por un lado, parecen ver la vida media como un fenémeno de variacién discreta
cuyo aumento se daba en cada intervalo de 2,5 dias (figura 1a); y por otro,
entienden el uso de la letra 2 como un parimetro de una constante que cambia
(figura 1b). Frente al primer aspecto, uno de los profesores del curso hizo en el
tablero un grafico cartesiano (tomando a = 1) correspondiente a los valores de
la tabla de la figura 1b. Luego de ello, pregunté por el cambio, cuestiond si en
cada intervalo la concentracién permanecia constante hasta que se cumpliera el
siguiente tiempo de vida media (ver parte entera en la figura 2). Los estudiantes
indicaron que la grifica debia ser una funcién continua como una curva suave
de forma exponencial. Frente al uso de la letra 4, uno de los profesores generé
una reflexién sobre el significado de la letra y las implicaciones que tendria
construir una funcién con esa representacion o solo con un valor particular de
ese pardmetro. Otras reflexiones sobre el uso de las letras en el dlgebra escolar
también se hicieron presentes.
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Figura 2. Griéfico cartesiano de los valores de la tabla (figura 1a)

Fuente: produccién de un profesor en el tablero, 2018.

De la discusion generada a partir de la gréfica de la figura 2, sobre compor-
tamiento suave de la relacidn entre la concentracién del medicamento en la
sangre y el tiempo, los estudiantes reformularon sus tablas y surgi6 la necesidad
de crear una variable auxiliar “»” (ver figura 3).

Figura 3. Variable auxiliar, concentracién de la fluoxetina en la sangre

Fuente: producciones de los estudiantes, 2018.

Conforme describimos en el apartado de visiones tedricas, un aspecto impor-
tante de un ambiente de modelacién es el uso de técnicas y procedimientos
acordes con las necesidades que surgen de acuerdo con el proceso y el contexto.
Por tanto, se cuestiond el significado de la letra 7 (variable auxiliar en la tabla
de la figura 3). Algunos estudiantes dijeron “representa como pasos, grupos de
vida media”. Uno de los profesores del curso dio pasos a medida que se listaban
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los valores que podria tomar la variable auxiliar #; ello contribuyé para que
los estudiantes reconocieran su significado como wun contador que dice cudntos
periodos de vida media se llevan. Con base en la nueva tabla (figura 3), los es-
tudiantes realizaron un proceso inductivo y construyeron la férmula (sin otra
mencién al significado de las letras utilizadas):

Después de ello, uno de los profesores cuestiond los procesos seguidos para
construir el modelo. Los estudiantes resaltaron que la variable 7 les habia ayu-
dado a ver un patrén y, por tanto, lo pudieron representar algebraicamente. Al
respecto, el profesor les hizo notar el papel de la tabla en sus razonamientos y en
la construccién de los modelos; también menciond que el razonamiento fue po-
sible gracias al significado de la vida media; que ese valor, por si mismo, también
representa un modelo matemdtico, y pidi6 a los estudiantes que conjeturaran
del proceso que pudo haberse seguido para su construccién. Posteriormente,
uno de los profesores pidié a los estudiantes que representaran la concentracion
del medicamento en términos del tiempo; los estudiantes observaron la tabla
de la figura 3 y generaron sus interpretaciones, por ejemplo, Carlos, uno de los
estudiantes menciond “es como una composicion de funciones”. Con base en las
indicaciones, los estudiantes lograron construir la siguiente férmula:

La segunda parte de la tarea consisti6 en dar cuenta del comportamiento
de la concentracién del medicamento para un tratamiento prolongado. Frente
a ello, los estudiantes consultaron en internet la posologia que se recomienda
en un tratamiento; encontraron que la depresion, ‘generalmente requiere un
tratamiento por bastante tiempo en el que se debe tomar una o a veces dos pastillas
[capsulas] cada dia”y agregaron “se debe tener cierta concentracion en la sangre
para que pueda hacer efecto”. Basado en ello, uno de los profesores les pidi6
que construyeran un modelo que permitiera describir la situacidn. Para los
estudiantes, esa situacion represent6 un desafio, pues les implicé comprender
el comportamiento de decrecimiento de la concentracién de una cipsula del
medicamento, pero al mismo tiempo, el aumento que implicaba tomar una
nueva cdpsula segin el tratamiento. Dos tipos de respuestas se presentaron;
por un lado, una parte de los estudiantes que, para comprender el fenémeno
y simplificar su complejidad, supuso que el consumo de cada cdpsula coincide
con el de la vida media (). En la figura 4, se muestra la construccién de la
tabla y de una representacién del modelo en términos de la variable auxiliar 7.
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Figura 4. Tabla y expresién algebraica construidas

Fuente: producciones de los estudiantes, 2018.

Por otro lado, la figura 5 ilustra otro tipo de construcciones en las que los estu-
diantes buscaron dar cuenta del comportamiento de la concentracién cuando se
tiene en cuenta el consumo de una cdpsula diaria. En este caso, los estudiantes
recurrieron al modelo construido en la tarea 1, para describir la manera en que
decrece la concentracién del medicamento contenido en una cdpsula.

Figura 5. Tabla y modelo construido

Fuente: producciones de los estudiantes, 2018.
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En la clase, los profesores estuvieron atentos a las dificultades de los estudiantes
en la identificacion de los patrones y buscaron alternativas para apoyarlos. Por
ejemplo, llamaron la atencién de la importancia de la tabla en la identificacién
de las relaciones numéricas entre las variables y del patrén en la construccién de
la expresion algebraica. También de la informacién que arroja el modelo escrito
en forma recursiva (figuras 4 y 5) y la posibilidad y necesidad de construir otras
representaciones del modelo.

Un elemento importante fue la reflexién en torno al razonamiento inductivo
realizado para la construccién del modelo. Por ejemplo, algunos estudiantes lo-
graron construir las secuencias 20 + 10 +5+2.5 + ... j—ﬂ conn=0,1,2,...como
modelo matemitico. Los profesores les sugirieron reescribir en términos de las
operaciones realizadas. Llegaron a una expresién como

Los estudiantes, al respecto, mencionaron que el hecho de poder escrlblrla
de esa manera les habia permitido “ver qué se conserva...”. Por ejemplo, uno de
los estudiantes apunté que “yo pude ver que, de un término a otro, se multiplica
por ¥2”. Como una manera de promover la reflexién de la propia experiencia,
uno de los profesores les comenté “ver un patrén no es automdtico, eso que les ha
pasado a ustedes también les puede pasar a sus [futuros] estudiantes, reescribir las
expresiones y centrar la atencion en las operaciones y no solo en el resultado puede ser
una estrategia que ayuda a los estudiantes para ver las relaciones [y los patrones”.

Los profesores propusieron la discusién de los alcances y limitaciones de los
dos modelos construidos por los estudiantes; para ello, uno de los profesores
formulé a los estudiantes preguntas como ;qué modela el modelo?, ;cudl es la
diferencia entre los dos modelos construidos? Al respecto, uno de los estudiantes
senalé: fue hecho suponiendo que la pastilla se toma cada @ dias [refiriéndose al
valor ‘@’ en el modelo de la figura 4], pero eso no es real, fue para ver mds simple
la relacion” (Santiago, 22 de junio de 2018). En relacién con el uso del modelo,
mencionaron que los modelos “deberian funcionar en el caso de personas que
verdaderamente tengan un organismo que conserve esa vida media” (Karla, 22
de junio de 2018), y en caso de que no, los estudiantes dijeron que “igual se
reemplaza a por otro valor”.

Los estudiantes también reconocieron que los alcances del modelo depen-
den, entre otras cosas, de que el organismo responda al tratamiento, pues esto
no sucede en todas las personas: “Por ejemplo yo encontré [en Google] que el
tratamiento debe funcionar en cuatro o seis semanas” (ver figura 8), y agregé que
“si en diez semanas no se siente mejoria, entonces se debe cambiar el tratamiento,
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es que no todos los organismos responden de la misma manera al medicamento”
(Guillermo, 22 de junio de 2018).

En otro momento del ambiente de clase, los profesores promovieron en
los estudiantes el reconocimiento de una necesidad de construir otras expre-
siones algebraicas; para ello, los estudiantes utilizaron las caracteristicas de las
series geométricas y, con la ayuda de uno de los profesores, construyeron una
representacién no recursiva del modelo. En la figura 6 se presenta la férmula
construida en colectivo, en que § representa la suma de los términos de la serie
que serfa C ().

Figura 6. Férmula no recursiva para C (t), para el caso de la vida media

(a=3)

Fuente: producciones de los estudiantes, 2018.

La parte final de la tarea se motivé a través de un cuestionamiento de la manera
en que crece la concentracién del medicamento. Al respecto, uno de los profeso-
res pidié a los estudiantes describir la manera en que varia esa magnitud. A cerca
de esto, los estudiantes anotaron aspectos como: “la cantidad de medicamento
de una cdpsula decrece, pero la concentracion total crece porque cada dia se toma
una cdpsula de mds” (Karla, 22 de junio de 2018). A partir de este comentario,
el profesor replicé: “muy bien, crece, pero ;qué tan rdpido crece? Por ejemplo, si el
tratamiento se prolongara indefinidamente, ;podria llegar el momento en que en
el cuerpo haya doscientos miligramos de concentracion? ;O quinientos miligramos
o mil miligramos?”.

Los estudiantes se dispusieron en grupos para discutir y presentar una res-
puesta. La principal manera de solucién involucré la construccién de graficas y
el andlisis de sus concavidades, también aparecieron diferentes formas de operar
con la nocién de limite, algunos de manera intuitiva, otros utilizaron procedi-
mientos formales y otros usaron el software GeoGebra para graficar la funcién
que modela la concentracién en términos del tiempo (ver figura 7). Basados
en ello, los estudiantes reconocieron la existencia de una asintota horizontal.
En la figura 7 se presenta el grafico propuesto por un grupo de estudiantes.
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Figura 7. Grifica de la funcién en GeoGebra

Fuente: producciones de los estudiantes, 2018.

Con el 4nimo de usar el modelo para comprender la situacién pedimos a los
estudiantes describir el fenémeno a la luz de los modelos construidos. Para los
estudiantes, la concentracidn “crece, pero cada vez mis despacio”, ademas “tiene
una asintota horizontal, o sea que no se pasa de ese valor que es mds o menos no-
venta y siete miligramos [eso indica que| nunca llegaria ni a cien ni a quinientos
ni mil miligramos” (Juan, 22 de junio de 2018). Para validar sus afirmaciones,
se propusieron buscar en Internet algunas indicaciones de cudl serfa la concen-
tracién mdxima; no lograron encontrar el dato. Sin embargo, encontraron que
un tratamiento puede hacer efecto entre las semanas 4 y 6 del tratamiento (ver
figura 8). Los estudiantes interpretaron ello como: “se debe estar muy préximo
al valor mdximo, es decir, al valor de la asintota horizontal’ (Juan, 22 de junio
de 2018), “en la grdfica que ve que [después| de veinticinco se ve muy cerca de la
asintota” (Cristina, 22 junio de 2018).
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Figura 8. Captura de pantalla de Google de la fluoxetina

Fuente: captura de pantalla de bisqueda en Google por parte de los estudiantes, 2018.

Para confirmar sus interpretaciones, los estudiantes utilizaron el software
GeoGebra para hacer algunos cédlculos, por ejemplo, el valor de la concentracién
entre las semanas 4 y 6, y en valores muy altos segtin las posibilidades que les
presentaba el software (figura 9).

Figura 9. Célculos realizados con el software GeoGebra

Fuente: producciones de los estudiantes, 2018.

En la discusién general los estudiantes sefialaron que para que el medicamento
surta efecto, se debe estar cerca del valor de la asintota y sostener ese valor para
no generar una pérdida de concentracién del medicamento.
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Consideraciones finales

En los dltimos diez lustros, las investigaciones en modelacién en la perspectiva
de la educacién matemdtica han producido una amplia cantidad de investi-
gaciones que dan cuenta de una diversidad de comprensiones, posibilidades,
limitaciones, usos, metodologias y necesidades para la formacion de estudiantes
y profesores. Las diferentes maneras de comprender la modelacién sugieren que,
en los salones de clase, los profesores pueden configurar ambientes para que
los estudiantes aprendan a modelar matemdticamente, aprendan matemdticas
a través de la modelacién, pero mds alld de ello, reconozcan los usos y alcances
de los modelos matemdticos y de las matemadticas en la solucién de cuestiones
relevantes en el dmbito académico y social.

De un modo general, en este capitulo se enunciaron tres ejemplos de po-
sibles tareas que los profesores pueden desarrollar en sus clases, por ejemplo,
a través de proyectos, los estudiantes pueden elegir los temas acorde con sus
intereses; de acuerdo con Villa-Ochoa y Berrio (2015), la participacién de
los estudiantes en los proyectos ofrece posibilidades para promover no solo
los aprendizajes matemdticos, sino también una manera de reconocer otros
conocimientos propios del contexto (y de la cultura) que son relevantes en el
proyecto. Por otro lado, el trabajo de Parra-Zapata ez a/. (2016) muestra que, en
la educacién primaria, la modelacién puede ser vista como el desarrollo de un
interés y sensibilidad por una matematizacion de la realidad, que permite entre
otras acciones, la problematizacién y el cuestionamiento de asuntos inmersos
en la situacién y que posibilita reconocer el uso, alcance y limitaciones de los
modelos en contextos particulares. Finalmente, el estudio de Villa-Ochoa (2016)
reconocié la importancia de conceptualizar los modelos como la conjuncién
de representaciones, objetos representados y usuarios. Reconocer la diversidad
de tareas implica también un reconocimiento de sus alcances (Villa-Ochoa,
Castrillén-Yepes y Sdnchez-Cardona, 2017) y la diversidad de posibilidades
que se pueden tener en cuenta acorde con los requerimientos y condiciones
académicas e institucionales impuestas por el entorno escolar (Romo-Vézquez,
Barquero y Bosch, 2019).

En el caso particular de este capitulo, se presentaron con un poco mds de
detalle algunas posibilidades para configurar un ambiente de modelacién que,
a partir de una tarea realista, pueda constituir otras posibilidades de hacer
matemdticas con futuros profesores. En el ejemplo, se promovié que los es-
tudiantes (futuros profesores) participaran en la construccion de los modelos,
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reconocieran las condiciones en las que fueron construidos, sus limitaciones,
sus alcances; pero sobre todo, reflexionaran acerca de su propia experiencia
con el fin de proyectar acciones para su futura practica como profesores. Estas
y otras acciones han sido reconocidas en la literatura como aspectos clave para
el aprendizaje de la modelacién por parte de los profesores (Romo-Vizquez,
Barquero y Bosch, 2019; Rosa y Orey, 2019; Villa-Ochoa, 2016).

En el ambiente descripto, los estudiantes pudieron explicar el comporta-
miento de un fenémeno a la luz de sus propias interpretaciones e indagaciones, a
partir de las cuales generaron sus propios modelos y cuestionaron su pertinencia
en relacién con la situacién que se les plante6. En esta medida, el ambiente
permitié la participacién de los estudiantes en tanto ellos se involucraron y
comprometieron con la problematizacién de sus ideas en diferentes momentos
de la tarea. Por su parte, el ambiente implicé para los profesores estar atentos
a cuestiones propias del conocimiento matemdtico y el cuestionamiento cons-
tante de las ideas de los estudiantes hacia la comprensién del modelo. En este
sentido, el ambiente proporciona a los estudiantes experiencias para identificar
cuestiones que puedan estudiarse con las matemadticas, permite la exploracién de
tales cuestiones y reconocer cémo las matemdticas aportan y tienen limitaciones
frente a la comprensién o explicacién del fenémeno de estudio.

A partir de lo anterior podemos concluir que los ambientes de modela-
cién como espacios que promueven un compromiso de los estudiantes con el
proceso, la interaccién y la reflexién (Parra-Zapata y Villa-Ochoa, 2016) no
dependen solamente de la tarea propuesta a los estudiantes, sino también de
la conjuncién de la tarea propuesta, la gestién del profesor y la participacion
de los estudiantes.

La modelacién situada en el dmbito de la formacion de profesores implica
que confluyan en los ambientes propuestos las ideas matemdticas, el uso de
datos reales, los espacios de participacidn, el uso de diferentes conocimientos
matemdticos, el reconocimiento de resultados, el uso de argumentos y procedi-
mientos matemdticos, el didlogo con expertos y la evaluacién para promover el
aprendizaje. De acuerdo con esto concluimos que, situar la modelacién en este
dmbito conlleva a proporcionarles a los estudiantes (futuros profesores) expe-
riencias de primera mano de lo que puede ser la modelacién y de cémo puede
implementarse en clase de matematicas, esto es, posibilitar un reconocimiento
de aspectos que se pueden considerar en el ambiente, sus alcances en el apren-
dizaje y en los contextos y problemas que se desarrollan, pero también, implica
reconocer las posibilidades que ofrece en su futuro desempeno como profesor.
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