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ASPECTOS GENERALES

En la presente investigacion se aborda a partir de la génesis instrumental (Rabardel, 1995) en el
proceso de aprendizaje de las matematicas con un grupo de Ingenieria Agropecuaria de la
Universidad de Antioquia Seccional Suroeste. Este proceso se enfoca en las maneras en las cuales
los estudiantes incorporan las Tecnologias de la Informacién y la Comunicacién (TIC) durante su
proceso de aprendizaje de temas matematicos enmarcados en un curso de primer semestre

universitario.

Los recursos tecnoldgicos usados refieren al computador y a los software wxMaxima! y Geogebra?.
Para lograr que los estudiantes utilicen tanto el computador como los software se han disefiado

tareas que involucran los conceptos de funcion: funcién polinémica y funcién trigonométrica.

Este informe de tesis de maestria se divide en 5 capitulos: el Capitulo 1 presenta tanto la situacion
problematica, asi como los software wxMaxima® y Geogebra. Se presentan las caracteristicas que
se usaron en esta investigacion, ademas de presentar la pregunta y los objetivos de la investigacion.
En el Capitulo 2 se introducen algunos aspectos historicos sobre: funcién polinémica y funcion
trigonomeétrica, ademas de presentar aspectos que han sido relevantes en el desarrollo de la
tecnologia en la educacion. El Capitulo 3 se refiere a la teoria de la génesis instrumental, sus
componentes y los aspectos operativos que nos permiten identificarla en este proceso de
investigacion. Se hace referencia a la Teoria de la Orquestacion como un componente adicional de
la génesis instrumental. EIl Capitulo 4 se presentan las ‘guias de clase’, asi como los componentes
que permitiran el andlisis de la informacion, resaltando aspectos matematicos y aspectos
tecnoldgicos propios de los recursos tecnoldgicos utilizados, desarrollando un andlisis de las
actividades, relacionando los conocimientos de los estudiantes con las acciones desarrolladas, con
motivo de las guias y tareas planteadas. El Capitulo 5 presenta las conclusiones sobre el proceso

de aprendizaje y de génesis instrumental que se logré con motivo de esta investigacion.

! p4gina de la aplicacidn: http://maxima.sourceforge.net/es/index.html
2 p4gina de la aplicacién: https://www.geogebra.org/
3 El nombre Maxima hace referencia al nombre dado al software y por tal motivo no tiene tilde en su nombre.
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1.1. Antecedentes

La matematica es una ciencia compleja en la que se resalta la comunicacion de ideas entre personas
acerca de conceptos tales como: los nimeros, el espacio, el tiempo y el entorno cultural. La
comunicacion sobre ideas matematicas requiere de un ‘discurso matematico’. -Leer, escribir,
escuchar y hablar, abstraer, generalizar, analizar, sintetizar- ; e involucra actividades y practicas
matematicas que se realizan en un contexto cultural y social. El discurso matematico involucra
todas las maneras en las que la matematica se hace: en el lenguaje, en los libros de textos, en las
conversaciones matematicas, en las clases de matematicas y en la aplicacién del conocimiento
matematico (Wood & Perrett, 1997).

Casi todas las culturas son ‘matematizadas’, en tanto que las personas participantes de la cultura
usan ideas matematicas en su vida diaria (Socas & Camacho, 2003). Las matematicas son parte de
todas las sociedades, parte de muchas profesiones y parte de la vida diaria. En tanto que la
educacion como institucion inicia a los nifios en la cultura que les es propia (Mead, 1934), los
estudiantes suelen ser introducidos al estudio de la matematica mediante problemas paradigmaticos
historicamente en el desarrollo de habilidades, ideas, conceptos, propiedades y formas de

argumentacion (Godino, 2009).

Culturalmente se reconoce la importancia de las matematicas y de su correcta aplicacion. Los
ejemplos de practica del papiro de Ahmes y de algunas tabletas de ceramica babildnicas se
asemejan a la manera como las matematicas son ensefiadas hoy en dia (Fowler & Robson, 1998).
Para Hoyrup (1994) la matematica es una disciplina que comenz6 a organizarse sistematicamente

por la necesidad de ensefiarla a los escribas alrededor del 3000 a.c.

Pese a la importancia de la matematica en nuestra cultura, para la mayoria de los estudiantes son
dificiles, poco agradables y poco utiles; por lo cual manifiestan cierto desdén hacia ellas y hacia
su estudio (Flores, Gozalez, & Rodriguez, 2013). Tal desdén se aprecia aun antes de ingresar a la
Universidad cuando durante la promocién que se hace, a los futuros aspirantes, de los programas

10
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Antioquefio, estos preguntan: ¢Esa carrera tiene mucha matematica?, ;Qué carrera no tiene

matematicas?.

El curso de matematicas operativas (MO) del primer semestre tiene un bajo porcentaje de
aprobacidén y un alto porcentaje de cancelacion. En el semestre 2013-2, el 52% (12 de 23) de los
estudiantes del programa académico “Regencia de Farmacia” no aprobaron el curso de matematicas
operativas. En el semestre 2014-1, el 41% (17 de 41) de los estudiantes de Administracion de
Empresas cancelaron el curso de Matematica |, equivalente en temética y contenido al curso

matematicas operativas.

Los bajos niveles de desempefio pueden afectar la permanencia de los estudiantes en la universidad
(Meléndez, 2008), con lo cual se puede perturbar tanto el desarrollo personal de los estudiantes
como el desarrollo econémico de la region. Las consecuencias econdmicas y sociales derivadas de
la desercion de los estudiantes es variada: marginacion, perpetuacion de la pobreza, limitacion de
recursos por parte del estado que contribuyen a incrementar el problema educativo (Quiroz, 2010).
En Colombia existen documentos* que informan sobre el problema de la desercion y de los

programas de retencion en las universidades colombianas.

A partir de la experiencia realizada en la Universidad de Antioquia (MINEDUCACION, 2015) se
recomienda “Entender las deficiencias de la Educacion Media y propuesta de programas para

fortalecer las competencias al ingreso” (p. 135).

Una alternativa para motivar a los estudiantes para que aprendan matematicas y para que cambien
su actitud negativa hacia ellas, se suele identificar con el uso de la tecnologia para su ensefianza.
La motivacion puede incrementar sus conocimientos y habilidades basicas (Ospina, 2010).
Tradicionalmente se ha utilizado la calculadora como herramienta para agilizar los calculos y
obtener resultados precisos, sin embargo la computadora ofrece mayor capacidad computacional,

ademas, existe software matematico comercial o con caracteristicas libres (Geogebra, Cabri,

* http://www.epigrafe.com/preview/editoriales/unisabana/persistencia/index.htm
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una perspectiva mas participativa, sin desfavorecer el rigor matematico (Pizarro, 2009).

El uso de las Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion (TIC) favorecen el aprendizaje
(Badia, 2006). Una de las ventajas atribuidas al uso de la tecnologia es el fortalecimiento de la
interaccion con los objetos matematicos, al permitir modificar variables, analizar cambios y
visualizar los resultados, lo que puede favorecer tanto la comprension de situaciones complejas

como la participacion de los estudiantes.

Dada la importancia que tiene el curso de matematica operativas de primer semestre, en la
permanencia de los estudiantes en la carrera como las consecuencias econdémicas que tiene para la
economia local, es pertinente indagar sobre maneras tanto para disminuir la pérdida y la
cancelacién del curso como para motivar a los estudiantes hacia el aprendizaje de las matematicas.
Se considera que la motivacion a los estudiantes podria disminuir tanto la perdida como la
cancelacion, sin embargo ese aspecto no se estudia en esta investigacion. Asi mismo, se requiere
indagar si el uso de las TIC puede ayudar a mejorar las experiencias de formacion de los
estudiantes. Si bien no se pretende determinar si el uso de las TIC puede incidir positivamente en
la disminucién de las tasas de pérdida y en la cancelacion del curso, se desea investigar si la
presencia de las TIC es ‘incorporada’ por los estudiantes como un instrumento que puede ayudar a

su proceso de aprendizaje del curso de Matematica Operativa.

1.2. Las Tecnologias de la Informacion y la Comunicacién (TIC)

A la tecnologia se le atribuye un gran potencial para mejorar la instruccién matematica (Montes &
Zambrano, 2013), sin embargo su uso no se limita a su disponibilidad en el salon de clase. La

(13

tecnologia suele asumirse como un artefacto cultural que ... predispone nuestra mente para
percibir el mundo a través de los ““lentes™ de las capacidades de esa herramienta” (Brouwer, n.d.)

facilitando o dificultando desarrollar ciertas actividades.

12
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Faculiad de maucacionMuchos artefactos tecnoldgicos pueden ser usados —software, calculadoras, lenguajes y
programas.- para mediar en el proceso de la ensefianza y el aprendizaje (Lajoie, 1993) con
beneficios que pueden percibirse en el ambiente de desarrollo de las sesiones de clase o en la actitud
con que los estudiantes asumen las tareas encomendadas. Lajoie (1993) describe los beneficios de

utilizar el computador como recurso mediacional en la ensefianza.

Algunas de las ventaja enumeradas en el uso de las herramientas tecnoldgicas ventajas tales como:
1. Ayudar al proceso cognitivo, 2. Compartir la carga cognitiva, 3. Favorece que mas estudiantes

se involucren en las matematicas, y 4. Ayuda a evaluar ideas y conjeturas.

Existen varias definiciones sobre las Tecnologias de la Informacién y la Comunicacion (TIC).
Podriamos afirmar que las TIC son tecnologias que giran en torno a tres medios basicos: “...la
informatica, la microelectronica y las telecomunicaciones; pero giran, no sélo de forma aislada,
sino lo que es mas significativo de manera interactiva e interconexionadas [sic], lo que permite

conseguir nuevas realidades comunicativas” (Cabero, 1998, p1).

Para Antonio Bartolomé (citado por: Bautista & Alba, 1997) la tecnologia educativa

“...encuentra su papel como una especializacion dentro del &mbito de la Did4ctica y de otras
ciencias aplicadas de la Educacién, refiriéndose especialmente al disefio, desarrollo y
aplicacién de recursos en procesos educativos, no Gnicamente en los procesos instructivos,
sino también en aspectos relacionados con la Educacion Social y otros campos educativos.
Estos recursos se refieren, en general, especialmente a los recursos de caracter informatico,
audiovisual, tecnoldgicos, del tratamiento de la informacion y los que facilitan la

comunicacion”. (p.2)

En este trabajo asumiremos las TIC como el ordenador y dos software especificos: wxMaxima y
Geogebra, junto con las cualidades atribuidas a éstas (Vérillon & Rabardel, 1995). En el apartado
correspondiente a la metodologia, se explicitara el uso especifico definido para los software, asi

como los temas, su relacion con el curriculo, los modos de representacion, entre otros.
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En los ultimos afios se tienen avances tecnolégicos que han modificado nuestra forma de

comunicacion y han provocado importantes cambios en la sociedad (Macias Ferrer, 2007).

Para el gobierno nacional era importante designar un responsable de controlar y administrar esta
nueva forma de desarrollo que incursionaba en el pais, y en 2009 el Ministerio de Comunicaciones
cambia y se le otorga el nombre de Ministerio de las TIC, con el fin de “disefiar, adoptar y
promover las politicas, planes, programas y proyectos del sector de las Tecnologias de la

Informacion y las Comunicaciones” (MinTic, 2014).

En el marco de los multiples proyectos implementados por el Ministerio de las Tic como “Mi PyMe
Digital”, “Internet Sano™®, “Gobierno en Linea”’, entre otros, encontramos el programa
“Computadores para Educar™® , cuyo objetivo es fomentar la calidad de la educacion bajo un
modelo sostenible, poniendo las TIC al alcance de las comunidades educativas, especialmente en
las instituciones publicas, entregando equipos de computo y promoviendo la formacion de los

docentes para que implanten el uso de las TIC en las instituciones educativas (Educar, 2014).

Estas actividades han tenido acogida en el ambito regional, la gobernacion de Antioquia bajo su
lema “Antioquia la mas educada” y guiada por el programa “Antioquia Digital”® ha trabajado en
proyectos, tales como los colegios digitales. En éste proyecto dota a las instituciones educativas
con equipos de computo, conexion a internet, pizarras interactivas, ademas brinda programas de
desarrollo profesional a los docentes y directivos para que promuevan el uso de tales recursos y

motiven a los estudiantes a mejorar su experiencia de aprendizaje.

Para la Universidad de Antioquia Seccional Suroeste es importante favorecer la conexion entre la

actividad de aprendizaje y el mundo digital como una manera de contactar el desarrollo de

5 (http://www.mintic.gov.co/portal/604/w3-propertyvalue-7235.html

6 http://archivo.mintic.gov.co/mincom/faces/?id=2905

7 https://www.gobiernoenlinea.gov.co/web/guest;jsessionid=16E19118554AFDDOS0OAC979E7FA2231D
8 http://www.computadoresparaeducar.gov.co/inicio/index.php

% http://www.antioquiadigital.edu.co/

14



TIC: Un instrumento en el aprendizaje de las matematicas operativas de primer semestre en la Universidad de
Antioquia, Seccional Suroeste.

UNIVERSIDAD
DE ANTIOQUIA ) . . ) ) B ) ) )
’ ‘ _experiencias locales con investigaciones internacionales, por ello ha realizado mejoras, al
acultad de Educacion
renovar, en el 2012, la sala de computo y extender la conexidn a internet a las dos plantas fisicas
de la Institucién ya que antes solo se tenia acceso en la sala de sistemas y en las aulas aledafas.

Adicionalmente se dot6 de equipos de computo y televisores a cada una de las aulas de clase.

Considerando tanto la disponibilidad de recursos computacionales, técnicos y de conexion a
internet, como la propuesta de formacion de profesionales para interactuar con su entorno, es
pertinente la implementacidn de estrategias que vinculen el conocimiento disciplinar matematico
con las TIC y que se aprovechen estas Gltimas para promover procesos de formacion matematica,
que serian dificiles de gestionar de otra forma, es asi como la presente investigacion se centra en
el uso de las TIC para promover la integracion del conocimiento matematico en las competencias

profesionales de los estudiantes en formacion.

Marqués (2001) y Moreno (2012) resaltan los efectos del uso de las TIC en el proceso de
aprendizaje: son un eje motivador ya que los estudiantes dedican mas tiempo a la realizacién de
tareas buscando diferentes formas de solucidn, propiciando asi su iniciativa al enfrentarse a latoma
de decisiones ante los obstaculos de manejo o comprension de las diferentes opciones que ofrezca
una aplicacion, un dispositivo o un objeto matematico. También se promueve el aprendizaje
significativo, al vincular el conocimiento previo de los estudiantes con los desarrollos de
actividades especificas, ademas de la alfabetizacion digital que se promueve mediante la

interaccion con los ordenadores, calculadoras o dispositivos electrénicos.

1.4. wxMaxima

Maéaxima es un programa capaz de manipular expresiones algebraicas, derivar e integrar funciones
ademas de graficar en dos dimensiones (2D) y en tres dimensiones (3D), lo que favorece que sea

uatil para explorar algunos de los contenidos matematicos que deben ser estudiados por un

estudiante de Matematicas Operativas de primer semestre de pregrado.
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Facultad de Educacion ACtualmente existe en el mercado variedad de programas que tienen aplicaciones para incluir,
en mayor o menor medida, los diferentes temas del curso de matematicas: Mathematica (C
Wolfram Research) o Maple (C Maplesoft). Se escogié Maxima, ya que es un software libre,
distribuido bajo licencia GNU-GPL® y no requiere de especificaciones elevadas en los equipos
de computo para su instalacion, ademas ofrece la posibilidad de instalarse en diferentes sistemas
operativos (Windows, Mac os, Linux) y en diferentes plataformas, como Android. Sus
caracteristicas matematicas, permiten abordar diferentes contenidos del curso de Matematicas
Operativas, y brindan a los estudiantes la posibilidad de utilizarlo en el hogar, conservando los

valores éticos de la legalidad.

Maéaxima es una aplicacidn que se ejecuta a través de consola, lo que significa que los comandos
deben ser ingresados a través del teclado conservando la sintaxis definida para cada uno de ellos.
Sin embargo, el equipo de desarrollo de Maxima implement6 una interfaz grafica que facilita el
acceso a diferentes comandos usando el mouse. Este interface grafica recibe el nombre de

wxMaxima.

1.5. Geogebra

Geogebra es un software interactivo de matematica que favorece mostrar algunos elementos o
proposiciones geométricas de manera dindmica, algebra y célculo para la construccion e
interaccion de puntos, figuras, segmentos, rectas, vectores, conicas y graficas de funciones, ademas

de diversas representaciones -grafica, algebraica, y tabular-.

El proyecto Geogebra inicio en 2001 en un curso de matematica en la Universidad de Salzburgo
(Austria), donde Markus Hohenwarter queria crear una calculadora libre para algebra y geometria.
Actualmente se continta con el desarrollo de la aplicacion en la Universidad de Boca Raton,

Florida Atlantic University (Estados Unidos). Geogebra esta disefiado para trabajo colaborativo,

10 GNU-GPL : General Public Licence, tipo de licencia que garantiza a los usuarios la libertad de usar, estudiar,
compartir y modificar el software
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permanentemente por usuarios de todo el mundo.

Geogebra es un software de codigo abierto (GNU-GPL) de tal suerte que puede utilizarse
libremente para propdsitos no comerciales, ademas puede instalarse en varios equipos de computo.
Geogebra usa la multiplataforma de Java, lo que garantiza su portabilidad a sistemas de Windows,

Linux, Solaris 0 Mac OS X, ademas tiene una version para Smartphone.

La principal caracteristica de Geogebra es la doble representacion (gréfico y algebraico) de los
objetos matematicos, lo que favorece relacionar los simbolos algebraicos con las representaciones
geométricas. Ademas, permite abordar diferentes conceptos matematicos a través de la
experimentacion y de la manipulacion. Adicionalmente se favorece la construccion y la deduccion

de propiedades a partir de la observacion.

1.6. Pregunta de Investigacion

Las TIC se suelen utilizar en los procesos de ensefianza y aprendizaje. En la ensefianza es comin
observar el uso de computadores, presentaciones de PowerPoint, consultas basadas en paginas de
internet o el uso de las aplicaciones ofimaticas (Word, Excel, PowerPoint) para el desarrollo de
diversas actividades que orientan la ensefianza. La atencion de los estudiantes se suele centrar mas
en el uso de redes sociales, dispositivos moéviles, foros entre otros. Aplicaciones que han llegado a
manejan de forma eficiente de acuerdo con su propdsito. Por ello el uso de aplicaciones especificas
para interactuar con conceptos matematicos puede servir de estrategia para propiciar el
conocimiento de los mismos, pues se reporta que los estudiantes tienen una destreza para aprender

a utilizar una herramienta informatica nueva.

Se plantea la siguiente pregunta:
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Facultad de Fducacion ¢, COMO integran las TIC (software wxMaxima y Geogebra) en el proceso de aprendizaje de
las matematicas operativas, los estudiantes de primer semestre de la Universidad de Antioquia

Seccional Suroeste?

1.7. Objetivos

1.7.1. Objetivo General

Analizar la integracion TIC (Software maxima y Geogebra) en el aprendizaje de las matematicas

operativas, desde la perspectiva teodrica de la génesis instrumental, con los estudiantes de primer

semestre de la Universidad de Antioguia Seccional Suroeste.

1.7.2. Objetivos especificos

e Introducir las TIC a partir de actuaciones del docente en torno a instrumentalizacion,
instrumentacion y génesis instrumental especificas con base en los recursos de

representacion que ofrecen (gréfica, algebraica, y tabular).

e Analizar las maneras de expresion actuativa de la instrumentacion en el curso de
matematicas operativas, por parte de los estudiantes de primer semestre de la Universidad

de Antioquia, Seccional Suroeste
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El trabajo que aqui se presenta versara sobre dos conceptos matematicos importantes: polinomio y
funcién. Se trabajara especificamente funciones polindbmicas y funciones trigonométricas. A
continuacion se hard un recorrido histérico sucinto de estos objetos matematicos. Posteriormente
se referenciaran algunas investigaciones que abordan las dificultades de aprendizaje de estudiantes

de secundaria y de primeros semestres de universidad.

La palabra polinomio, segin la Real Academia de la Lengua, refiere a: “Expresion compuesta de
dos 0 mas términos algebraicos unidos por los signos mas o menos. Los polinomios de dos o tres
términos reciben los nombres especiales de binomio y trinomio, respectivamente.”. En este trabajo
asumiremos el polinomio como una expresién compuesta por constantes numéricas (coeficientes)

y variables con potencias numéricas naturales y con operaciones entre términos de sumas y restas.

Por su parte el concepto de funcién es uno de los mas importantes en matematicas. Evoluciond
desde una entidad numérica (representada en tablas Babilonicas) hasta llegar a una ecuacion
(Leibniz y Euler); una correspondencia arbitraria entre intervalos numéricos (Dirichlet) y
finalmente a una correspondencia entre pares numéricos o0 no numéricos (Apostol, 1973). La idea
de incorporar el estudio de las funciones en la matematica escolar se debe a Felix Klein, quien en
1908 logro introducir la geometria analitica y el calculo en los contenidos matematicos de la

secundaria, en Alemania (Kilpatrick, 1992).

Diversas investigaciones informan sobre las dificultades de los estudiantes con el objeto
matematico de funcion (Sajka, 2003; Sierpinska, 1992). Durante el ejercicio docente, se puede
apreciar que los estudiantes manifiestan dificultades en la comprension y en el uso del objeto tanto
de polinomio como de funcion, en particular las funciones trigonométricas. Adicionalmente estos

objetos se usan en modelos matematicos Utiles para los estudiantes de Ingenieria Agropecuaria.

A continuacion se hara una presentacion sucinta de estos objetos matematicos, tales como seran
estudiados en el curso de Matematicas Operativas, en la Seccional Suroeste, de la Universidad de
Antioquia.
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Ruiz Higueras (1994), afirma que el concepto de funcion usado actualmente en matematicas, es el
resultado varias generalizaciones que ha evolucionado por mas 2000 afios. Es dificil declarar un
momento en la historia que describa el origen de un concepto, en especial si se trata de un concepto
matematico, ya que muchos han sido los momentos de desarrollo y los matematicos que aportaron.
Sin embargo podemos examinar hechos historicos y estudiar los problemas y conceptos que son
usados en los textos babilonicos (Papiro de Rhind), algunos de ellos corresponde a soluciones de
problemas que versan sobre ecuaciones lineales. Aunque no estaba definido, esta cultura trabajaba
con la idea matematica de funcidn, pues se destacaron por buscar patrones de regularidad en la
naturaleza para luego explicarlos de una forma aritmética, asi, construyeron tablas que permiten
obtener soluciones a ecuaciones de segundo grado, mediante un método que hoy es conocido como
‘completar el cuadrado’. Sin embargo, existe significativa entre lo que percibimos como funcional

y lo que podemos definir como funciéon (Ruiz Higueras, 1998).

Los griegos utilizaron magnitudes geométricas para representar nimeros, como por ejemplo

“... el producto de dos nimeros se convierte en el area del rectangulo cuyos lados tienen como
longitudes esos dos nimeros, el producto de tres segmentos es un volumen, la suma de dos
numeros es igual a la prolongacion de un segmento en longitud igual a la de otro, la resta es
recortar de un segmento la longitud del segundo, la divisién se indica por la razén entre los

segmentos que lo representan” (Kline, 1992, p 98)

Sin embargo los griegos enfrentaban problemas al tratar de representar expresiones como x3 +
x2 + x + 1 ya que, de acuerdo con el sustrato geométrico sobre el que se representaban, se estarian

sumando un volumen, una area y una longitud.

“La homogeneidad que conducia a comparar siempre magnitudes de la misma naturaleza pudo ser
un obstaculo al desarrollo de la nocion de funcion puesto que impedia encontrar de forma
significativa, dependencias entre variables de diferentes magnitudes, germen de toda relacion
funcional” (Cotret, 1985, p. 36).
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En la edad media, Nicolds Oresme emplea gréaficos para representar los cambios, trazando
segmentos horizontales para representar tiempo y para cada tiempo, segmentos perpendiculares,

representando la velocidad en ese tiempo y asi podia describir y comparar fenomenos de variacion.

Varios aportes sucesivos se dieron para la representacion simbolica de las ecuaciones y funciones:
En 1489, John Widmann ideo los signos (+) y (—), Christoff Rudolf (1525) comenzé a usar el
signo V; Robert Recorde (1557) introdujo el signo =; William Oughtred (1631) uso el signo x; en
ese mismo afio, Thomas Harriot comenz0 a usar los signos <>, René Descartes en 1637 adopto la
letra x para designar la incégnita y comenzd a usar los nimeros enteros para escribir los

exponentes.

Fermat y Descartes, propician el inicio de la geometria analitica al relacionar el algebra con la
geometria y es asi como se enuncia la idea de que una ecuacion con variables en x e y son la forma
para introducir una dependencia entre dos cantidades, calculando los valores de una de ellas en

correspondencia con los valores dados de la otra (Youschkevitch, 1976).

Leibnitz usa por primera vez el término funcion, pero Bernoulli y Euler consideran la nocion de
funcién como una expresién analitica, proponiendo el primero de ellos, la letra f caracteristica de
una funcion, para escribirse como f(x). En la definicion Euleriana del concepto de funcion, se
reemplaza el término cantidad por el de expresion analitica. Finalmente la funcion describe la

relacion entre dos 0 mas magnitudes.

2.2. Funciones Trigonométricas

La trigonometria tuvo sus inicios en las practicas antiguas de la astronomia matematica,
especialmente en la modelacion de los movimientos de objetos celestiales. En Grecia Hiparco (190
a.c.—120a.c.) y Tolomeo (100 a.c. — 170 a.c.) usaron longitudes de arco para medir distancias. En
la India la Trigonometria fue mas computacional y menos geométrica. Los astronomos en la edad
medieval, influenciados por el enfoque de Tolomeo, la utilizaron para hacer mediciones terrestres

y celestes. En el siglo X se reformula la trigonometria esférica y es utilizada en el Islam para la
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mes lunar.

Finalmente, el reto de calcular valores aproximados mediante funciones trigonomeétricas llego a su
culmen con las tablas de Rheticus, Otho y Pitiscus a finales del siglo XVI. A principios del siglo
XVII se produjo un gran avance en los célculos trigonométricos gracias al matematico escocés
John Napier (1550 — 1617). También encontrd reglas mnemotécnicas para resolver triangulos
esféricos, y algunas proporciones para resolver triangulos esféricos oblicuos, llamadas analogias
de Napier. Medio siglo después, Isaac Newton (1643 — 1727), logro representar funciones mediante
el uso de series infinitas de potencias de la variable x, y encontrd la serie para el seno(x), coseno(x)
y la tangente(x).

Por altimo, en el siglo XVIII, el matemético Leonhard Euler (1707 — 1783) fund¢ la trigonometria
moderna, definiendo las funciones trigonométricas mediante expresiones con exponenciales de
nimeros complejos. Euler demostré que las propiedades basicas de la trigonometria eran

simplemente producto de la aritmética de los nimeros complejos.

Joseph Fourier (1768-1830) en su trabajo sobre la teoria del calor, demostr6 que toda funcion se

puede expresar, aproximadamente, como una serie infinita de senos y cosenos.

Dada la relacion de la trigonometria con los calculos numéricos y con la geometria, y su uso para
resolver problemas cotidianos, fue introducida en los programas de formacion matematica
mundialmente (NCTM, 2001).

Las matematicas escolares en Colombia se rigen por las orientaciones dadas en los “Lineamientos
Curriculares de Matematicas” (MEN, 1998) y en los “Estandares Basicos de Matematicas” (MEN,
2006) propuestos por el Ministerio de Educacion Nacional de Colombia (MEN). Sin embargo, los
documentos anteriores no son explicitos frente al desarrollo de pensamiento matematico, vinculado

al conocimiento de funciones trigonomeétricas.
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ni se dan sugerencias acerca de su ensefianza. En los Estandares Basicos de Matematicas para los
grados 10 y 11 (MEN, 2006) se propone, para el Pensamiento Espacial: “describir y modelar
fendmenos periddicos del mundo real usando relaciones y funciones trigonométricas” (p. 43) vy,
para el Pensamiento Variacional, “modelar situaciones de variacion periddica con funciones

trigonométricas”. (p. 44)

La trigonometria se suele ensefar siguiendo dos enfoques. Uno de estos enfoques estudia las
razones trigonométricas en el triangulo rectdngulo, incluye identidades trigonométricas y se
presentan y resuelven algunas ecuaciones trigonométricas vinculadas con problemas de aplicacion.
El otro enfoque presenta las funciones trigonométricas en el plano cartesiano, sus graficas y algunas
de sus propiedades. Se realizan las representaciones y analisis de sus graficas incluyendo las

funciones inversas. Posteriormente se estudian aplicaciones de las leyes del seno y del coseno.

El componente de trigonometria en el curso de matematicas operativas considera que su estudio
debe incluir: las razones trigonométricas Yy la trigonometria de las funciones trigonomeétricas en el

plano cartesiano.

2.3. Tecnologia en el aprendizaje de las matematicas

Se suele motivar el aprendizaje de las matematicas, justificando su importancia en la formacion de
los estudiantes dada su ubicuidad en carreras vinculadas con la ciencia, la ingenieria o la
administracion; sin embargo diversos informes proveen evidencia de la inefectividad de la
justificacién basada en la importancia, por lo tanto se requiere involucrar a los estudiantes en el
estudio de las matematicas durante los cursos escolares. Una propuesta para lograrlo considera:

a) La participacion en proyectos colectivos (Harel & Papert, 1991)

b)  Conocimiento profundo del contenido, con énfasis en la ayuda del estudiante y en su progreso
(Jolly, Campbell, & Perlman, 2004)
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colaboracion.

Entenderemos la “modelacion” como un puente entre las matematicas como herramienta para
comprender mejor el mundo que nos rodea, y las mateméticas como una estructura abstracta (Blum,
Galbraith, Henn, & Niss, 2007)

Este enfoque de modelacion favorece el aprendizaje (Hoyles, 1993; Simpson, Hoyles, & Noss,
2005) de ideas importantes en matematicas a través de su uso, de su contrastacion y de su
exploracién con herramientas tecnoldgicas (wxMaxima y Geogebra).

La tecnologia tiene con potencial para mejorar la instruccion matematica (Roschelle, Pea, Hoadley,
Gordin, & Means, 2000) y se puede utilizar para mejorar el proceso de aprendizaje, ayudar al

desarrollo de conceptos matematicos e involucrar a los estudiantes.

El desarrollo tecnolégico educativo y en especial el de los ordenadores y sus aplicaciones, ha estado
motivado por necesidades de la sociedad, entre ellas la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas. El uso del computador en la ensefianza de las matematicas haciendo uso de juegos,
tenia por objetivo motivar a estudiante hacia el estudio de los conceptos matematicos bajo un

modelo de uso instrumental ladico (Malone & Lepper, 1987).

Sin embargo el uso educativo del computador propone el disefio, la implementacion y el uso de
software para satisfacer diversos objetivos. El disefio aborda tanto la promocion de un

razonamiento profundo en matematicas como el desarrollo de competencias tecnologicas.

La implementacion considera el uso de varios sistemas de representacion vinculados, y el uso del
software reconoce diversas caracteristicas de los objetos matematicos bajo estudios (entre ellas las
conceptuales y las procedimentales). Las recursos provistos por el software son importantes para
promover un “razonamiento visual” (Confrey & Maloney, 2007), pero las interfaces gréficas se
disefian deliberadamente para “esconder” las matematicas, de tal suerte que el uso del software

podria convertirse en una tarea para dibujar que de matematicas.
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El uso de software, y de computadores puede generar las condiciones necesarias para que los
estudiantes usen, cuestionen e interpreten diferentes representaciones de un objeto matematico y
para que interactlen criticamente con el software en su proceso de aprendizaje de las matematicas
(Barrera & Santos, 2001), de donde el uso de la tecnologia puede ayudar a proponer ‘ambientes de
aprendizaje’ - Condiciones fisicas y sociales del aula de clase que promueve el aprendizaje- que
se desarrollan por el uso de la tecnologia en el aprendizaje de las matematicas. Se pretende que el
uso favorezca que los estudiantes infieran, comuniquen y desarrollen diferentes ideas entorno a los

conceptos matematicos y a sus aplicaciones.
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El aprendizaje de las matematicas, ha experimentado la influencia de las nuevas tecnologias,
manifestdndose como herramientas, plataformas o conjunto de instrumentos que permiten la
construccion del saber matematico. En este sentido Rabardel (1995) propone un enfoque en el que
se describe la génesis del instrumento por el sujeto, resaltando la importancia de la actuacién

humana que construye un instrumento mediante estructuras cognitivas.

La génesis instrumental planteada por Rabardel-ibid- se ocupa de dos dimensiones:
Instrumentalizacion e Instrumentacion. Estas dimensiones se configuran en la interaccion entre el
sujeto y un artefacto, entendiendo este Gltimo como cualquier cosa susceptible de ser usada y que

ha sido elaborada para inscribirse en actividades intencionales.

En la Instrumentalizacion se estudia la evolucién, seleccion y funciones del artefacto, otorgandole
caracteristicas por medio de tareas y de esquemas, segun Artigue (2002) la instrumentalizacién del
artefacto ocurre cuando se le dota de potencialidades y se le transforma para aplicaciones
especificas. Trouche (2004) la define como un proceso de diferenciacion del artefacto mismo que
puede pasar por diferentes etapas: descubrimiento, personalizacion y transformacion (Almazan,
2009).

Mientras que en la Instrumentacion se analiza la evolucion de los esquemas de uso y su
funcionamiento, para comprender las limitaciones y potencialidades del instrumento. Trouche
(2004) la define como el proceso donde el instrumento afecta al sujeto, es decir permite que el
sujeto desarrolle su actividad y que elabore esquemas de accién instrumentada que le permitan
construir conocimiento matematico. Artigue (2002) la define como una accion dirigida hacia el
sujeto, y que cada vez lo conduce al desarrollo o a la apropiacion de esquemas de accion
instrumentada que estan orientados hacia la comprension de las potencialidades y las limitaciones

del artefacto para un desarrollo 6ptimo en la solucidn de una tarea especifica (Almazan, 2009).

Es asi que un instrumento es concebido “como una entidad mixta que comprende a la vez al sujeto
y al artefacto, a través de dos componentes, uno artefactual que se identifica directamente con el
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artefacto o parte de él, y otro cognitivo, al que corresponden las técnicas y los esquemas

mentales que el sujeto desarrolla y aplica mientras usa ¢l artefacto” (Pérez, 2014)

Artefacto

’7

Sujeto

]

Instrumentalizacion

Instrumentacion

Esquemas de accion

Esquemas de uso mstrumentada

Potencialidades Restricciones

Y
Instrumento

Sujeto

Figura 1 Construccién del artefacto al instrumento producto de la Génesis Instrumental

(Brisefio, 2008)

La Figura 1, representa el proceso de génesis instrumental, sin embargo en esta investigacion el
proceso de génesis instrumental ha permitido identificar varios aspectos esenciales en la
incorporacion de las TIC al proceso de aprendizaje de los estudiantes. Inicialmente se identifica la
presencia de un sujeto -docente-, quien iniciaria el proceso artefactual, es decir estudia y analiza
diferentes artefactos disponibles, identificando sus caracteristicas y potencialidades para planificar
actividades o esquemas de uso, realizando asi un proceso de instrumentalizacion. De otro lado, se
encuentra otro sujeto —estudiantes- quien de acuerdo con los esquemas de uso planificados por el
docente realiza acciones sobre el artefacto, explorando con base en su conocimiento el artefacto e

identificando restricciones o bondades de este, configurandose asi un proceso de instrumentacion.

Un componente adicional que no ha sido tratado en el esquema de la Figura 1, se puede apreciar
luego de realizada esta investigacion. Este componente es la cooperacion que se manifiesta cuando
el estudiante identifica restricciones en el uso del artefacto y busca una forma de sortear estas

restricciones o limitaciones para obtener soluciones a las cuestiones dadas.
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Teniendo en cuenta estos nuevos elementos el esquema de la Génesis Instrumental, mostrado en la

Figura 1, se modifica y se puede apreciar un nuevo esquema que se muestra en la Figura 2.

Sujeto Sujeto
Docente Estudiante

Artefacto Instrumentacién

Instrumentalizacion Esquemas de accién

Esquemas de Uso Restricciones

Potencialidades Cooperacion

Instrumento ------ Sujeto

Figura 2 Esquema de Génesis Instrumental — nuevos elementos

El uso de los diferentes instrumentos debe ser coordinado y planificado, procurando que el
proposito de su inclusion en el aula de matematicas pueda alcanzarse. Trouche (2004) “usa la
nocion de Orquestacién Instrumental para describir la gestion que hace el profesor de los
instrumentos individuales para el aprendizaje colectivo en el sentido que las génesis instrumentales
necesitan ser monitoreadas por el profesor a través de la orquestacion de situaciones matematicas”
(Pérez, 2014). Esta nocion permite que el profesor guie al estudiante con actividades previamente
planificadas y realice cambios de acuerdo con la situacion permitiendo que el estudiante pueda
experimentar los procesos de génesis instrumental.
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Faculiad de Baucacion TrOUChe (2004) define dos elementos para la orquestacion instrumental: configuracion
didactica y un modo de explotacion, sin embargo Drijvers, Kieran, & Mariotti (2010) suman un
tercero, la actuacion didactica, para tener en cuenta que una orquestacion instrumental se prepara
parcialmente de antemano pero también creada en el lugar mientras se realiza la ensefianza (Pérez,

2014).

Estos tres elementos se definen asi:

El primer elemento: “Una configuracion didactica es un arreglo de artefactos en el ambiente, o en
otras palabras, una configuracién de la ambientacion de la ensefianza y los artefactos involucrados
en ella” (Pérez, 2014. pag. 15).

El segundo elemento: “Un modo de explotacion de una configuracion didactica es la manera como
el profesor decide explotarla para beneficio de sus intenciones didacticas. Incluye las decisiones
sobre la forma en que una tarea es introducida y trabajada, sobre los posibles roles que juegan los
artefactos y sobre los esquemas y técnicas a ser desarrollados y establecidos por los estudiantes”

(Pérez, 2014. pag. 15).

El tercer elemento: “Una actuacion didactica involucra las decisiones ad hoc tomadas durante la
ensefianza sobre cdmo realizar realmente la ensefianza promulgada en la configuracién didactica

ademas del modo de explotacion elegidos” (Pérez, 2014. pag. 15).

La investigacion se inicia con la seleccion de los artefactos, donde se analizaron las caracteristicas
y aspectos que podian ser usados con el contenido del curso de matematicas operativas. Con base
en las herramientas seleccionadas (wxMaxima y Geogebra) y el contenido del curso se plantean
actividades que promueven la aplicacion de conceptos matematicos a través del uso del software,
guiados por el docente en los aspectos que fueren necesarios en concordancia con los objetivos

propuestos en cada actividad.

La seleccion e instalacion de los software, la separacion de la sala de sistemas, las actividades y la

seleccion de objetos matematicos conforman una ‘configuracion didéactica’ que favorece la
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actividades, la metodologia (grupal, individual) para el desarrollo de estas, el uso de proyector y
las explicaciones en tablero representan la forma en que el docente realiza la ‘explotacion’ de las
potencialidades del software y explorar las actuaciones de los estudiantes para relacionar los
conocimientos previos, con los objetos matematicos propuestos en cada una de las guias. La
atencion de dudas, respuesta a preguntas durante el desarrollo de las actividades, explicacion de
comandos nuevos y no explorados en los manuales se convierten en la ‘actuacion didactica’ que
favorece que el docente reconfigure la orquestacion instrumental, brindando sentido a los nuevos

procesos emergentes en el desarrollo de estas actividades.

3.1. Metodologia

La investigacion se abordd desde un paradigma cualitativo. La muestra es incidental (Ledn &
Montero, 2003), ya que los estudiantes no son escogidos aleatoriamente y se trabaja con ellos en
tanto que estan matriculados en el curso. Los estudiantes fueron informados que participaban en
una investigacion y se les dio la oportunidad de negarse a que sus datos fueran tenidos en cuenta
en la investigacion, asi mismo se les informo que podian negarse a conceder entrevistas y que tal
negacion no seria motivo de calificacion por parte del docente ni serian discriminados por su no

participacion, esta informacion se hizo tanto al inicio del proceso como durante el mismo.

Se adopt6 un enfoque fenomenoldgico (Maykut & Morehouse, 1994) que permitié analizar
reacciones e interacciones durante el desarrollo de las actividades por parte de los estudiantes, asi

mismo se realizo un estudio de la produccién colectiva como de la produccion individual.

Los software elegidos son Maxima!l! y Geogebra!?2. Su eleccion fue determinada por las
caracteristicas de representacion que cada uno tiene. Maxima es robusto en las representaciones
algebraicas mientras que Geogebra lo es en las representaciones graficas. Los comandos de
Maxima son mas faciles de usar para los estudiantes. Esta fue una de la razones para elegirlo e

iniciar la exploracion de actividades matematicas con este software. Con ambos software se podra

1 http://maxima.sourceforge.net/
12 https://www.geogebra.org/
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resultados cuando el docente no esté presente.

Por otro lado, el ‘grupo de trabajo’ se asume como estrategia de colaboracion donde se puede
consultar dudas, o apoyar y compartir conceptos e interpretaciones con otros estudiantes; sin
embargo es importante resaltar que la motivacion y la participacion no solo depende de la
herramienta, sino de la articulacion del proceso educativo disefiado por el docente. Este proceso
de articulacion sera tenido en cuenta por el investigador como fuente de dificultades, beneficios o

sesgos posibles.

3.2. Uso de la tecnologia por el docente y por parte de los estudiantes

El profesor usara las TIC en un contexto ilustrativo (Castro, 2002), en donde utilizara los recursos
representativos provistos por las TIC para ilustrar representaciones, conceptos, propiedades y
procedimientos matematicos para resolver tareas (Godino, Rivas, Castro, & Konic, 2008). Por su
parte los estudiantes utilizaran las TICS para desarrollar tareas™® matematicas. Las tareas seran
planeadas por el docente, quien usaré las TIC durante la clase y quien proporcionara una Guia
para que los estudiantes la desarrollen y utilicen los medios (T1C) adecuados para el desarrollo de
operaciones, procesamientos y analisis de informacion, tomando especial cuidado de las
conjeturas, conclusiones y andlisis que se desprendan de ello. Si bien el profesor propondra
actividades, estas y su desarrollo no seran motivo de estudio, las actividades enmarcadas dentro de
los contenidos del curso, formaran parte de la evaluacion del mismo y para la investigacién se
observara la actuacién de los estudiantes frente al uso de los recursos tecnoldgicos para el
desarrollo de las actividades. De acuerdo con el listado temético del curso de Matematicas
Operativas, se escogeran las funciones polindmicas y funciones trigonomeétricas para el disefio de
las guias que orientaran las actividades de investigacion. La Tabla 1 muestra el listado temético
previsto para el curso de matematicas operativas. Los temas escogidos se han sefialado con un

‘visto bueno’ y la semana en la que se trabajara. Es de notar que el curso esta programado para un

13 Una tarea seré la actividad de indagacidn realizada en el seno de un sistema didactico (estudiantes, profesor,
medio) para dar respuesta a una cuestion (Godino, 2013).
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evaluativas requeridas.

Tabla 1 Contenido Tematico del curso Matematicas Operativas

Seleccion
Tema Semana
Méaxima | Geogebra
Razones y proporciones. Bases numéricas.
Los numeros naturales. Factorial de un nimero. 1
Divisibilidad.
El conjunto de los nimeros reales. Propiedades de campo y
operaciones. 2y3
Propiedades de orden. Valor absoluto y desigualdades.
Polinomios en una y dos variables. El polinomio como
sumatoria. Operaciones.
Productos notables y factorizacion. s 4
Fracciones. Simplificacion.
La ecuacidn cuadratica. Problemas que conducen a la
solucidn de ecuaciones cuadréticas. y
Ecuaciones polindmicas, raices de una ecuacion polinémica. )
Interpretacion gréfica. /
Fracciones de polinomios. Ceros y polos de una fraccion. 4 L,
Interpretacion gréafica.
Fraccion continuada y fracciones parciales. 9
Expresiones con radicales. Racionalizacion.
Ecuaciones con radicales y problemas que conducen a su 10
solucion.
Exponenciacion y logaritmacion. Propiedades y problemas.
Ecuaciones exponenciales y logaritmicas. H
Funciones trigonométricas. Interpretacion grafica. 12 v
Formulas de adicion e identidades fundamentales. 13 4
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Teoremas del seno y del coseno. Resolucion de tridngulos.
Problemas de aplicacion.

Numeros complejos. 14

Las actividades hicieron énfasis en el uso de los diversos modos de representacion (escrito, gréfico,
numérico), el foco de atencion fue el reconocimiento de los recursos computacionales disponibles
en cada software utilizado. La dualidad Instrumentalizacion-Instrumentacion se reconoce como
una unidad, pero en esta investigacion estudiamos el proceso de Instrumentacion por parte de los

estudiantes.

Las Guias se resolvieron previamente, y para cada una de ellas se propusieron dos Guias de
Reconocimiento de Objetos y Significados-GROS- (Godino et al., 2008). Una para el aspecto
matematico de las tareas incluidas en las Guias disefiadas para los estudiantes, GROS Matematica,
y otra, GROS Computacional, para el aspecto computacional presente en la solucion de las tareas.

Estas Guias orientaron el proceso de analisis de las soluciones de los estudiantes.

La fuentes de datos son varias: las soluciones estudiantiles a las tareas, (los estudiantes las
entregaron en documentos Word que incluian tomas de pantalla como respaldos para justificar las
soluciones a las tareas; grabaciones en audio y video de algunos momentos de soluciones de las

tareas por parte de los estudiantes, grabaciones en audio y video de entrevistas a los estudiantes.

El papel del investigador fue el de participante —observador. Si bien el doble papel docente-
investigador que asume el autor de la propuesta de investigacion puede ser cuestionado por los
asuntos éticos comprometidos, en este trabajo, el maestro fue participante y el investigador fue el

observador.

3.3. Anélisis de datos
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aceptaron conceder entrevistas posteriores. Los datos tomados con estos participantes se analizaron

considerando elementos tales como:

T @

o

o Q —Hh o

Contenidos matematicos enumerados en el programa del curso.

Entidades primarias matematicas (Godino, Batanero, & Font, 2007)

Entidades primarias computacionales.

Objetos matematicos propuestos en las Guias (cinco de ellas) que se proponen a los
estudiantes.

Respuestas de los estudiantes a las cinco Guias.

Entrevistas semiestructuradas realizadas a algunos estudiantes.

Contraste entre las respuestas dadas por 19 participantes a cada una de las Guias.
Contraste entre las respuestas dadas a las Guias y la GROS Matematica y la GROS
Computacional.

Las acciones, usos, comandos, novedades, restricciones, errores manifestados por los

estudiantes durante la realizacion de las Guias.
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Las actividades fueron planeadas para ser desarrolladas como tareas de clase, en el curso de
matematicas operativas del programa Ingenieria Agropecuaria en la Universidad de Antioquia
Seccional Suroeste, con el propoésito de incluir las TIC y explorar como los estudiantes las
incorporan a su proceso de aprendizaje. La planificacion de las actividades se dio alrededor del

objeto matematico funcion: funcion polindmica y funcion trigonométrica.

Se desarrollaron 5 guias: las cuatro primeras, exploran la funcién polindmica, orientando al
estudiante para que haciendo uso de sus conocimientos previos, identifique las caracteristicas que
en su representacion algebraica, permiten que sea clasificada como una funcion polinémica o un
polinomio, ademas de asociar resultados aritméticos como la raices del polinomio, con su

representacion gréfica y la identificacion de estas caracteristicas en ambas representaciones.

La Guia 5 presenta un procedimiento definido para construir la funcion trigonométrica del seno,
partiendo de una circunferencia de radio 1 y dibujando las coordenadas de los puntos (x,y) al variar
la ubicacion de un punto sobre la circunferencia. Con este procedimiento se orienta al estudiante

para que utilizando razonamientos similares construya la representacion de la funcion coseno.

El desarrollo de las actividades propuestas en las guias formo parte de la evaluacion del curso, sin
embargo la investigacion se centr6 en el uso que los estudiantes dieron a los artefactos dispuestos
para el desarrollo de estas. A continuacién se presentan los instrumentos usados y cumplimentados
en el andlisis de las actividades y los desarrollos propuestos por el docente y los realizados por los
estudiantes. A continuacion se presenta y discute cada guia en términos de los objetos matematicos

y computaciones puestos en juego.

4.1. Guial

La Tabla 2 muestra la Guia de Reconocimiento de Objetos y Significados matematicos (GROS)
puestos en juego para la solucion de la tarea cuyo enunciado reza “Encontrar los ceros de un

polinomio de grado siete”. En ella se atribuyen significados para las representaciones, conceptos,
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consideracién los significados atribuidos y sus relaciones. Si se falla en reconocer algunos
significados de los objetos matematicos bajo estudio, es posible que no se obtenga la respuesta. En
Godino, Rivas, Castro, & Konic, (2008) se presenta un estudio de esta herramienta de analisis

cognitivo.
Si bien la GROS puede ser cumplimentada de otras maneras, lo cierto es que manifiesta una
posible configuracion de objetos y significados que el estudiante, idealmente, debe poner en

juego para dar respuesta a la tarea.

Tabla 2 GROS — Conceptos matematicos — Guia 1

Tipos de Objetos Significados (relacion de referencia o de uso)

REPRESENTACIONES (Términos y expresiones matematicas; simbolos, representaciones

gréficas, ...)

Encontrar los valores que reemplazados por la
Encontrar ceros

variable x, se obtenga el valor cero.

CONCEPTOS (Entidades matematicas para las cuales se puede formular una definicion)

. Expresion algebraica que consta de sumas de
Polinomio

productos de variables y escalares.

Cero de un polinomio o raiz de un / _
Valor que anula al polinomio

polinomio.
Grado de un polinomio Es el maximo exponente de la variable
) Valor que se obtiene cuando se reemplaza la
Residuo _ .
variable por un nimero
) Valor que se obtiene cuando el polinomio de
Residuo v » i
divide entre una expresion del tipo (x-a)
o NUmero de veces que un mismo factor-
Multiplicidad ) ) ) )
monomio o polinomio-se repite.
Factor Monomio o polinomio que multiplica.
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o o Namero de veces que la grafica pasa por un
Multiplicidad geometrica ) ]
mismo punto sobre el eje x.

o ) NUmero de veces que un factor de la forma (x-
Multiplicidad algebraica _
a) se repite.

_ Es una etiqueta que se usa para asignar valores
Variable :
diferentes a una letra.

PROCEDIMIENTOS (Técnicas, operaciones, algoritmos)

Refiere al proceso de division entre un
polinomio y un monomio de la forma x-a en el
cual se escriben los coeficientes de los términos
Division sintética del polinomio en orden decreciente del grado
del monomio y se efectian multiplicaciones y
restas, para determinar si un nimero s un cero

del polinomio.

Conocido un cero del polinomio conozco un
Teorema del Factor . )
factor, si el cero es “a” el factor sera (x-a).

_ Si el residuo de dividir el polinomio entre (x-a)
Teorema del residuo

(Il

es cero, entonces “a” es raiz del polinomio.

\ Conocidos los ceros de un polinomio puede
Teorema fundamental del algebra ) . )
determinar el minimo grado que este tiene.

PROPIEDADES (Enunciados para las cuales se requiere una justificacion o prueba)

(Y92

Si (x-a) es un factor si y solo si “a” es un cero
Teorema del Factor ] )
del polinomio.

Teorema del Residuo Si (x-a) es un factor de P(x) entonces P(a)=0

) Un polinomio con coeficientes reales de grado
Teorema fundamental del algebra ' .
“n” tiene exactamente “n” ceros complejos.

ARGUMENTOS (Justificaciones, demostraciones, o pruebas de las proposiciones usadas)

Ejemplo de solucion esperada por parte del profesor.

Ejercicio:
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1. De las siguiente lista identifique cuales son polinomios y cuales no, justificando su

respuesta

a) x?+3

Justificacion

Si porque: a) Los coeficientes de las incognitas pertenecen a los reales, b) los exponentes

de las incognitas pertenecen a los naturales.

b) ix5+2x6+x4—\/§x

Justificacion

Si porque: a) Los coeficientes de las incognitas pertenecen a los reales, b) los exponentes

de las incognitas pertenecen a los naturales.

c) —5x3 4 2x? —i

Justificacion

AL 1 . 1L
No porque el término —— es equivalente a —x™", este exponente -1 no pertenece a los

naturales, que es una caracteristica que debe cumplirse para poder ser polinomio.

d) VG- 2)"

Justificacion

Si porque al realizar la operacion de la raiz cuadrada queda un binomio al cuadrado donde
se cumple que: a) Los coeficientes de las incognitas pertenecen a los reales, b) los

exponentes de las incognitas pertenecen a los naturales.

e) 5

Justificacion

No, pues este termino es un monomio.
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2. Encontrar las raices de un polinomio P(x) y escribir su forma factorizada.

P()_27+56+3x5 17x* ) 3x2 x 1
X = N 4 2 27 %

Para solucionar este ejercicio es necesario encontrar los valores de x para los cuales el polinomio

P(x) es igual a cero (raices) y en caso de requerirse determinar la multiplicidad (cuantas veces

se repite) de cada una de estas raices.

Al analizar el polinomio observamos que es de grado 7 de acuerdo a esto

a)  ¢Cuantas raices debe presentar el polinomio y a qué conjunto numérico deben pertenecer?

Deberia tener 7 raices que deben pertenecer al conjunto de los numeros complejos.

Usando wxMaxima ingresamos el polinomio P(x) y le damos el nombre de p. Para determinar
las raices del polinomio utilizaremos dos métodos diferentes, un método analitico y un método

gréfico.

Método Analitico:

Para este método utilizaremos el comando “solve” haciendo que la variable creada “p” sea igual
a cero

b) ¢Cuéntas y cuales raices posee el polinomio? ;Alguna de las raices puede repetirse, es

decir tener multiplicidad mayor a 1?
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Archive Editar Celda Maxima Ecuaciones Algek_lra Analisis  Simplificar  Graficos  MNumérico  Ayuda

N@d e oe & e|>o @

($11) p(x) = 2%x"7+5%x"6+ (3*x"5) /2- (17%x"4) /4-2%x"3+ (3%x"2) /2+x/2-1/4;
7 & 3x5
(%0l) p(x) :=2x'+5x +—2 +

-17 x* s 3x% x -1
+(-2) XA —
2 2 &

(¥12) solve(p(x));:

(%502) [x=%,x=—l]

Bienvenido a wxhMaxima Preparado para la entrada de usuario

Tiene 2 raices, la cuales deben tener multiplicidad para cumplir con teorema de polinomio

de grado n debe tener n raices. En nuestro caso 7 raices.

Para determinar la multiplicidad de cada raiz vamos a utilizar la division de polinomios
recordando que si un polinomio P(x) es dividido por un polinomio de la forma x — a es igual a

cero, el valor a es una raiz del polinomio P(x)

c)  Copie imagenes de los resultados de las visiones realizadas en wxMaxima.
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[ (2i11) divide (p(x), x-1/2);

' (zi12) divide (4*x"6+12%x"5+45*x"4-4*x*3-6*x"2+1,x-1/2);

' (2i13) divide (4*x"5+14*x 4+16%x"344*x"2-4%x-2,x-1/2);

Bienvenido a wxMaxima

_ ax®+12 % +9xt-ax’-ex%+1
(%01l) [ P ,07

(3012) [4 x°+14 x*+16 x°+4 x° -4 x-2,0]

(%013) [4 x +16 x°+24 x°+16x+4,0]

(#114) divide (4*x"4416*x"3424*x"2+16%x+4,x-1/2);

) 8x°+36x2+66x+65 81
(%ol4) f =]

2 4

Preparado para la entrada de usuario

El

algebraica 1, obteniendo de esta forma las 7 raices que debe tener el polinomio.

valor ¥2 como raiz, tiene multiplicidad algebraica 3, el valor -1 tiene multiplicidad

d)

De acuerdo con los resultados obtenidos copie el polinomio factorizado

(x - %)3 (x+ 1)*
4

p(x) =

e)

Meétodo Gréfico: El primer paso es construir la representacion grafica del polinomio

Copie la imagen obtenida del software wxMaxima y de acuerdo a ella responda ¢ Cuéntas

raices pueden apreciarse en la grafica?, ¢ Cuantas deberia mostrar?
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mostrar 2

En la grafica se aprecia una un corte en el eje lo que indica una raiz, pero deberia

Utilice la herramienta zoom para aumentar la escala de la region de la gréafica que contiene

las raices y responda ¢ Cuéantas raices pueden apreciarse en la grafica?, ; Cuantas deberia

mostrar? ¢ Cuales son las raices?

2]

Llrreaaa/r?

2HEATHE NGB RS [2- 1T Y N fA-2F N33R N2 241/2- 119

0.727194, -0.226552

Luego de hacer zoom se aprecian los dos cortes del eje que indican las dos raices, en -1y

Ya.
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g)  Determine de acuerdo a la forma de la grafica en la region de las raices cual es su

multiplicidad.

En -1 la multiplicidad debe ser de 4 y en Y2 de 3

Dada la presencia del ordenador y del software se proponen algunas consignas nuevas, tales como
graficar y obtener informacion a partir de la gréfica, o de modificaciones de la misma. Esto convoca
no solo el uso de comandos del software sino el uso de objetos matematicos nuevos, que no se

requieren en la solucion provista por la Tabla 2.

La Tabla favorece identificar la escogencia que los estudiantes hacen de los comandos ofrecidos

por el software para responder a las consignas.

Tabla 3 GROS Nuevos procedimientos — Guia 1

Tipos de Objetos Significados (relacion de referencia o de uso)

REPRESENTACIONES (Términos y expresiones matematicas; simbolos, representaciones
graficas, ...)

Encontrar los ceros Encontrar los valores que reemplazados por la
variable x, se obtenga el valor cero.

CONCEPTOS (Entidades matematicas para las cuales se puede formular una definicién)

Polinomio Expresion algebraica que consta de sumas de
productos de variables y escalares.

Cero de un polinomio o raiz de un Valor que anula al polinomio

polinomio.

Grado Es el maximo exponente de la variable

Residuo Es el namero que se le ha de restar al dividendo para
que sea igual a un determinado nimero de veces el
divisor
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Residuo Valor que se obtiene cuando el polinomio de divide
entre una expresion del tipo (x-a)

Multiplicidad NUmero de veces que un mismo factor-monomio o
polinomio-se repite.

Factor Monomio o polinomio que multiplica.

Multiplicidad geométrica

Numero de veces que la gréfica pasa por un mismo
punto sobre el eje x.

Multiplicidad algebraica

Numero de veces que un factor de la forma (x-a) se
repite.

Variable

Es una etiqueta que se usa para asignar valores
diferentes a una letra.

Corte con el eje x

Refiere a un punto de coordenadas (x,0) que
pertenezca a la gréafica del polinomio.

Comando Instruccion que permite, a programa, realizar una
accion predeterminada.
Zoom Comando que permite cambiar la escala alrededor de

un punto de eleccion.

Linea de comandos

Lugar donde se escribe los comandos para que el
software desarrolle las acciones solicitadas.

Barra de ment

Lugar que permite acceso grafico a los comandos
mas utilizados.

Parametro

Datos que reciben los comandos, y que deben ser
provistos por el usuario.

Cada comando recibe parametros diferentes.

Representacion

signo o una configuracién de signos, caracteres u
objetos que pueden ponerse en lugar de algo distinto
de él mismo

PROCEDIMIENTOS (Técnicas, operaci

ones, algoritmos)

Division sintética

Refiere al proceso de division entre un polinomio y
un monomio en el cual se utiliza el comando
“divide” en Maxima.
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Teorema del Factor Si (x-a) es un factor si y solo si “a” es un cero del
polinomio.

Teorema del residuo Si (x-a) es un factor de P(x) entonces P(a)=0

Teorema fundamental del algebra Un polinomio con coeficientes reales de grado “n”
tiene exactamente “n” ceros complejos.

Graficar Obtener representacion cartesiana de la funcion
polinémica.

Zoom Cambia la escala de la gréafica para apreciar la
presencia de mas raices en la ventana de graficacion.

Solve Resuelve la ecuacion propuesta

En la Tabla 3, se aprecia, mediante una comparacion con la Tabla 2, que hay conceptos y
procedimientos nuevos (sefialados en cursiva) que surgen debido tanto por la presencia del
computador y del software como por las consignas que el profesor propone. La intencion del
profesor es que los estudiantes utilicen los comandos para resolver las cuestiones y determinar

coémo usan tales comandos y las secuencias de los mismos en funcion de las cuestiones planteadas.

A los estudiantes se les pidi6 trabajar en grupo, pero entregar las soluciones individualmente. Los
estudiantes debian entregar un documento de Word que incluye pantallazos de su actividad. Una
vez que todos los estudiantes entregaron sus trabajos se estudiaron las soluciones, se identificaron

las soluciones individuales y se clasificaron en dos grupos: completas e incompletas.

En lo que sigue se muestra evidencia de algunas respuestas de los estudiantes a esta primera tarea.

Se han escogido precisamente las soluciones que incluyeron evidencia de los pantallazos.

La Guia 1, motivo de estudio de la primera actividad, contempla dos preguntas. Cada pregunta
tiene sub-preguntas. La nomenclatura que usaremos sera la siguiente: G1-1 refiere a la primera

pregunta de la Guia 1; G1-2 refiere a la segunda pregunta de la Guia 1.
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La primera pregunta de la Guia 1 contiene cinco sub-preguntas, que indagan si diversas expresiones
propuestas son 0 no polinomios. La segunda pregunta de la Guia 1 contiene siete sub-preguntas,

en las que se requiere del uso del ordenador y del software wxMaxima.

Esta actividad fue resuelta por 19 estudiantes, sobre cuyas respuestas se informa.

Para la pregunta G1-1 se puede afirmar que todos los estudiantes discernieron entre expresiones

polindmicas y expresiones no polindmicas.

Para la pregunta G1-2 utilizaremos la Tabla 4 que muestra tanto las caracteristicas del programa
Maxima como los objetos matematicos puestos en juego para dar una solucion a la tarea. Las equis
minusculas sefialan que los comandos y los objetos matematicos estaban presentes en las preguntas

sefialadas con letras minusculas.

El cruce de informacidn que se representa en la Tabla 4, permite enfocar la atencion de la
investigacién en aspectos especificos de la actuacion de los estudiantes en relacion tanto con el
software wxMaxima como con los conceptos vinculados con el objeto matematico (polinomio). La
Tabla 2 y la Tabla 3, definen los conceptos que incluyen la Guia 1, ademas de presentar una
respuesta esperada por parte de los estudiantes, sin embargo la Tabla 4, favorece que, la atencién
del investigador punto a punto esté focalizada en las acciones que desarrollan los estudiantes sobre
una caracteristica del software o sobre caracteristicas del objeto matematico bajo estudio. De esta
manera se propicia la identificacion de caracteristicas que indiquen que los estudiantes realizan un
proceso de instrumentacion que se relaciona tanto con el uso del software como con los conceptos

puestos en juego durante el desarrollo de la actividad.

Tabla 4 Caracteristicas y objetos matematicos examinados en la Guia 1

Caracteristicas a observar 1 2
A|B|c |Dj|e |a |b|c |d|e |f|g
wxMaxima | Linea de comandos X X | X
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Barra de menu

Ingreso de informacion

Comandos utilizados

Representacion grafica

Construccion de grafica

X[ X[ X[ X| X

Zoom

Definicion de variables

Identificacion

Grado

Raices

XX

Polinomio

Representacion algebraica

XX X[ X

XX
XXX

Representacion grafica

Factorizacion

Division

x| X

A continuacion se mostraran respuestas que uno de los estudiantes -E1- presenté como solucion a

las actividades propuesta en la Guia 1.

Ante la pregunta ¢Cuantas raices debe presentar el polinomio y a qué conjunto numérico deben

pertenecer?, la respuesta esta dada en la Figura 3.

La respuesta del estudiante se muestra en la Figura 3. El estudiante afirma que el polinomio debe

tener siete raices; preguntado por la razon, el estudiante afirma que “...como el polinomio tiene

grado siete, debe tener siete raices”. Sin embargo se aprecia que la segunda parte de su respuesta

“...ysolo observo 1...” se puede responder después de haber graficado el polinomio. Es decir que

el estudiante utilizo el software para explorar el polinomio.

deben pertenecer?

a) ¢(Cuantas raices debe presentar el polinomio y a qué conjunto numérick

Q,l fo‘-vov-bo Jc!)e

ey "fu((( q)

evesw“or

(OuJ\Jv\ 0 wWyUwmeYiIo

7 wices \/ go\o o‘)\xno 1
de \os vedes.

/

N\
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La Figura 4 muestra el pantallazo obtenido por el estudiante. En el mismo se han identificado las

entradas y salidas de informacion, mediante los conectores.

£ - omEm
- Ao Gk Code M Uevocions. Abgebus Al Semgl
Definicién SRS X XD B[R =
de Funcién — ——
B (e} 1m2 B Informacion ingresada por el usuario
v
. fa @
Comando [ oo
con parametro

TS IS TR T e e

Figura 4 G1-2-a. Identificacién de la ventana de wxMaxima

%i# representa la entrada del usuario, mientras que %o0# muestra la respuesta o salida dada por el

software.

La etiqueta (%i29) (1) **muestra que el estudiante define P(x) como un polinomio en la variable x.

El programa le muestra, en (% o 29) como queda definido dicho polinomio.

La etiqueta (% 130) (2) muestra que el estudiante pidi6 “factorizar” pero el programa no factorizo,

tan solo expresé el polinomio de manera equivalente (4).

La etiqueta (%i31) muestra que el estudiante mediante un comando, grafico el polinomio, y da el

intervalo propuesto de graficacion.

14 Hace referencia a los numerales en las graficas.
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pero usa una escala diferente en los ejes de coordenadas, lo cual produce una -“deformacion”- del

como por el software, que intenta mostrar la grafica de manera estandar.

comando (wxplot2d). Para graficar también se puede utilizar el comando plot2d.

multiplicidad mayor que uno?

La respuesta del estudiante se muestra en la Figura 5

b) ¢Cuantas y cuales raices posee el polinomio? ¢alguna de las raices puede \

repetirse, es decir tener multiplicidad mayor a 1?

‘ r(;:\‘( ()\-J oS o‘\«; 30w X ’% ) XK= -l » 5‘1 5 rv\l(m

\os Yo.ces fa que selo \«u‘/ JC) 7/ \as ‘C{YU)

‘\’T{. 0
\L S s¢  veoilen "

.

Figura 5 Respuesta G1-2-b

raices ya que solo hay dos y las otras 5 se repiten”-.

El estudiante respalda su respuesta con el pantallazo que se muestra en la Figura 6.

TIC: Un instrumento en el aprendizaje de las matematicas operativas de primer semestre en la Universidad de
Antioquia, Seccional Suroeste.

La etiqueta (%t31) (5) muestra la grafica. Se aprecia que el software grafica el polinomio

polinomio, en esa ventana de graficacion. Por esta deformacion el usuario solo ve un cero. Se

aprecia que la deformacion es producida tanto por el usuario, al escoger una ventana de graficacion,

La grafica realizada por el software no es manipulable en términos graficos, por la eleccion del

La Guia propone el uso del Método Analitico, y para ello se propone la pregunta “;Cuéntas y

cuéles raices posee el polinomio? ;Alguna de las raices puede repetirse, es decir, tener

El estudiante afirma que -“posee dos raices son X = %2; X = -1”- y ademas -“Si se pueden repetir las
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_7 (%136) 2%z T4+5%x"6+3*x"5/2-1T7*x"4/4-2*x"343*x"2/2+x/2-1/4;
5 4 2
(%036) 2 x ' +5 (642 17X g3 .x 1
2 2 2 4

- (%$137) solve (%036);

1
(3037) [x=—,x=-1]

Figura 6 Respuesta G1 — 2-b con software wxMaxima

(%136) El estudiante vuelve a escribir el polinomio, pero sin definir a la funcion polinémica.
Posteriormente (%i37) usa el comando -“solve”- y el ordenador arroja las dos soluciones que el

estudiante reporta en la Figura 6.

Para obtener la misma respuesta se puede proceder como lo hizo el estudiante E2 (AR). El resultado

se muestra en la Figura 7.

(%$139) solve (%033=0);

1
(3039) [x=—, x=-1]

Figura 7 Forma Alternativa del comando solve

La estudiante digita (%i39) y obtiene (%039) de donde se observan los dos valores buscados.

Las configuraciones de comandos usadas por los 19 estudiantes para responder a la cuestion se

muestran en la Tabla 5.

Tabla 5 Configuracién de comandos para encontrar raices
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Estudiante Comandos Estudiante Comandos
. A ) ) %130 ;
Estudiante [ (8137) solve (%036); Estudiante e faCtO“%O29}4 3
1 o
o (x+1) * (2x-1)
1 (%037) [x 2,.7{ 1] 11 (3030) p (x) = .
7 £ .
Estudiante 7 (%139) solve(%033=0); Estudiante [812) factor (oL}
I 1 (P T TP S
= e=_ Br+20x+6x -1Tx 457 +2x-1
2 (3039) [x=g, x=-1] 12 (%o0) plx) := 4
| /' (3i30) factor (3029); . .
Estudiante . : ’ Estudiante ($17) factor (%04);
(x+1) " (2x-1) (x+1) * (2x-1)®
3 (%030) p (x) =f 13 (307) p (x) :+
Estudiante e mede el Estudiante [ (0 ol
o - PSS PRI T L o
4 (soll) fx=j,x=-1] 14 fi0f) p(x) = 4
Estudiante (8120) factor(%019); Estudiante 7 (%110) factor(p):
4 3 4 3
x+1 2x-1 —
5 (%020) p (x) :% 15 R (x+1) (2x-1)
4
7 o ‘
. H130 g 1 4131 8
Estudiante (8230) factor (%029) Estudiante ($131) factor(3029)
Bx7+20x6+6x5-17x4-8x3+6x2+2x-1 el pla] .:8x7+20x6+6x5-17x4-8x3+5x2+2x-1
6 (%030) p(3) := 4 16 plx): .
) 7 (%15) factor (pix))rs . %i14 _ )
Estudiante | |1 4 : Estudiante (%114) solve (p=0);
(x+1) ° (2x-1) 1
7 (505) 2 17 (%0l4) [x=5,x=—1}
) 7 ) ) ; -0 -
Estudiante | |[ (%1€} solwe(%0l3); Estudiante (315) 501vle (p=0) ;
| — |
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- 1
9 (206) (x+1) " (2x-1) 19 (%036) {X:E'X:_lj
4
. $130) factor(%029);
Estudiante B }4 )
X+l 2=l
10 (8030) p (x) =$

Se aprecia que los comandos usados -solve, factor- por los estudiantes, y que en apariencia,
resuelven los problemas, admiten diversas configuraciones correctas, que deben ser aprendidas
por los estudiantes para dar respuesta a la cuestion matematica. El profesor discutié Gnicamente el
procedimiento que utilizo la estudiante dos (E2). Se concluye entonces gque los estudiantes no solo
conocen los comandos, sino que saben usarlos para dar respuesta a las cuestiones matematicas. Los
estudiantes han explorado los comandos y han identificado su sintaxis que utilizan para responder

a las preguntas.

Los estudiantes descubrieron por si mismos otras maneras validas (tabla 5) de usar los comandos
para dar respuesta a sus preguntas. En algunas configuraciones se aprecia que usan ‘ensayo y error’,
cuando el software les indica que hay errores de sintaxis.

La consigna c) pide ‘copiar las imagenes de los resultados de las visualizaciones realizadas en
wxMaxima’. Para ello los estudiantes tomaron iméagenes de la pantalla que pusieron en un informe
escrito en el programa de gestion textual Word, el cual permite estudiar la informacion para el

analisis del desarrollo de las actividades.

La consigna d) pide copiar el polinomio factorizado. Su respuesta se aprecia en la Figura 8 ( %030)
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AT+5*xMG+3" x5/ 2-1T*x"4/4-

Figura 8 Respuesta G1-2-D

Claramente la respuesta dada por el estudiante no es correcta, dado que el polinomio no esta
factorizado. Los comandos usados por el estudiante se muestran en la Figura 9 ( %i30 y %030).
(%130) factor(%029);

o 0x 420k 465 -1 5 -8 x +6xM+2 501
(%030} p (x) 2= 4

Figura 9 Comandos usados por E1 en G1-2-d

En este caso los comandos usados por el estudiante no dan respuesta a la cuestion matematica, sin
embargo el estudiante parece no percatarse de ello. Aqui parece que la denominacion del comando
‘factor’ hace creer al estudiante, que efectivamente factoriza toda expresion, con independencia de
la sintaxis del comando y del concepto matematico que se estudia-la factorizacion-. El estudiante
deposita en el software su confianza y no verifica que los resultados son coherentes con los objetos
matematicos que son tema de estudio en la actividad propuesta por el maestro. EI computador debe
ayudar al estudiante, pero el estudiante debe controlar y validar los resultados, asunto que no

acontece en esta primera préactica.
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La consigna g) pide ‘Determine de acuerdo con la forma de la gréfica en la region de las raices cuél

es su multiplicidad’. La respuesta dada por E1 se muestra en la Figura 10.

g) Determine de acuerdo a la forma de la grafica en la region de las raices cua

es su multiplicidad.
\u ww “;c\'-(it)m} 233 J( 3y 4—\
\ll X

id

Figura 10 Respuesta de E1 a G1-2-g

Esta pregunta indaga por la relacién entre la grafica-arriba del eje x o debajo del eje x- con el signo
del factor y con su eventual grado. La determinacion precisa utiliza el teorema de los signos de
Descartes (Descartes, 1637), mismo que no fue discutido por el profesor, pero quien decidié que
era un buen tema para que los estudiantes exploraran con la ayuda del software y con los resultados

basicos que el syllabus del curso Matematicas Operativas propone.

Esta primera tarea que se propuso a los estudiantes, permite reconocer que los objetos matematicos
intervinientes propuestos en la GROS Tabla 2, si bien son suficientes para resolver las consignas
incluidas en la Guia 1, son complementados por otros ‘objetos’ que entran en juego cuando se
utiliza el software Maxima. Entre ellos se pueden enumerar los identificados en la GROS
correspondiente a la Guia pero con ayuda de algunos comandos- Solve, factor, plot- que si bien
tienen el potencial de resolver las cuestiones invocandolos, tienen ‘reglas’ de uso o una sintaxis
especifica que debe ser aprendida autbnomamente por los estudiantes, en tanto que el profesor solo

explico la acepcion estandar de tales comandos.

Adicionalmente se aprecia que algunos estudiantes, en esta primera Guia, confian que los
comandos harén el trabajo matematico y no validan ni contrastan las ‘respuestas’ dadas por el
software con los conceptos, propiedades y procedimientos matematicos.
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La variedad de configuraciones usadas por los estudiantes-correctas o incorrectas- informan sobre
las interpretaciones que dan a los comandos. Los comandos son mas que ‘instrucciones
informaticas’ que operan inequivocamente sin la intervencion consciente del usuario, asunto que

debe ser experimentado por los estudiantes.

Un fendmeno que se puede identificar es el que podriamos denominar ‘incremento de objetos’, en
tanto que el uso del ordenador y de los comandos propuestos por Maxima requiere que se usen
nuevos conceptos y procedimientos computacionales, que deben ponerse en relacion tanto con las

respuestas dadas por el software como con los objetos matematicos bajo estudio.

Artigue (1997) nombra dos fendmenos vinculados al proceso de uso que los estudiantes hacen y
que se ha presentado en las paginas anteriores; el primero es el fenémeno de la pseudo-
transparencia que refiere a la diferencia entre lo que el estudiante escribe y lo que aparece en
pantalla. Esta pseudo-transparencia se acompafia de una carencia de validacion de las respuestas.
El ordenador hace una ‘devolucion’ al usuario quien debe decidir si la misma se ajusta a las
condiciones para la respuesta. EI conocimiento matematico debe ser usado para validar, y esta
actitud adn no es asumida por el estudiante. EI otro fenémeno, la ‘doble referencia’ refiere a que
el profesor usa el ordenador para discutir conceptos matematicos, mientras que el estudiante usa el

ordenador para dar respuesta a las preguntas matematicas.

La Guia pide construir graficas del polinomio para responder a la pregunta ¢ Cuantas raices pueden

apreciarse en la grafica? Y ¢Cuantas deberia mostrar?

La respuesta de E1 se muestra en la Figura 11 asi como la grafica en la Figura 12

g: o J"‘"f“” S UE"CW b vaiz tm deber'a wioshor

N

Figura 11 Respuesta E1 G1-2
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Figura 12 Respuesta de E1 a G1-2 — Representacién Gréafica

Su eleccion del comando para graficar (wxplot2d) no le permite interactuar con la grafica-hacer
zoom-. Para graficar en wxMaxima existen varios comandos (wplot2d, plot2d y plot3d). El
comando wplot2d permite trazar la gréfica de una funcién en un plano cartesiano (x,y) en la linea
de comando, este aspecto impide que puedan realizarse acciones sobre la grafica obtenida, lo que
se traduce en una grafica estatica y no manipulable para un andlisis mas detallado de aspectos

propios de la representacion.

El comando plot2d abre una nueva ventana para representar graficamente en un plano cartesiano
(x,y) la funcion solicitada. En esta nueva ventana se presentan herramientas adicionales (zoom,
rejilla, coordenadas,...) que permiten realizar un analisis mas detallado de las propiedades de la
funcién en su representacion grafica. Finalmente el comando wplot3d actla de forma similar al

comando wplot2d, pero la representacion se realiza sobre un sistema tridimensional (x,y,z).

La consigna f) pide usar el comando zoom para aumentar la escala de la region donde se encuentran

las raices. La respuesta del estudiante se muestra en la Figura 13.
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Figura 13 Respuesta de E1 a G1-2-f

Para obtener la grafica se debe usar el comando plot2d, en tanto que el comando wxplot2d no
permite interactuar con la grafica obtenida. La Figura 14 muestra el efecto del comando zoom. No
se muestra aqui la gréafica sobre la cual se operd con el comando. La escala usada por el comando
zoom es diferente en cada eje.

Se aprecia gque en la parte superior izquierda de la grafica mostrada en la Figura 14, aparecen unos
iconos, uno de los cuales ‘malla’ fue explicada por el profesor. La intencion del profesor al formular
la pregunta ‘Cudles son las raices’ era que los estudiantes utilizaran el icono ‘malla’ cuya funcién
es generar subdivisiones de acuerdo con la escala, que permiten aproximar las coordenadas de un
punto especifico. Ninguno de los 19 estudiantes utilizo este recurso, y obtuvieron la respuesta con

base en la grafica ampliada sin efectuar mas exploraciones o0 usos sucesivos del zoom.

SEaaaa?

Figura 14 Respuesta de E1 a G1-2-F — Representacion Grafica
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Para la Guia 2 se disefio una actividad que permitiera replicar los conocimientos obtenidos durante
el desarrollo de la actividad uno, en cuanto al uso del software, ademas de relacionar las
representaciones grafica y algebraica de una funcion polinémica. La Tabla 6 presenta los objetos
matematicos y los significados involucrados en la actividad. También se muestra una solucion
esperada de la actividad, mediante el uso de los comandos explicados en el manual de la aplicacion,

entregado a los estudiantes, y de los comandos explicados por el docente en la sesion de clase.

Tabla 6 GROS — Conceptos matematicos — Guia 2

Tipos de Objetos Significados (relacion de referencia o de uso)

REPRESENTACIONES (Términos y expresiones matematicas; simbolos, representaciones

gréficas, ...)

Forma en que se simboliza o se presenta una
Representacion funcidn, esta representacion puede ser

algebraica, gréafica o tabular

CONCEPTOS (Entidades matematicas para las cuales se puede formular una definicién)

S Expresion algebraica que consta de sumas de
Polinomio ]
productos de variables y escalares.

Cero de un polinomio o raiz de un —
Valor que anula al polinomio

polinomio.
Grado de un polinomio Es el maximo exponente de la variable
Es el nmero que se le ha de restar al
Residuo dividendo para que sea igual a un determinado
numero de veces el divisor
) Valor que se obtiene cuando el polinomio de
Residuo o . )
divide entre una expresion del tipo (x-a)
o NUmero de veces que un mismo factor-
Multiplicidad ) o )
monomio o polinomio-se repite.
Factor Monomio o polinomio que multiplica.
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Multiplicidad geométrica

Numero de veces que la gréafica pasa por un

mismo punto sobre el eje x.

Multiplicidad algebraica

Numero de veces que un factor de la forma (x-

a) se repite.

Variable

Es una etiqueta que se usa para asignar valores

diferentes a una letra.

PROCEDIMIENTOS (Técnicas, operaciones, algoritmos)

Teorema del Factor

Conocido un cero del polinomio conozco un

factor, si el cero es “a” el factor sera (x-a).

Teorema del residuo

Si el residuo de dividir el polinomio entre (x-a)

[P 2]

es cero, entonces “a” es raiz del polinomio.

Teorema fundamental del algebra

Conocidos los ceros de un polinomio puede

determinar el minimo grado que este tiene.

PROPIEDADES (Enunciados para las cuales se requiere una justificacion o prueba)

Teorema del Factor

(192

Si (x-a) es un factor si y solo si “a” es un cero

del polinomio.

Teorema del Residuo

Si (x-a) es un factor de P(x) entonces P(a)=0

Teorema fundamental del algebra

Un polinomio con coeficientes reales de grado

“n” tiene exactamente ‘“n” ceros complejos.

ARGUMENTOS (Justificaciones, demostraciones, o pruebas de las proposiciones usadas)

Ejemplo de solucién esperada por parte del profesor.

Ejercicio:

ellas.

Usando la aplicacion wxMaxima, trace la grafica de la siguiente funcion polinbmica y
determine de acuerdo con ella, sus raices y la multiplicidad algebraica de cada una de

fx) = (x+3)%(x* +2x3)(x — 3)*
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a)

Determine el grado de la funcion polindmica y de acuerdo con la teoria determine

cuantas raices deberia tener.

El grado de la funcién es 10 y de acuerdo con la teoria el polinomio debe tener 10
raices

b)

Trace la gréfica en la aplicacion

1 Gnuplot (window id : 0) - o EN|
Hlfg@aald ?

7e+006 T T T T T

Ge+006 |- T
Se+006
4e+006
Je+006

2e+006

(x=3)"4* (x43) A2* (x4+2%513)

le+006

-1e+006 L L . L L

-8.17028, -2.26852e+006

¢,Cuantas raices se pueden apreciar en la primera vista de la grafica?

Esta grafica no se aprecia donde la funcién toca el eje x por tanto no se puede

decir cuantas raices tiene

c)

¢El nUmero de raices que se observa en la gréfica es igual a las calculadas el

paso a)?

60



UNIVERSIDAD
DE ANTIOQUIA

Facultad de Educacion

TIC: Un instrumento en el aprendizaje de las matematicas operativas de primer semestre en la Universidad de
Antioquia, Seccional Suroeste.

En el paso a) se dijo que debian ser 10 raices en el paso b) no se puede

determinar el nimero porque la gréfica no es clara en cuanto los puntos donde la

gréafica toca el eje x.

d)

e)

Use la herramienta zoom para visualizar cada una de las raices de la funcion
polinbmica
1158 Gnuplot (window id : 0) = =

LHlexe@aaln?

3000 ; ]

2000

1000

(X=3) 7" (A 3) A2 * (1A 442¥ 1 A3)

-1000

-4.86735, -2259.76

Determine de acuerdo con la forma en que la gréfica intercepta el eje x, la
multiplicidad algebraica de cada una de las raices apreciadas en la gréfica.

La funcion tiene 4 raices -3, -2, 0, 3. Por la forma x= -3 tiene multiplicidad 1, x=-2
tiene multiplicidad 2, x= 0 tiene multiplicidad 3 y x= 3 tiene multiplicidad 4, que en

total suman las 10 raices que se mencionaron el numeral a).
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Tabla 7 GROS — Nuevos Procedimientos — Guia 2

Tipos de Objetos Significados (relacion de referencia o de uso)

REPRESENTACIONES (Términos y expresiones matematicas; simbolos, representaciones

gréficas, ...)

Forma en que se simboliza o se presenta una funcion,
Representacion esta representacion puede ser algebraica, gréfica o
tabular

CONCEPTOS (Entidades matematicas para las cuales se puede formular una definicion)

Corte con el eje x Refiere a un punto de coordenadas (x,0) que

pertenezca a la gréafica del polinomio.

Comando Instruccion que permite, a programa, realizar una

accion predeterminada.

Zoom Comando que permite cambiar la escala alrededor de

un punto de eleccion.

Linea de comandos Lugar donde se escribe los comandos para que el

software desarrolle las acciones solicitadas.

Barra de menu Lugar que permite acceso gréafico a los comandos

mas utilizados.

Parametro Datos que reciben los comandos, y que deben ser
provistos por el usuario.

Cada comando recibe parametros diferentes.

Representacion Signo o una configuracion de signos, caracteres u
objetos que pueden ponerse en lugar de algo distinto
de él mismo.

PROCEDIMIENTOS (Técnicas, operaciones, algoritmos)
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Variable

Elemento que se utiliza como referencia para escribir

0 representar ecuaciones con el software

Factor

Factoriza una expresion algebraica

Graficar

Obtener representacion cartesiana de la funcion

polindmica.

Zoom

Cambia la escala de la gréafica para apreciar la

presencia de mas raices en la ventana de graficacion.

Solve

Resuelve la ecuacion propuesta

El desarrollo de esta tarea es individual, aunque no se prohibe compartir opiniones o reunirse a

comparar soluciones durante el transcurso de la actividad. Cada estudiante debe entregar al finalizar

la actividad, un documento de Word en el que se aprecien las capturas de pantalla donde se muestre

los comandos y resultados obtenidos con el software.

Para esta guia se toma como base de analisis al estudiante -E1-, igual que en la Guia 1, para realizar

una comparacién de su desempefio en ambas Guias. La actuacion de este estudiante en el

desarrollo de la actividad, generd situaciones interesantes que informan sobre el proceso de

instrumentacion de la actividad matematica.

La Guia 2, contiene 5 cuestiones que buscan relacionar la representacion algebraica de una funcion

Tabla 8 Caracteristicas y objetos matematicos examinados en la Guia 2

Caracteristicas a observar

wxMaxima

Linea de comandos

Barra de menu

Ingreso de informacién

Comandos utilizados

Representacion grafica

X[ X[ X[ X[ X|X|=

Construccion de grafica

Zoom X

X

Definicion de variables
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Grado X

Polinomio | Raices X[ X|X|X]|X
Representacion algebraica | X

Representacion gréfica X | X| XX

La Tabla 8 permite que la atencion del investigador se fije en aspectos especificos de la actuacion
del estudiantes en su relacion con el objeto matematico (funcion polinémica) involucrado en la
actividad. Este enfoque ayudara a que aspectos mas relevantes del proceso de inclusién de las TIC,
por parte de los estudiantes, al desarrollo de las tareas puedan ser facilmente identificados, ademéas
de permitir actuaciones didacticas del docente frente a las inquietudes del uso del software o de los

conceptos matematicos requeridos para esta actividad.
Para el desarrollo de la actividad se presentd la siguiente funcién polinémica:
fx) = (x +3)%(x* + 2x3)(x — 3)*

En el literal a) se pide: -“Determine el grado de la funcion polinémica y de acuerdo con la teoria

determine cuantas raices deberia tener”-. La respuesta del E1 se aprecia en la Figura 15

jj\'m lo obyervado djmJo o \o f\mc’-&m S 10, y de

awrv&o wu\u ‘eov':u eLeu’m Sl(mtv 0 raicey.

Figura 15 Respuesta de E1 a G2-a

Los 19 estudiantes respondieron de forma similar, asociando el grado de la funcion polinémica con
el nimero de raices que debe tener. Sin embargo no se especifica si estas raices son reales o

complejas™®.

15 En esta investigacidn cuando nos referimos a raices complejas, se asume que la parte imaginaria de estos nimeros
es diferente de cero.
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La Guia solicita trazar la grafica de la funcidn y en su literal b) pregunta -“Cuantas raices se pueden

apreciar en la primera vista de la grafica”-.

El primer intento de graficar se muestra en la Figura 16, donde se aprecia un error que arrojo el
software al ingresar el comando de graficacion wxplot2d.

7

plotldd: expression evaluates to non—-numeric value everywhere in plotting range

plot2d: nothing to plorc.

(+T4) Enm
CW;:.M‘-mkI}imm_z.pnq

~”

Figura 16 Respuesta Ela G2-b (primer intento)

El estudiante E1 manifiesta: ‘En esta imagen el programa me mostro un error que no puede
identificar, para desarrollar el ejercicio presione <“esc> varias veces para que me dejara ingresar
de nuevo el polinomio’. Este comentario indica que E1 trato de identificar la razén por la que el
programa no pudo ejecutar el comando correctamente, al no encontrar una causa decidié reiniciar
el proceso escribiendo el polinomio y trazando de nuevo la grafica como se muestra en la Figura
17.
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Figura 17 Respuesta E1 a G2-b (segundo intento)

Las respuestas a las cuestiones G2-b y G2-c se muestran en la Figura 18 donde E1 manifiesta que
tiene 5 raices y que son las mismas de la pregunta G2-a; esta respuesta presenta una contradiccion
en cuanto a sus repuestas, ya que en el item a) E1, respondi6 que por ser una funcion de grado 10,
deberia tener 10 raices. Sin embargo aunque la Guia aun no lo ha solicitado, el estudiante uso el
comando zoom para Vvisualizar las raices como se muestra en la Figura 19, pues en la Figura 17,

por el ajuste que realiza la aplicacion para trazar una grafica estandar, se aprecian escalas diferentes

en los ejes que no permiten apreciar claramente las raices.

q,A t\\w-hra Uib‘u e (Ufa-&u aﬁvu,'.or S| vaicey .

b. bmaw \ub widwoy S Yaicts .

Figura 18 Respuestas E1 G2-b y G2-C

La grafica de la Figura 17 se obtuvo con el comando wxplot2d, el cual traza la gréfica en la linea
de comandos y no permite ser manipulada, este aspecto que se vio en la Guia 1, parece que fue la
primera opcidn de E1 para graficar, sin embargo al tratar de manipular el gréafico, se percato de ello
y manifiesta que ‘Ingresé el polinomio definido como una funcién y tracé la grafica en la linea de

comando. Pero me di cuenta que no podia hacerle zoom, por lo tanto utilicé la otra opcion de dibujo
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Figura 19.
kel Gnuplot (window id : 0) B
HlcEeaaq \?
T T T L
150 | 4
P I
7 1000 LN 14
= / \ |
~ \ \ |
¥ 3 ‘ ‘ '
Py N ]
:" 1000
1500
\\ 2 1 0 1 2 3

Figura 19 Respuesta E1 G2-d
El item e) solicita ‘Determine de acuerdo con la forma en que la gréfica intercepta el eje x, la

multiplicidad algebraica de cada una de las raices apreciadas en la gréfica’.

La primera respuesta de E1 se dio respecto a la Figura 17 ‘Aqui ya se ven las raices y aparentemente
son 4, pero las curvas no se ve bien si tocan el eje’. El estudiante tiene una duda en la grafica en
cuanto si ésta intercepta el eje en los valores de x=-3 y x=3. Para resolver la duda, el estudiante
realiza zoom sobre estos puntos. El uso de esta opcion para verificar es evidencia de del proceso
de instrumentacion que experimenta el estudiante en el uso del software para dar respuestas a

cuestiones matematicas.

La Figura 20 muestra el resultado después de haber realizado varias veces zoom sobre el valor de

X =-3.
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(1-3)4° (r+e3)"2* (1

3.00¢ 3.0 3.002 3 2.958 2.996 2994 2.9%2

Figura 20 Respuesta G2-d zoom

En la Figura 20 podemos apreciar que la diferencia de escalas entre los ejes es muy alta, lo que
genera una deformacion de la gréfica, ademas de una imprecision al graficar que inicialmente no
fue percibida por el estudiante cuando dice ‘Al hacer zoom vemos que efectivamente la curva no
toca el eje, por lo tanto no es una raiz’. Con esta respuesta se aprecia que el estudiante confia en la
respuestas que le da el software, sin embargo ain manifiesta dudas y se cuestiona en relacion con
la veracidad de la informacion que obtiene ‘Debido a que tengo dudas verifico cuanto me da la

funcién evaluada en esos puntos ...". Esta comprobacién se observa en la Figura 21.

E £il4] plot2d{lt! , 1 5,511
>
%113) £(-3)
L
301%] O
(%il6) £
sols
" (%3i17) £(-2)
(%c 0

Figura 21 Comprobacion Raices G2-d
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en los valores en que se tiene dudas (-3, -2- 0, 3). Al evaluar la funcion en estos puntos obtiene
como resultado cero, lo que E1 dijo ante este hecho fue: ‘en todos obtengo valor de cero, diciendo
que son raices, aunque la grafica me muestra que no. Solo me queda decir que debe tener un error

el programa en parte de la graficacion, que no debe ser muy exacta’.

Como la Guia solicitaba una respuesta, el estudiante opta por los resultados mostrados en la
representacion grafica omitiendo asi la comprobacién que realiza al evaluar la funcion. La
respuesta dada por E1 se muestra en la Figura 22.

i wleriepra d X & | -L 0.
T AR

Figura 22 Respuesta E1 a G2-e

43. Guia3

Con esta Guia se pretende utilizar la aplicacién para representar una funcién definida por tramos,
para encerrar una region especifica en el plano y de esta forma calcular su area. Para ello se espera
que los estudiantes utilicen comandos para definir varias funciones en la aplicacion y la gréfica

conjunta de todas ellas, ya que en el manual s6lo se explica como trazar la grafica de una o dos
funciones.

La Tabla 9 muestra los objetos y conceptos matematicos involucrados en el desarrollo de la

actividad propuesta por la Guia, asi como la solucién esperada de la misma.

Tabla 9 GROS — Conceptos Matematicos Guia 3

69



Luis Fernando Suarez Restrepo
UNIV I-l;{SlD,\D
DE ANTIOQUIA

Facultad de Educacién

Tipos de Objetos

Significados (relacion de referencia o de uso)

gréficas, ...)

REPRESENTACIONES (Términos y expresiones matematicas; simbolos, representaciones

Definir funciones

Establecer una correlacion matematica entre

dos 0 mas variables

CONCEPTOS (Entidades matematicas para las cuales se puede formular una definiciéon)

Polinomio

Expresion algebraica que consta de sumas de

productos de variables y escalares.

Grado de un polinomio

Es el maximo exponente de la variable

Perimetro

Conjunto de lineas que forman el contorno de

una superficie

Area

Medida que define la extension de una

superficie

Funcion por tramos

Funcion que cambia de definicion dependiendo

del valor de la variable

Intervalo

Espacio comprendido entre dos valores

Variable

Es una etiqueta que se usa para asignar valores

diferentes a una letra.

PROCEDIMIENTOS (Técnicas, operaciones, algoritmos)

Perimetro

Suma de las longitudes de todas las lineas que

conforman o rodean un superficie

Ecuacion de la recta (punto — punto)

Dados dos puntos, se puede determinar la

ecuacion de la recta que pasa por ambos puntos

PROPIEDADES (Enunciados para las cuales se requiere una justificacion o prueba)

Ecuacion de la recta (punto — punto)

Dados dos puntos, se puede determinar la

ecuacion de la recta que pasa por ambos puntos

ARGUMENTOS (Justificaciones, demostraciones, o pruebas de las proposiciones usadas)

Ejemplo de solucion esperada por parte del profesor.
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Ejercicio:
Un granjero desea adquirir un terrero, que serd pagado de acuerdo con el area total.

Para calcular el area recorri6 el perimetro del terreno tomando las siguientes medidas:

Tramo rectos

Distancia horizontal Distancia vertical . _ _
Direccion vertical
m M
3 6 1
6 6 1
5 15 0
9 27 !

Con las medidas descritas por el granjero, se debe construir el trazado del perimetro del terreno
y calcular el area que este encierra. Para ello se sugiere determinar las funciones polinémicas
que definen el perimetro y realizar divisiones en poligonos regulares para calcular el area como

una suma de las areas de cada uno de ellos.

Solucién
Para iniciar nos ubicamos en el punto de coordenadas (0,0) para iniciar el trazo del recorrido

hecho por el granjero.

En el primer tramo recorrié 3 metros hacia la derecha y 6 hacia arriba, partiendo desde el punto
(0,0) el punto final esta en (0+3,0+6)=(3,6). Con estos dos puntos determinamos la ecuacién de

la recta que pasa por estos dos puntos

y—W» _ X=X
Y2—=Y1 X2—X;
-0 x-0

3.0

<

Qe o
Il
wl xR ©
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y = 2x Que es la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (0,0) y (3,6).
El segundo recorrido fue 6 hacia la derecha y 6 hacia arriba, partiendo del punto (3,6) el punto
final esta en (3+6,6+6) = (9,12). Con estos dos puntos determinamos la ecuacion de la recta que

pasa por estos dos puntos

Y—=YV1 X7 Xq
3’2_)’1_x2_x1
y—6 x—3
12-6 9-3
y—6 x-—3
6 6
y—6=x—3

y = x + 3, Que es la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (3,6) y (9,12). El siguiente
recorrido fue 5 hacia la derecha y 15 hacia arriba, partiendo desde el punto (9,12) el punto final
estd en (9+5,12+15) = (14,27). Con estos dos puntos determinamos la ecuacion de la recta que

pasa por estos dos puntos
Y—=YV1 X7 Xq
Y2—WM1 B X2 — X1
y—12 X9
27-12 14-9
y—12 x-9
15 5

y—12=3(x—-9)

y —12 = 3x — 27

y = 3x — 15, Que corresponde a la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (9,12) y (14,27).
El siguiente recorrido fue 9 hacia la derecha y 27 hacia abajo, partiendo del punto (14,27) el
punto final estad en (14 + 9, 27-27) = (23,0). Con estos dos puntos determinamos la ecuacion de

la recta que pasa por estos puntos.

Yy—n _ X — X1
Y2—Y1 X2—X;
y—27 x-14

0—27 23-—14
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y—27 x—-14
=27 9
y—27 =-3(x—14)
y—27=-3x+42
y = —3x + 69, Que es la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (14,27) y (23,0).

Con estas ecuaciones trazamos la gréfica para determinar la forma y la region que encierra.
Utilizamos Maxima para hacer esto, como las ecuaciones son de varias rectas y lo que
requerimos son segmentos de esas rectas, usamos el comando si para definir cada segmento. El
comando si, nos permite definir una funcion a por tramos, indicando los intervalos en los que se

debe trazar cada funcion encontrada en el paso anterior.

14.12.1 [no il = B

Archive Editar  Celda Maxima Ecuaciones Algebra  Andlisis  Simplificar  Graficos Numérico  Ayuda

BRI LR EE C

(3i1) £(x):= 2¥x;
(20l) £(x) :=2 x

(%i2) g(x) r=x+3;
(%02) g (x) :=x+3

($14) hix):=3*x-15;

i
[
[
i

5) i(x):=—3%x+69;
5) i(x) :=(-3) x+69

(2i6) p(x):= if x < 3 then £(x) else if x < 9 then g(x) else if x < 14 then h(x) else i(x);
(206) p(x) :=if x<3 then f (x) else if x<9 then g(x) else if x<14 then h (x) else i (x)

Bienvenido a wxMaxima Preparado para la entrada de usuario
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=] =

Hewnaaaln?

30 T T T

25 B

15 b

18.0517, 31.2160

Para calcular el area se divide la regién interior en poligonos regulares y se procede a calcular el

area de cada uno para al final sumar todas las areas en una sola.

Bereaalr?

30 T T T T

5 -

20 y

15 1

10 - =

18.0517, 31.2160

Area 1 (triangulo): base = 3, altura= 6

base x altura 3x6
Areal = > = > =9

Area 2 (rectangulo) : L1 =6, L2=6
Area 2 = L1xL2 = 6x6 = 36
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Area 3 (triangulo): base = 6, altura =6

base x altura 6x6
Area 3 = > = > =18

Area 4 (triangulo): base = 10, altura = 15

base x altura v 10x15 ”

75
2 2

Area 4 =

Area 5 (rectangulo): L1 =10, L2 = 12
Area 5 = L1xL2 = 10x12 = 120

Area 6 (triangulo): base = 4, altura = 12

base x altura _ 4x12 I
2 ==

Areal + Area 2 + Area 3 + Area 4 + Area 5 + Area 6
=9+4+36+ 18+ 75+ 120 + 24 = 282 m?

Areal =

La Tabla 10 muestra los objetos y significados que se introducen por la presencia del software y el

ordenador en el desarrollo de la actividad.

Tabla 10 GROS — Nuevos Procedimientos — Guia 3

Tipos de Objetos Significados (relacion de referencia o de uso)

REPRESENTACIONES (Términos y expresiones matematicas; simbolos, representaciones

graficas, ...)

o . Establecer una correlacion matematica entre dos o
Definir funciones ) .
mas variables

CONCEPTOS (Entidades matematicas para las cuales se puede formular una definicion)

Variable Es una etiqueta que se usa para asignar valores

diferentes a una letra.

Intervalo Conjunto numerico comprendido entre dos valores

75




Luis Fernando Suarez Restrepo

UNIVERSIDAD
DE ANTIOQUIA

Facultad de Educacién

Comando

Instruccion que permite, al programa, realizar una

accion predeterminada.

Linea de comandos

Lugar donde se escriben los comandos para que el

software desarrolle las acciones solicitadas.

Barra de menu

Lugar que permite acceso grafico a los comandos

mas utilizados.

Parametro

Datos que reciben los comandos, y que deben ser
provistos por el usuario.

Cada comando recibe parametros diferentes.

Representacion

Signo o una configuracion de signos, caracteres u
objetos que pueden ponerse en lugar de algo distinto

de él mismo

PROCEDIMIENTOS (Técnicas, operaciones, algoritmos)

Si Condicional que permite limitar la definicién de una
funcion
Graficar Obtener representacion cartesiana de la funcion

polinémica.

Para esta Guia se toma como base de analisis la estudiante E3, al ser una actividad para desarrollar

de forma individual, estd permitida la interaccion entre los estudiantes para compartir tanto

experiencias como métodos de solucion.

La Guia contiene una sola pregunta que pide encontrar el area de una region de acuerdo con

pardmetros establecidos. En la primera parte se espera que los estudiantes la desarrollen de forma

manual y posteriormente exploren los resultados obtenidos con la aplicacion para obtener una

grafica como la mostrada en la solucion propuesta.

Esta actividad fue resuelta por 19 estudiantes, sobre las cuales se informa.
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La Tabla 11 muestra las caracteristicas del programa Maxima y los objetos matematicos

puestos en juego para dar una solucion a la tarea y sobre los cuales el investigador hara énfasis en

su analisis de los resultaos obtenidos.

Tabla 11 Caracteristicas y objetos matematicos examinados en la Guia 3

Caracteristicas a observar

Linea de comandos

Barra de menu

Ingreso de informacion

Comandos utilizados

wxMaxima

Representacion grafica

Construccion de gréfica

XX X|X|X|X|® =

Zoom

Definicion de variables

Representacion algebraica

Grado

Polinomio

Intervalos

Representacion grafica

XIX|X|X| [X

El desarrollo inicial de esta Guia se dio en un proceso manual, siguiendo los recorridos planteados

en el enunciado, los estudiantes determinaron los puntos iniciales y finales de cada tramo y con

ellos calcularon las ecuaciones de las rectas que pasaban por estos puntos, los calculos se realizaron

de acuerdo con los recorridos mostrados en la Tabla 12.

Tabla 12 Recorridos propuestos en la Guia 3

Distancia horizontal Distancia vertical . . .
Direccion vertical
M M
3 6 0
6 6 0
5 15 0
9 27 !

El estudiante E3, calculo los puntos del primer recorrido y la ecuacion de la recta como lo muestra

la Figura 23.
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¥ (0,0}7(3,6} » (360 y LAy
Y’Y‘l 2 K-n-'
V-0 = X-Xa YooY X%
\/z‘)/‘l Yi"x'l Y-6 < %-3
-6 Q-3
J'O ¥ -0 Y-6 < x-3(\-6)
6 -0 3 -0 q-3
Y-6 «x-3|(¢
T =X =3
b 3 7-6 = x-3 [&)
Y o+ ol
T 7"6 + X -3
Y= X-3%6
l & (28 Y = Xt3 |

Figura 23 Ecuaciones de la recta recorridos 1y 2

El estudiante utiliza su conocimiento sobre la funcién lineal para determinar las ecuaciones de las

rectas que pasan por cada par de puntos, definiendo el perimetro del area deseada como se muestra

en la Figura 23 y en la Figura 24.

*(9.z) y (ww7) x (W, a)y(30)
Y- - X -X1. b k '_Y Y;—-X -Xv |
. WYE_”':Y" '*'“”Xl ‘X-', I S \/z_ Yl -X«'
D A0 /EI L i) ‘/-z‘# ='x-w
2F-1T. N4 <9 033 23 -\4
D A YARER. L MRS (5 < S T 1
A 1 s . .9 i |
“ Y- s 3(x+a) V=0 Xew — 7
| . -5 ! | .
D AN ¥ AT < S ws " IR A i A
v, L T Y33 -,-,5,Cx,,-\,4b‘
33X -3t S U T Y U A . S 1
{,.y,,__r,,, —= | Y s 3% +4uz'+
AGE.Y R AN
= s o O [Y =3KE 6c1 i

Figura 24 Ecuaciones de la recta recorridos 3 y 4
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Las respuestas obtenidas como ecuaciones lineales, son iguales a las mostradas en la solucion
esperada mostrada en la Tabla 9. A continuacion el estudiante desarrolla los trazos de los segmentos

de forma manual y se observa, en la Figura 25, la forma que tiene el perimetro recorrido.

Figura 25 Recorrido realizado por el granjero

Al utilizar la aplicacién wxMaxima para representar el trabajo que desarrollo de forma manual,

podemos observar varios aspectos que son relevantes:

La Figura 26 muestra que E3 generalizo el proceso de definicion de funciones mediante el software,
al definir 4-cuatro funciones utilizando letras diferentes (f,g,h,i) como representacion de cada uno

de los tramos recorridos.

N

(%11 h(x)=2*x;

($01) h(x) =2 x

(%12 J(x)=x+3;

(%02) g(x) =x+3

(%13 f(x)=3*x-15;
(x) =3 x-15

($14) p(x)=-3*x+69;
\\\(%;é> p(x) =69-3 x

¥
0
(
al]

Figura 26 Definicion de funciones G3
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muestran el mismo error, lo que indica que el estudiante presiono ‘enter’ varias veces con el
proposito de obtener la grafica sin modificar los parametros de la funcion plot2d.

($i1) h(x)=2*x;
(%01) h(x)=2x

($12) g(x)=x+3;
(%02) g(x) =x+3

(313) f£(x)=3*x-15;
(%03) £ (x) =3 x-15

($14) p(x)=-3*x+69;
(%04) p(x)=69-3 x
7 ($i5) plot2d([h(x),g(x),£(x),p(x)]1, [x,-5,51)§
plot2d: expression evaluates to non-numeric value everywhere in plotting range.
plot2d: expression evaluates to non—-numeric value everywhere in plotting range.
~lot2d: expression evaluates to non-numeric value everywhere in plotting range.
‘t2d: expression evaluates to non—numeric value everywhere in plotting range.
°d: nothing to plot.

Figura 27 Error comando Plot2d G3

Posteriormente identifica el error que se presenta en el intervalo de la gréafica. La Figura 27, en la
etiqueta %i5, muestra que el intervalo se encuentra entre x=-5 y x=5, en este intervalo parte de las
funciones quedan fuera del rectangulo de visualizacion y la aplicacién lo reporta como error. En la
Figura 28 se observa que el intervalo es cambiado por x=0 hasta x=23 tomando el minimo y

méaximo valor de x obtenidos en los puntos del recorrido descrito.

Expresion(es): | fix),gi=x), hix),1(x) ‘ | Especial

Variable: |K ‘ De: |C| | Hasta: |23| | [ escala logaritmica

Variable: |}E ‘ De: |Cl | Hasta: |Cl | [ escala logaritmica

Graduaciones %

Formato: | predeterminado v|

Opcicnes: |

Archivo | ﬁ'

Aceptar | | Cancelar

Figura 28 Ventana Grafica — Pardmetros para trazado de curvas

80



TIC: Un instrumento en el aprendizaje de las matematicas operativas de primer semestre en la Universidad de

e 3 Antioquia, Seccional Suroeste.
UNIVERSIDAD
DE ANTIOQUIA

Facultad de Educacién

La gréfica obtenida como resultado de este comando se muestra en la Figura 29. En este punto el
estudiante se limitd a trazar representaciones graficas de cada una de las funciones lineales,
olvidando que debia dibujar los segmentos de recta entre cada par de puntos, como lo muestra la

solucidn esperada en la Tabla 9.

{2 Gnuplot (window id : 0) = B
B erxeaaald ?
70 =

60

50

40

30

20

10

0

-10 -

-20 L L L L

-6.11637, -34.2708

Figura 29 Trazado de varias funciones

La culminacion del ejercicio se realizo a partir del dibujo obtenido manualmente y que muestra en
la Figura 24, de donde se extrajeron los poligonos regulares mostrados en la Figura 30 para calcular

sus respectivas areas.

| : 3
77 10 s 11 = | 13¢ bob - 0.5 < 3
T A ; =

Avea —Y'\:%' :

IS+ 20+ 18 +75 + wer2e ¢ 28L)
Figura 30 Poligonos regulares obtenidos de los recorridos

El célculo del area coincide con el de la solucion esperada, sin embargo en este caso la aplicacion

no aporto informacion para la solucion, debido a la restriccion de no utilizar el comando adecuado
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un progreso en la representacion algebraica y la representacion grafica de n funciones en una sola

ventana de graficacion.

4.4, Guia4

La actividad planteada en la Guia 5 tiene como proposito identificar los intervalos donde una

funcion polindmica es positiva 0 negativa, a partir de su representacion grafica, ademas de

identificar las tendencias en su forma cuando el coeficiente de la variable con mayor grado,

modificado.

€s

En la Tabla 14 se muestra la GROS de objetos matematicos que forman parte de esta actividad, y

la Tabla 15 se muestra la GROS de objetos computacionales el estudiante podria utilizar durante

la solucion de las cuestiones planteadas en la Guia.

Tabla 13 GROS - Conceptos Matematicos Guia 4

Tipos de Objetos

Significados (relacion de referencia o de uso)

graficas, ...)

REPRESENTACIONES (Términos y expresiones matematicas; simbolos, representaciones

Determinar intervalos

Indicar el signo ( + 0 -) de una funcién
polindbmica, que indica cuando su
representacion grafica se ubica por encima (+)

0 por debajo (-) del eje x.

CONCEPTOS (Entidades matematicas para las cuales se puede formular una definicion)

Polinomio

Expresion algebraica que consta de sumas de

productos de variables y escalares.

Cero de un polinomio o raiz de un

polinomio.

Valor que anula al polinomio

Grado de un polinomio

Es el maximo exponente de la variable
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Es el nimero que se le ha de restar al
Residuo dividendo para que sea igual a un determinado
numero de veces el divisor
) Valor que se obtiene cuando el polinomio de
Residuo < 1, )
divide entre una expresion del tipo (x-a)
o Ndmero de veces que un mismo factor-
Multiplicidad ) \ \ )
monomio o polinomio-se repite.
Factor Monomio o polinomio que multiplica.

7 o Namero de veces que la grafica pasa por un
Multiplicidad geométrica . \
mismo punto sobre el eje Xx.

B J Numero de veces que un factor de la forma
Multiplicidad algebraica )
(x-a) se repite.

_ Es una etiqueta que se usa para asignar valores
Variable )
diferentes a una letra.

Espacio numérico comprendido entre dos
Intervalo
valores.

PROCEDIMIENTOS (Técnicas, operaciones, algoritmos)

Conocido un cero del polinomio conozco un

Teorema del Factor ' X
factor, si el cero es “a” el factor sera (x-a).

_ Si el residuo de dividir el polinomio entre (x-a)
Teorema del residuo

(192l

es cero, entonces “a” es raiz del polinomio.

. Conocidos los ceros de un polinomio puede
Teorema fundamental del algebra ) A .
determinar el minimo grado que éste tiene.

PROPIEDADES (Enunciados para las cuales se requiere una justificacion o prueba)

Si (x-a) es un factor si y solo si “a” es un cero
Teorema del Factor ] )
del polinomio.

Teorema del Residuo Si (x-a) es un factor de P(x) entonces P(a)=0

) Un polinomio con coeficientes reales de grado
Teorema fundamental del algebra

“n” tiene exactamente “n” ceros complejos.

ARGUMENTOS (Justificaciones, demostraciones, o pruebas de las proposiciones usadas)
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Ejemplo de solucion esperada por parte del profesor.

Ejercicio:

Dada la siguiente funcién polinGmica, trace su grafica determinando los intervalos

negativos y positivos que se presentan en ella (donde esta por debajo y donde por

encima del eje x).
f(x) = x3+3x%+2x

1. Analice la gréfica

a) Encuentre las raices de la funcion polinébmica y determine la cardinalidad de

cada una de ellas.

(%14) solve(f(x));
(%$04) [x=-2,x=-1,x=0]

Tiene 3 raices: x = -2, x = -1, x = 0 y cada una de ellas es de multiplicidad 1.

b) Establezca los intervalos positivos y negativos de funcién. Construya una tabla
donde especifique por cada intervalo el punto de prueba (donde se evalla la

funcidn), el valor de la funcién al ser evaluada y el resultado para obtener el

signo del intervalo.

Intervalo Valor de | funcion evaluada Signo de la funcién en

prueba el intervalo

(—o0,—2) 3 (2i5) £(-3):

{(%05) -6
(=2, -1) 15 (316) f(-1.5);: +
’ ' ($06) 0.375
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(=1,0) 05 (3i8) £(-0.5);
’ ’ ($08) —-0.375

0, 0) " (%i2) F£(1) .
’ (3c0%) &

c) Calcule el intercepto con el eje ‘y’

El intercepto con el eje ‘y’ se encuentra haciendo x = 0, por tanto

evaluamos la funcién en 0

(¥110) £(0);
(%010) 0

d) Trace la gréfica

2]

Llegeaaly?

-1.14557, 0.00593103

2. Cambie repetidamente el coeficiente de x3
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a. Trace la gréfica f(x) = x3 y realice una comparacién con cada gréfica al

realizar el cambio del coeficiente en el numeral anterior. Repita

sistematicamente el cambio de coeficiente probando niumeros positivos,

numeros negativos Yy nameros entre cero y Uuno; y entre menos unoy cero.

b. ¢Qué se puede concluir si este coeficiente es muy grande?

L

Gnuplot (window id : 0) =

(=]

Llegpeaaaly?

10000

8000 -

6000 -

4000

2000

o

T T
xPIHIFANZHD

10% 0 3+3% %2427 x
1002 3+3%0 " 2+2 %

-2000 | pd

-4000 S

2.30434, -1515.15

Al aumentar el coeficiente, la gréafica de la funcion se asemeja a la de x°

c. ¢Qué se puede concluir si este coeficiente es muy pequefio?

=

Gnuplot (window id : 0)

- O

LHlegpeaaly?

30

20

10

-10

-20

-30

-40

T T T 7 T
: X 3+3%x 2+2">5;

4.27802, -11.8476
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Si el coeficiente disminuye la gréafica tiende a —x®

d. ¢Qué se puede decir si el coeficiente esta entre ceroy 1?

[ Gnuplot (window id : 0) = =
Hrerge@aaald?

T T T
3k k~3+3%%" 242X

{ X3
0.97x"3+3Fx"24+2%x% -
0.8F %" 343" 2+2%x
D.Sﬁ‘x“3+3 FRNZHZER
0.Z%x"3+3" 0 2+2%%
a .Il*x“3+3 FxN2A2FR

i

25 F

2+

15
s
0.5+
07‘ p

0.5

-1+ |
|

4.29236, -0.345441

Entre mas se acerca a cero, tiende a una parabola ya que el coeficiente de x
a la 3 va disminuyendo y en cero ya se convertiria en una ecuacion de grado

2 lo que representa una parabola.

e. ¢Qué se puede decir si el coeficiente esta entre -1 y cero?
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]

Gnuplot (window id : 0) = =

Llegeaaaldy?

2.02532, 0.0134903

Entre mas se acerca a cero tiende a una parabola ya que el coeficiente de
x a la 3 va disminuyendo y en cero ya se convertiria en una ecuacion de

grado 2 lo que representa una parabola.

Tabla 14 GROS — Nuevos Procedimientos — Guia 3

Tipos de Objetos

Significados (relacion de referencia o de uso)

gréficas, ...)

REPRESENTACIONES (Términos y expresiones matematicas; simbolos, representaciones

Determinar intervalos

Indicar el signo ( + o -) de una funcién polinémica,
que indica cuando su representacion grafica se ubica

por encima (+) o por debajo (-) del eje x.

CONCEPTOS (Entidades matematicas para las cuales se puede formular una definicion)

Variable Es una etiqueta que se usa para asignar valores
diferentes a una letra.
Intervalo Espacio numérico comprendido entre dos valores
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Corte con el eje x

Refiere a un punto de coordenadas (x,0) que

pertenezca a la gréafica del polinomio.

Comando Instruccion que permite al software, realizar una
accion predeterminada.
Zoom Comando que permite cambiar la escala alrededor de

un punto de eleccion.

Linea de comandos

Lugar donde se escribe los comandos para que el

software desarrolle las acciones solicitadas.

Barra de menu

Lugar que permite acceso gréafico a los comandos

mas utilizados.

Parametro

Datos que reciben los comandos, y que deben ser
provistos por el usuario.

Cada comando recibe parametros diferentes.

Representacion

Signo o una configuracion de signos, caracteres u
objetos que pueden ponerse en lugar de algo distinto

de él mismo

PROCEDIMIENTOS (Técnicas, operaciones, algoritmos)

Factor
Factoriza una expresion algebraica

Graficar Obtener representacion cartesiana de la funcion
polindbmica.

Zoom Cambia la escala de la gréafica para apreciar la
presencia de mas raices en la ventana de graficacion.

Solve Resuelve la ecuacion propuesta

La Tabla 16 indica los comandos y caracteristicas que seran examinados en cada numeral, con el

proposito de facilitar su observacion y analisis.

Tabla 15 Caracteristicas y objetos matematicos examinados en la guia 3

89



Luis Fernando Suarez Restrepo

i o ik
UNIVERSIDAD
DE ANTIOQUIA

Facultad de Educaciéon T 1

Caracteristicas a observar s B cld A DTE
Linea de comandos X|X|X|X|X]|X
Barra de menu X | X
Ingreso de informacion XX | X[ X|X]|X

wxMaxima Comandos u_tilizadlo_s X|X|X[|X|X]|X
Representacion grafica X[ X[ X|X]|X|X
Construccion de grafica X[ X[ X|X]|X|X
Zoom X[ X[ X[ X|X
Definicién de variables X|X|X[|X|X]|X
Identificacion X X X| X[ X|X]|X
Grado X X

Funcion Raices / _ X | X X[ X|X]|X

irry . Representacion algebraica | X | X X

Polindmica >, T
Representacion grafica X | X
Factorizacion X | X X
Division

La Guia se encuentra dividida en dos partes y cada una de ellas contiene literales que los estudiantes

deben resolver.

Para el primer literal se plantea una funcién polinébmica de grado tres en la variable x y se plantean

4 preguntas con fin de analizar la representacion grafica de esta funcion.

fx) =x3+3x% + 2x

A continuacién analizaremos las respuestas dadas por los estudiantes a las cuestiones planteadas

en esta tarea.

La estudiante E4 antes de iniciar la solucion del literal a) de la G5-1, construye una representacion
gréfica de la funcién polindmica utilizando el comando plot2d que le permite obtener una grafica
en una ventana independiente y la cual es manipulable con los comandos zoom, color, malla entre

otros.
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comando que se percibe la diferencia entre el comando wplot2d que no permite manipulacion
gréfica y el comando plot2d anticipando que debe realizar acciones posteriores para analizar la

gréfica.

La Figura 31 muestra la representacion grafica, obtenida por la estudiante, durante su

procedimiento.

Figura 31 Representacion grafica funcion G4

El literal a) pide encontrar las raices de la funcion polinémica y determinar la multiplicidad de cada
una de ella.

La estudiante E4 utiliza el zoom para acercar la grafica y observar mejor los interceptos con el eje
X, lo cual se evidencia en la Figura 32, lo cual se puede interpretar como un desarrollo en el uso de
las opciones que ofrece el software wxMaxima para el andlisis de las representaciones graficas de

funciones y que utiliza con seguridad para dar su respuesta ‘con zoom hace cero en -2, -1 y en cero
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Figura 32 Representacion grafica funcion G4 - Zoom

El literal b) solicita la construccién de una tabla donde se especifiquen los intervalos donde la

funcidn es positiva y negativa.

La E4 construye inicialmente la Tabla 17 y las respalda con las Figura 33, Figura 34 y Figura 35.
El estudiante especifica intervalos que visualmente no se pueden determinar, lo que demuestra que
ha utilizado la opcion del puntero del mouse que permite determinar las coordenadas del punto que
se estd sefialando en el momento, esta opcion no fue explicada por el profesor, lo que ofrece

evidencia de una exploracién de opciones adicionales por parte de la estudiante.

Tabla 16 Intervalos de crecimiento y decrecimiento E4 — Primera version

INTERVALO POSITIVO | NEGATIVO
-4.84 hasta 0.384 ﬁ

0.384 hasta -0.384 @
-0.384 hasta 4.59 ﬁ
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Figura 33 Primer Intervalo G4 Figura 34 Segundo Intervalo G4

Figura 35 Tercer Intervalo G4
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realizando un procedimiento no solicitado, como lo establece en su respuesta: ‘CORRECCION:

Lo que hice anteriormente fue: donde es creciente y decreciente, pero ahora sé, donde es negativa

(debajo de x) y positiva (encima de x)’.

La confusion se dio porque la representacion de los intervalos de crecimiento y decrecimiento

utilizan los signos + y — como representacion para cada uno, pero ahora parte de la posicion de la

gréfica ‘negativa (debajo de x) y positiva (encima de x)’ para solucionar la cuestion planteada.

Con este nuevo andlisis construye la Tabla 18 y ofrece evidencia con la Figura 36.

Tabla 17 Correccion intervalos positivos y negativos funcion G4

Intervalos Positivo o Negativo
-0 hasta -2 Negativo »®
-2 hasta -1 Positiva

-1 hasta 0 Negativa x
0 hasta o Positiva

Figura 36 Representacion grafica Uso de grid
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para el analisis de la representacion gréfica de una funcion; es uso de la malla. Esta opcion que no

se esperaba fuera utilizada en actividades anteriores y no se dio el caso, fue utilizada para

determinar los valores de x en que la grafica tomaba sus valores positivos y negativos.

Asi se configura la exploracion y el descubrimiento de las caracteristicas y propiedades de

artefacto, dandole valor y configurandose en un instrumento (Rabardel, 1995)

El literal c) solicita el célculo de los interceptos con el eje x, para lo cual E4 utiliza el comando
‘factor’ obteniendo una expresion factorizada de la funcién polindmica y sobre la cual basa su
respuesta Al factorizar nos dio que: x=0, (x+1)=0 entonces seria en -1, (x+2)=0 entonces seria
en -2’ de esta forma se relaciona el uso del software con el conocimiento matematico al determinar

que, de cada factor igualado a cero, se obtiene un intercepto con el eje x.

El punto 2 pide analizar la tendencia de la misma funcién al cambiar de diferentes formas el
coeficiente de la variable ‘x’ que determina el grado de la funcion polinémica. En el literal a) se
pide graficar de nuevo la funcion utilizada en el punto 1- realizar el grafico de x® -, ademas de
realizarle cambios al coeficiente de la funcién del punto 1 y graficar todos estos cambios en la
misma ventana, el resultado se muestra en la Figura 37 donde se aprecian los cambios en la

expresion algebraica, y la Figura 38 donde se muestra la representacion grafica de estos cambios.
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% 5w A3) 43w RN242%x

% S EIx"F2 %

- a(x):= " (X"3)+3*x"2+2%x

% a(x) :=1 x"+3 x“+2 x

% b(x):=1 ¥ (x"3) +3*x°2+2%*x
%034) b (x) :=1000 x°+3 x“+2 x
%135 c(x) :=2000* (x~3)+3*x"2+2¥*x;
% c(x) :=2000 x°+3 x“+2 x

% d(x) :=-100* (x*3) +3*x"2+2%x;
%036) d (x) :=(-100) x°+3 x“+2 x
£137) e(x) :=-1000* (x"3)+3*x"2+2*x;
2037) e (x) :=(-1000) x°+3 x“+2 x

Figura 37 Cambios en la funcion polindmica — Coeficiente muy grande

300000 : : : . :
L 100FxN3H3FXA242F X ——
C1000%x"343FXA242F X ——
i © 2000%XA343%XA242%X i
200000 : S100*XA3H3* XN 242K X —~
C-1000%xA343*XN242% X —F—
100000 | § o
0 - er———— -
-100000 | : S
-200000 |- .
-300000 : ' ' ' '
-4 2 0 2 4

Figura 38 Representacion grafica — Coeficiente muy grande

Podemos observar como se utilizan diferentes letras del alfabeto seguidos de paréntesis indicando
entre ellos la variable “x’ para definir diferentes funciones. Se vincula nuevamente el conocimiento

matematico al relacionar la simbologia para representar funciones (Caraca, 1951) y los comandos
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utilizados en el software para definir una funcion. Es de resaltar que en los ejemplos
explicativos se utilizaron dos funciones (f(x) y g(x)), por lo que el proceso de generalizacion
observado en la Figura 36 para representar mas funciones fue obtenido por los estudiantes quienes

en totalidad utilizaron esta nomenclatura para representar multiples funciones con el software.

Igualmente ocurre con la representacion gréafica, pues solo se explic6 como graficar 2 funciones,
asi que las acciones para dibujar mas funciones en una sola ventana grafica es una extension del

procedimientos ilustrado por el docente.

El literal b) solicita concluir acerca de los efectos que tiene cambiar el coeficiente de x* con
coeficientes positivos muy altos, ante lo cual E9 responde ‘Cuando el coeficiente es muy grande

la gréfica tiene a ser cero y a parecerse a la grafica de x**3’.

El literal c) solicita la conclusion si el coeficiente es modificado con un valor negativo muy bajo
ante lo cual E9 responde ‘Cuando la gréafica se hace méas pequefia es decir, negativa se parece a

—X**3.

Finalmente el literal d) solicita la conclusion del cambio que ocurre a la gréfica si el cambio del
coeficiente se da por valores entre 0 y1 y entre 0 y -1, obteniendo como respuesta: > ‘Entre 0y 1
se me va volviendo curva y cuando me acercé a cero se volvid pardbola, puesto que 0 me
multiplicaba a x**36 entonces me daba 0 y lo que me quedaba era el resto de funcion que era x**2,
es decir, una pardbola’ ‘. Como respaldo a esta respuesta se ofrece la Figura 39 donde aprecia el

cambio de la funcion polindmica.

16 La representacidn con doble asterisco (**) se utiliza para expresar la potencia de un nimero
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Figura 39 Representacion grafica — Coeficiente entre cero y uno

Para finalizar esta Guia se aprecia que el grupo de estudiantes mostré mas autonomia en manejo
del software y usé opciones que no habian utilizado en actividades anteriores, se configura asi un

proceso de instrumentalizacion.

45. Guiab

Los objetivos de esta tarea son dos, el primero se relaciona con el uso del programa y del
computador -utilizaran Geogebra sin instrucciones previas-; y el segundo es graficar la funcion
coseno y compararla con la funcion seno. Se pregunta ‘en un misma ventana grafica...realice una

comparacion entre las dos gréficas y obtenga conclusiones’.
Si bien la pregunta parece amplia, la intencién es dar libertad al estudiante para que determine los

aspectos a comparar -matematicos o computacionales- y que escriba sus conclusiones —

matematicas 0 computacionales-.
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20 muestra nuevos objetos matematicos y computacionales que surgen por la presencia del

ordenador Yy el software Geogebra en la actividad.

Tabla 18 GROS - Conceptos Matematicos Guia 5

Tipos de Objetos Significados (relacion de referencia o de uso)

REPRESENTACIONES (Términos y expresiones matematicas; simbolos, representaciones

gréficas, ...)

_ X / Representar en el plano cartesiano, la relacion
Construir la grafica de funcion : 4
) - que existe entre los catetos y la hipotenusa de
trigonometrica ¢ \
un triangulo rectangulo

CONCEPTOS (Entidades matematicas para las cuales se puede formular una definicion)

Expresidn algebraica que consta de un nombre
C | il y un valor denominado angulo, para

Funcion Trigonométrica 5
representar la relacion entre los lados de un

triangulo rectangulo y su angulo

Cero de un funcion trigonométrica Valor que anula al polinomio

Valor o intervalo que representa el rango de la
Periodo funcién, a partir del cual se repiten los valores

tomados por esta.

Valor que representa la apertura entre dos
Angulo :
semirrectas

Espacio numérico comprendido entre dos
Intervalo
valores

) ) Figura plana cerrada de 3 lados, que posee un
Triangulo rectangulo )
angulo de 90 grados

Lados del triangulo rectangulo que forman 90
Catetos ]
grados entre si

Lado del triangulo rectangulo ubicado entre el
Cateto adyacente ) ) _
angulo recto y el angulo de referencia
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Lado del triangulo rectangulo ubicado en la
Cateto opuesto parte posterior del triangulo, con respecto al

angulo de referencia

Lado del tridngulo rectangulo que une los

Hipotenusa
catetos opuestos y adyacente

PROCEDIMIENTOS (Técnicas, operaciones, algoritmos)

PROPIEDADES (Enunciados para las cuales se requiere una justificacion o prueba)

Los valores de la funcién seno(x) estan

Valor de la funcién seno _ _
comprendidos en el intervalo [-1,1]

Los valores de la funcion coseno(x) estan

Valor de la funcion coseno(x) _ )
comprendidos en el intervalo [-1,1]

_ _ 1. Relacion algebraica que permite comparar dos
Identidad trigonométrica

Expresiones trigonométricas

Tabla 19 GROS - Conceptos Matematicos Guia 4

Tipos de Objetos Significados (relacion de referencia o de uso)

REPRESENTACIONES (Términos y expresiones matematicas; simbolos, representaciones
gréficas, ...)

] ) ] Representar en el plano cartesiano, la relacion que
Construir la gréafica de funcién ) )
) o existe entre los catetos y la hipotenusa de un
trigonomeétrica B )
triangulo rectangulo

CONCEPTOS (Entidades matematicas para las cuales se puede formular una definicion)
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Funcion Trigonometrica

Expresion algebraica que consta de un nombre y un
valor denominado &ngulo, para representar la
relacion entre los lados de un triangulo rectangulo y

su angulo

Cero de un funcidn trigonométrica

Valor que anula al polinomio

Valor o intervalo que representa el rango de la

Periodo funcion, a partir del cual se repiten los valores
tomados por esta.
Valor que representa la apertura entre do s
Angulo .
semirrectas
Intervalo Espacio numérico comprendido entre dos valores

Triangulo rectangulo

Figura plana cerrada de 3 lados, que posee un angulo

de 90 grados

Catetos

Lados del triangulo rectdngulo que forman 90 grados

entre si

Cateto adyacente

Lado del tridngulo rectangulo ubicado entre el

angulo recto y el angulo de referencia

Cateto opuesto

Lado del triangulo rectangulo ubicado en la parte
posterior del tridngulo, con respecto al angulo de

referencia

Hipotenusa

Lado del triangulo rectangulo que une los catetos

opuestos y adyacente

Circunferencia

Linea curva cerrada cuyos puntos equidistan de otro

situado en el mismo plano que se llama centro

Vértice

Punto en el que coinciden los dos lados de un angulo
0 de un poligono
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Lugar geométrico

Un conjunto de puntos que satisfacen determinadas
propiedades geométricas

Deslizador Opcion grafica que sirve para presentar un intervalo
de valores variables

Punto Figura geométrica sin dimension que describe una
posicion en el espacio, determinada respecto de un
sistema de coordenadas.

Ciclo Repeticion de un fendmeno periddico

PROCEDIMIENTOS (Técnicas, operaciones, algoritmos)

Graficar Obtener representacion cartesiana de la funcién
polindmica.
Zoom Cambia la escala de la gréafica para apreciar la

presencia de mas raices en la ventana de graficacion.

PROPIEDADES (Enunciados para las cuales se requiere una justificacion o prueba)

Valor de la funcién seno

Los valores de la funcién seno(x) estan

comprendidos en el intervalo [-1,1]

Valor de la funcién coseno(x)

Los valores de la funcién coseno(x) estan

comprendidos en el intervalo [-1,1]

Identidad trigonométrica

Relacién algebraica que permite comparar dos

funciones trigonométricas

ARGUMENTOS (Justificaciones, demostraciones, o pruebas de las proposiciones usadas)

La Tabla 21 muestra las caracteristicas del software Geogebra y los objetos matematicos que tienen

intervencién en la G6

Tabla 20 Caracteristicas y objetos matematicos examinados en la Guia 5

Caracteristicas a observar

Geogebra

Linea de comandos

Barra de menu

X| X[ X

Ingreso de informacion
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Representacion grafica
Construccion de grafica
Zoom

Definicion de variables
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XX X[X| X

Representacion Algebraica
Funcion Representacion grafica
Trigonométrica | Ceros

Periodo

XX X[ X

La Figura 40 muestra la solucion de E6, que sobre la gréafica de la funcion seno intenta dibujar la
grafica de la funcion coseno. Primero decide cambiar el color para la grafica coseno

“...Cambiamos de color para diferenciar las funciones”.

8

Figura 40 Seleccion de color para trazado de la curva G5

A continuacidn afirma ‘Luego miramos que en la funcién seno siempre las coordenadas la Y era
igual y si el coseno es en el eje x, entonces es donde nos debe coincidir y buscamos la manera de
que nos dé y cambiamos los comandos y donde era (t,y(B’)) ponemos X o sea (t,x(B’))...". El lector
puede apreciar que la respuesta de la estudiante es dificil de entender. Sin embargo la explicacién
de la estudiante hace uso correcto tanto de los comandos de Geogebra como del “discurso
matematico” escolar, en tanto que su afirmacion “la funcion seno siempre las coordenadas la Y era
igual y el coseno es en el eje X...” refiere a que ““ la funcidn seno se asocia con el eje y, mientras
que el coseno se asocia al eje xX” por las definiciones de seno como “ lado opuesto, que es y” y la

funcion coseno como “lado adyacente, que es x”, discurso este que es usual en el aula de clase.
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La estudiante intenta usar los comandos o instrucciones dadas en la primera parte de la Guia, donde
se dibujo la funcion seno, para dibujar la funcion coseno y afirma: “... y cambiamos los comandos

y donde era (t,y(B")) ponemos X o sea...”.

Se aprecia que la estudiante usa simultdneamente sus conocimientos matematicos junto con los
comandos del software, en un intento por responder a la pregunta. La estudiante afirma “...pero

obtenemos esto:” haciendo referencia a la Figura 41.

Figura 41 Primera gréfica de la funcion Seno y Coseno

Se aprecia que su grafica para la funcion coseno no es correcta, pues esta desplazada hacia abajo.
La estudiante se percata de su error y afirma ...y coseno en 0 es 1, y debemos subir la funcion 1

entonces hacemos (t,x(B")+1)”. La grafica mostrada por Geogebra se aprecia en la Figura 42.

104



TIC: Un instrumento en el aprendizaje de las matematicas operativas de primer semestre en la Universidad de

e 3 Antioquia, Seccional Suroeste.
UNIVERSIDAD
DE ANTIOQUIA

Facultad de Educacién

Redefine | x |

Punto D

1Lx(B)+1 a

Propiedades oK Cancela Aplicar

Figura 42 Cambio de parametro de funcion en Geogebra

La ventana emergente que se aprecia, es evidencia del desplazamiento buscado de la gréafica. Se
aprecia como la estudiante utilizd sus conocimientos previos sobre la funcién coseno para
determinar que la grafica obtenida no era correcta, y que debia desplazarse para que pasara por el
punto (0,1). Ella solo verbaliza este punto notable, pero que finalmente sirve a su proposito. La
estudiante usa correctamente el conocimiento matemético sobre la funcion con los comandos de

Geogebra para dar respuesta a la pregunta.

La gréfica resultante después de haber usado el comando ‘enter’ se aprecia en la Figura 43

Figura 43 Gréfica conjunta funciones Seno y Coseno

Revisadas todas las conclusiones de los estudiantes, se encuentran las siguientes:
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La funcion coseno es la misma de seno pero desplazada en el eje x 90°

Para obtener la gréfica del seno y el coseno, podemos partir de un mismo circulo de radio 1

Es interesante notar que las conclusiones se dan en torno a las graficas de las funciones seno y
coseno unica y exclusivamente. Se reconocen caracteristicas matematicas de las mismas pero no
hay ninguna conclusion sobre el uso del software: su conveniencia, la facilidad o dificultad de los
comandos, la lentitud o rapidez del ordenador, la conveniencia de cambiar color, la conveniencia

de ventanas emergentes, etc.

Los estudiantes reconocen y privilegian el contenido matematico sobre la herramienta que estan
utilizando. Las matemaéticas concentran la atencion de los estudiantes. EI fenémeno de pseudo-
transparencia de Artigue(1997) no se reconoce en esta tarea. Los estudiantes parecen ganar

experticia en el uso del ordenador para dar cuenta de tareas matematicas.

4.6. Caso especial

Si bien la propuesta del uso de la TIC se concentré en el uso de Maxima y Geogebra, se informara
en este apartado de la experiencia de uso del programa Maxima en un teléfono inteligente, provisto

con el sistema Android.
La estudiante descarg0, espontaneamente, el programa en su teléfono y lo utiliz6 para dar respuesta

a las preguntas propuestas en la primera Guia. La Figura 44 muestra la apariencia de la aplicacion

Maxima en el sistema android.
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Maxima on Andreid 2.8 June 13th, 2015 (befare JB MR1)
written by Yasuaki Honda,

powered by Math]ax 2.1 for math rendering

powered by Gnuplot 4.6 for graph drawing

Use menu for about MoA/quit'man/redraw graph )
You can touch previous commands for reuse, like input history.
You can touch manual examples to executs them in Mazima.

Maxima 5.36.1 httpr/fmaxima.sourceforge.net

using Lisp ECL12.12.1

Distributed under the GMU Public License. See the file COPYING.
Dedicated to the memory of William Schelter,

The function bug_report() provides bug reporting information.
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Figura 44 Aplicacion Maxima en Android

La estudiante decidi6 espontaneamente utilizar su teléfono para desarrollar la actividad. La
estudiante utilizé los comandos “-solve-" y “-divide-”, pues el programa instalado en el teléfono

no permite dibujar.

La principal dificultad con el uso del teléfono celular es el engorroso proceso para escribir las
ecuaciones, en tanto que los simbolos para operar estan en “-tercer nivel-” con lo cual la escritura
de las expresiones es lenta. La apariencia grafica para ingresar los comandos se observa en la Figura
45,

Las cuestiones matematicas pudieron sin embargo ser resueltas con el teléfono celular. La
estudiante fue interrogada sobre la conveniencia del uso del programa instalado en el teléfono
celular, ante lo cual afirmd: ‘es muy ttil porque se puede tener en cualquier momento, pero es muy

dificil ingresar los comandos’.

Se le indag6 sobre la comodidad de uso entre el teléfono y el ordenador, ante lo cual respondio:

‘prefiero el ordenador, pues es mas facil digitar y escribir, ademas me permite hacer los dibujos’.

Se le pregunto si usaria el teléfono celular durante una prueba escrita, ante lo cual dijo:
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ayudarme a comprobar los resultados’.

Los dos programas no fueron utilizados en situacion de examen debido a dos razones: la primera
es la falta de tiempo en el curso, la segunda es la falta de equipos para aplicar la prueba
simultaneamente a todos los estudiantes. Sin embargo se planea en una version posterior de la

experiencia, favorecer el uso de los dos software durante los examenes parciales regulares.

Por tal motivo tan solo implantamos una guia con Geogebra, a pesar que se habia planeado
implantar tres.

MaximaOnAndroid MaximaOnAndroid

You can touch previous commands for reuse, like input histary, The function bug report() pravides bug reporting informatian.
You can touch manual examples to execute them in Maxima. (3611) plx) := 2FXATH5FXAGHIHRAS /D1 T*RALIA-DFXAT+IFKADD+5/2-114;

Maxima 3.36.1 httpi//maxima.sourceforge.net . P I e . 322 » -1
using Lisp ECL 12.12.1 plz):=22" +52"+ 7T . (—2) ="+ T Ta Tt
Distributed under the GMU Public License. See the file COPYING. 4
Dedicated to the memaory of William Schelter,
The function bug_report() provides bug reporting information (36i2) solve(p(xl);
(30i1) p(x) 1= 2¥RAT+5FRAG+IFRAS/2- 1T FuAd/d-2Feh3+ 3% pn 2/ 2+x/2-1)4; '
1
3@ (-Imet 322 = -1 |:7J=7.J=—1]
T 6 N ) 9y~ Lz -1 2
ple):=22"+5= 3 1 +{-2) = 3 5 1
) w6i3) (divide(p(x),1/2);
(%i2)|solvelpix)| (RBRRCe(p), 12}
1 BT+ 2ab +62% — 1Ta® 82+ 622+22 1 0
[r =g T= —l] 3 y
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Figura 45 Comandos solve y divide
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Esta investigacion indag6 sobre ¢Como integran las TIC, en el proceso de aprendizaje de las
Matematicas Operativas, los estudiantes de primer semestre de la Universidad de Antioguia
Seccional Suroeste? Esta integracion se estudié en condiciones naturales de aula de clase, sin
modificar ni el syllabus ni la asignacién temporal a cada tema de estudio. EI marco teorico de
referencia se construy6 a partir de la teoria de la génesis instrumental, especificamente de la
Instrumentacion, y de elementos del Enfoque Ontosemidtico de la Cognicidn y de la Instruccion
matematica. La poblacién estudiantil con la cual se trabajo fueron aquellos estudiantes
matriculados en el curso de Matematica Operativa. El enfoque investigativo corresponde a la

investigacion cualitativa.

Se prestd especial atencion a reconocer la ‘Instrumentacion’ que los estudiantes manifestaron para
responder a la pregunta de investigacion. Se encontrd, que si bien los estudiantes transitaron por
los diferentes pasos del proceso propuesto por Rabardel (1995) iniciando en el artefacto,
proponiendo esquemas de uso, descubriendo las potencialidades y las restricciones, para llegar a la
configuracion de un ‘Instrumento’, los estudiantes pusieron en acto el dispositivo social que se ha

denominado ‘Cooperacion’.

Aunque las actividades fueron propuestas para un desarrollo individual, no se restringié la
comunicacion entre compafieros en el aula de clase durante la discusion de las Guias. Esto dio
origen al componente que se denominé ‘Cooperacion’, originado en su mayoria por las dificultades
que se tenian para utilizar los comandos del software o por errores que no se comprendian en la
informacion mostrada por este. La actuaciones de los estudiantes para buscar una solucién se
orientaban a determinar entre sus compafieros, quien hubiese resuelto el problema, con el propdsito

de imitar los pasos seguidos o buscar entre estos pasos, el error en el procedimiento iniciado.
Como resultado de la investigacion, se ha reconfigurado los elementos que conforman la
construccion de un ‘instrumento’ a partir de un ‘artefacto’ en el contexto de la Génesis

Instrumental. Tal modificacion se muestra en la Figura 2.
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Los objetivos que se propusieron en el proyecto de investigacion se lograron, en tanto que ellos

rezan.

o Introducir las TIC a partir de actuaciones del docente en torno a instrumentalizacion,
instrumentacion y genesis instrumental especificas con base en los recursos de representacion

que ofrecen (Grafica, Algebraica, y Tabular).

o Analizar las maneras de expresion actuativa de la instrumentacion en el curso de matematicas
operativas, por parte de los estudiantes de primer semestre de la Universidad de Antioguia,

Seccional Suroeste.

Para el primer objetivo, el docente realizé una exploracion sobre los software propuestos (Maxima
y Geogebra), para descubrir las potencialidades que cada uno tiene para los contenidos del curso
de matematicas operativas. Maxima presenta un potencial para el trabajo algebraico (calculos,
raices de polinomios, factorizacion...). Con base en estas se propusieron actividades para utilizar
el software para algunos temas especificos del curso como la funcion polinémica. Sin embargo este
software también brinda la opcién de graficar teniendo poca interaccion con el usuario, pues los
comandos para el trabajo con gréaficas son pocos. Por ello las actividades propuestas requerian de

una relacién entre la representacion grafica y la representacion algebraica.

Por otra parte las ventajas de Geogebra radican en la representacion grafica, por ello se propuso
una actividad para trabajar la funciones trigonométricas, ya que permiten observar mas claramente
los proceso que da origen a estas funciones como relacion al cambio de los catetos de un tridngulo

rectdngulo circunscrito, en relacion con su angulo

La génesis instrumental se inicia externamente, por parte del profesor, con la exploracion de los
software (artefactos) y como se configura el proceso de instrumentalizacion al determinar la
potencialidades de cada software y establecer esquemas de uso (Guias) para que sean desarrolladas

por estudiantes.
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Faculiad ie Bducacion 2T €1 segundo objetivo se disefiaron instrumentos como la Tabla 4 donde se especifican, en
cada Guia, los aspectos del software y los conceptos matematicos, que se requieren para resolver
la tarea y que ayudan a concentrar la atencion del investigador, ademas de utilizar la Guias de
Reconocimiento de Objetos y Significados matematicos (GROS) para identificar los conceptos que
intervinieron en el desarrollo de cada Guia, asi como una identificacion de de los objetos
matematicos o computacionales que surgian por la presencia del ordenador y del software en el
desarrollo de cada actividad. Estos instrumentos permitieron analizar las actuaciones de los

estudiantes e identificar los avances y las limitaciones que presentaba cada software.

La instrumentacion se manifestd por los estudiantes, en tanto que estos, presentaron diferentes
conductas para desarrollar las Guias y para comprender los comandos del software, configurandose
en esquemas de accion instrumentada en la que exploraron los software para obtener nuevos
comandos y nuevas formas de desarrollar un mismo procedimiento o para comprobar alguna
respuesta previamente obtenida de forma manual. Ademas de identificar algunas limitaciones que
los software o el dispositivo electronico presentaban, como el caso descrito la seccién 4.2
correspondiente a la guia 2, cuando el estudiante E1 se enfrentd a la limitacion del software
wxMaxima al realizar zoom reiteradamente, o el caso especial descrito en la seccion 4.6 cuando la
estudiante utilizo un Smartphone para el desarrollo de la guia, identificando restriccion de tipo
fisico para ingreso de comandos. Finalmente en analisis de las actuaciones de los estudiantes si
identifico un nuevo aspecto en el proceso de la instrumentacién y que se ha denominado como

‘Cooperacion’

Inicialmente, las actividades disefiadas con el propdsito de dar respuesta a la pregunta de
investigacion, se plantearon para un desarrollo individual y para explorar cbmo cada estudiante,
con sus condiciones y conocimientos previos referia a cada una de las cuestiones establecidas; sin
embargo, el hecho de ser una actividad que implica para muchos motivacion, y para otros un reto,
en razén a su desconocimiento operativo de los artefactos dispuestos o por tener dificultades con
el manejo del ordenador, los estudiantes recurrieron a compartir u obtener informacién de sus

compafieros, con el proposito de solucionar sus problemas o imitar los casos de éxito.
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le permite al docente realizar modificaciones o incluir nuevas actividades que promuevan el normal
desarrollo de las guias y que facilite el surgimiento de los esquemas de uso por parte de los

estudiantes, sobre los artefactos dispuestos.

También se debe resaltar que la repeticién de acciones, conlleva a que los estudiantes exploren
nuevos métodos de solucion para una misma cuestion. Se entiende la ‘repeticion de acciones’ en
el sentido que se solicita al estudiante desarrollar una misma tarea en situaciones diferentes, y como
tal la repeticion pone en juego no solo la misma accion, sino la accion que se repite en un contexto

diferente y para responder a preguntas diferentes.

Para el caso de la basqueda de las raices de un polinomio; este requerimiento estuvo presente en
varias de las guias disefiadas y se puede apreciar que los estudiantes utilizaron diferentes métodos
para obtener una solucion: representar graficamente la funcién, buscar los interceptos con eje de
las x para determinar las raices de la funcién. Ademas los estudiantes utilizaron comandos como
“-factor-" para factorizar la funcién, lo cual favorece una rapida inspeccion de las raices o el uso

de la funcion “-solve-" que calcula las raices de la funcion deseada.

Estas actuaciones dan cuenta de la instrumentacion que los estudiantes logran de la herramienta en
referencia con las cuestiones matematicas, pues ademas de utilizar el artefacto para encontrar
soluciones, también lo usaron para validar sus respuestas, lo que muestra confianza en los
resultados computacionales que los estudiantes depositan en el software. Utilizan el software con
un propdsito ya reconocido en los nombres de los comandos ‘solve’,’factor’, ‘plot2d’, ‘divide’, en

ese sentido ‘repiten’ el uso de un recurso.

La génesis instrumental se inicia con un sujeto (docente) quien analizé el software y descubrid
potencialidades para estudiar los objetos matematicos y para el subsecuente disefio de tareas
matematicas que permitieran el uso artefactual, con arreglo a objetivos instruccionales
matematicos. El docente hizo corresponder cualidades de objetos matematicos, emergentes durante
la solucion de tareas, con potencialidades del recurso tecnologico disponible. La correspondencia

propuesta se enmarca tanto en restricciones curriculares como culturales, en tanto que las
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curso, ademas de inducir a los estudiantes una nueva forma de observar diferentes objetos
matematicos sin usar los procedimientos algoritmicos a los que se ha estado acostumbrado. Tal

correspondencia no agota todas las posibilidades de vinculacion.

En reaccion a la propuesta del docente los estudiantes ponen en acto los recursos del artefacto, las
actividades de instrumentalizacion propuestas por el docente y descubre opciones y comandos que
ni se habian propuesto por el docente ni se habian experimentado por el estudiante, dando pruebas
de un proceso de instrumentacion tanto sobre el artefacto como sobre el conocimiento matematico.
Aqui se percibe una imbricacion entre el artefacto y sus caracteristicas y los objetos matematicos,

gue ameritaria una ulterior indagacion.

Todas las actividades estuvieron guiadas por los conocimientos matematicos, que fueron puestos

en cuestién por las tareas y por la actividad matematica generada por ellas.

Estas actividades permitieron la vinculacion del conocimiento previo, con nuevo conocimiento, y
un uso critico del software por parte de los estudiantes. Este uso critico y con arreglo a fines, ofrece
evidencia que se da un proceso de Génesis instrumental como se describe el la Figura 2.

El uso de la Guia de reflexion de objetos y significados, tanto matematicos como computacionales,
fue importante en este trabajo dado que favorecid tanto la identificacion de objetos matematicos
como de recursos tecnoldgicos y de sus eventuales correspondencias, lo que ayudo al disefio de las
Guias propuestas a los estudiantes para el estudio de los dos temas- funcion polinémicay funciones

trigonométricas- que se estudiaron en el marco de esta investigacion.

Esta relacion entre objetos y recursos, su identificacion inicial ayudo a disefiar preguntas y a

reconocer posibles conflictos de significado emergentes durante las practicas.
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Con esta investigacion se ha abierto la posibilidad de estudiar otras cuestiones entorno a la genesis
instrumental en el aprendizaje de los estudiantes, y que pueden tener como base de comparacion

los resultados de esta investigacion, cuestiones como:

¢Como se da el proceso de génesis instrumental en un ambiente de desarrollo individual?. Es de
notar que las actividades planteadas en la investigacion eran de caracter individual, pero no se
restringio la comunicacion con los compafieros de estudio para obtener una respuesta, por ello es
importante conocer que acciones realizara un estudiante si él solo, debe enfrentarse a las

restricciones identificadas en el uso del software.

¢Cdémo se da el proceso de instrumentacion, si el docente no es el investigador?. Aunque el proceso
de génesis instrumental estuvo enfocado solo en el aprendizaje, el doble papel docente-investigador
pone al docente en diferentes situaciones donde debe atender dudas conceptuales sin influir en el
propdsito de la investigacion, esto puede generar la idea de sesgos en los resultados. Por ello es de

interes realizar una investigacion similar, donde el docente no sea a la vez el investigador.

¢Qué impacto tuvo el uso de las TIC en los estudiantes que participaron de la investigacion?. Si
bien es una pregunta que debe resolverse a largo plazo, es importante conocer como afecta en
cursos mas avanzados, el rendimiento de los estudiantes que participaron de la investigacion, asi

como conocer si continuaron usando los software y con qué propdsito lo hacen.

Cabe resaltar que como investigador me hubiera gustado realizar méas actividades con las funciones
trigonomeétricas, pero debido al calendario académico establecido para la Seccional Suroeste y el
tiempo destinado para el curso de Matematicas Operativas, no fue posible destinar mas tiempo para

este tema, ya que debia cubrirse todo el contenido establecido en el curriculo.
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dar a conocer los resultados que de estos trabajos resulten, al igual que continuar con el trabajo de

investigador, dirigiendo trabajos de estudiantes de pregrado o codirigiendo una tesis de maestria.

Finalmente es de resaltar que con motivo de la presente investigacion, se presentd una ponencia en
la modalidad de comunicacion corta en el Encuentro Colombiano de Matematica Educativa
(ECME) que tuvo lugar en la ciudad de Bogota en octubre de 2015, como resultado de ello el
resumen de la comunicacion sera publicada en las actas del ECME 16. Igualmente se trabaja en el
escrito de una comunicacion corta para enviar a Reunidon Latinoamericana de Matematica
Educativa (RELME) que en 2016 se realizara en la ciudad de Monterrey (México). Ademas de la
escritura de un articulo que lleva por nombre —Maxima y la funcion polindmica: Génesis

Instrumental en el proceso de aprendizaje— .
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