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Resumen

En este articulo se examina un modelo de inventario deterministico con tasa
de demanda lineal. Se supone que en cada instante T, el nivel de inventario
se hace cero e inmediatamente se repone con un pedido de tamafio S, para j =
1,..., (m - 1), el cual permite satisfacer la demanda hasta el siguiente instante
de reposicion T. El resultado principal es la determinacién de los tiempos
optimos de reposicion 7, que minimizan el costo total en el horizonte de
planificacion.

----- Palabras clave: Inventario deterministico, reposicion, tasa de
demanda lineal, horizonte de planificacion.

Abstract

In this paper we examine a deterministic inventory model with a linear
demand rate. We suppose that in each time T, , the inventory level is zero
and immediately, it is replaced its level with an asked of size S, for j=1, 2,
..., (m-1), allowing to satisfy the demand to the next reposition time. The
main result is to find the optimal reposition time 7; , that will minimize the
total cost in a planning horizon.

----- Keywords: Deterministic inventory, replacement, linear rate
demand, planning horizon.
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Introduccion

Por inventario se entiende un conjunto de recursos
utiles que se encuentran en algiin momento en es-
pera de ser utilizados. Un problema de inventario
existe cuando es necesario guardar bienes fisicos o
mercancias con el propdsito de satisfacer una de-
manda sobre un horizonte de tiempo llamado ho-
rizonte de planificacion. Si la demanda solo puede
ser predicha de manera probable, esta debe consi-
derarse como una variable aleatoria; por otra parte,
si es posible hacer un prondstico de la misma con
certidumbre, estamos enfrentados a un problema
con demanda deterministica que es la considerada
en éste trabajo. Bajo caracteristicas deterministica
de la demanda, ésta se podra satisfacer almace-
nando todas las unidades en el instante inicial del
horizonte de tiempo. Otra opcion es almacenando
separadamente a determinados intervalos de tiem-
po durante el horizonte. Los dos casos extremos
que se pueden considerar son sobrealmacenamien-
to respecto a una unidad de tiempo o subalmace-
namiento respecto al horizonte completo.

Un sobrealmacenamiento requerira un capi-
tal invertido superior, pero menos ocurrencias
frecuentes de escasez y de colocacion de pedi-
dos. Un subalmacenamiento disminuira el capi-
tal invertido por unidad de tiempo y aumentara
la frecuencia de los pedidos. Los dos extremos
son costosos y, por consiguiente, las decisiones
considerando la cantidad ordenada y el tiempo
en el cual se ordenan, pueden estar basadas en
minimizar una funcion de costos total apropiada,
la cual debe involucrar varios costos asociados
al problema. Entre los costos mas relevantes se
encuentran los costos resultantes de sobrealma-
cenamiento y subalmacenamiento. Para mejores
detalles acerca de definicion y caracteristicas de
los diferentes modelos clasicos de inventario ver,
por ejemplo, Taha [1], Hillier y Lieberman [2],
Davis y Keown [3] referencias basicas para un
primer acercamiento. En este articulo se presenta
una solucion a un problema poco examinado en
la literatura de los modelos de inventario, el que
se refiere a la determinacion de los instantes de
reposicion Optimos cuando se considera una tasa
de demanda lineal. En la referencia [4] se estu-
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dia el problema en forma parcial, obteniendo una
solucion aproximada para los tiempos de reposi-
cion, sin embargo en literatura especializada en el
tema como [5, 6, 7] no se examina este problema
con profundidad. La solucion del problema es la
obtencion de los tiempos optimos de reposicion,
estos tiempos seran determinados con una formu-
la recursiva que se construye a partir del proceso
de minimizacion de una funcion de costo total.
Aunque la aproximacion presentada en Naddor
[4] es buena, la solucion que se expone en este
trabajo es la que realmente minimiza la funcion
de costos y se demuestra al probar, con la ayuda
del teorema de los circulos de Gerschgorin, que
la matriz Hessiana evaluada en los tiempos ob-
tenidos es definida positiva, condicidn suficiente
para garantia de un minimo. Hariga y Goyal [8,
9] proponen soluciones de tipo heuristico para
los tiempos Optimos de reposicion y niamero op-
timo de pedidos, no desarrollando formalmente
para los primeros, condiciones suficientes de op-
timalidad. Se presenta entonces en este articulo
una metodologia alternativa para la busqueda de
los tiempos de reposicion y la prueba formalizada
de que son Optimos en el sentido de minimiza-
cion de una funcion de costo total.

El articulo esta organizado de la siguiente forma,
primero se presenta el analisis del modelo para
deducir la funcion de costo total y su proceso
de optimizacidn. Posteriormente se presenta un
ejemplo donde se resuelve paralelamente utili-
zando la aproximacion de Naddor [4] y la so-
lucion obtenida en el presente trabajo. Por ulti-
mo, se muestra un algoritmo de solucion no muy
complejo programado en Visual-Basic que per-
mite determinar simultaneamente el nimero de
reposiciones y los instantes de reposicion que
minimizan la funcion de costo total.

Supuestos y notacion

1. La tasa de demanda es conocida y es lineal
por unidad de tiempo.

2. No hay demanda insatisfecha.

3. Eltiempo de espera entre la orden de pedido
y la recepcion del mismo es cero.
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4. Los costos en consideracion son por mante-
nimiento por unidad de tiempo y por reposi-
cion.

Se hara uso de la siguiente notacion. Alguna nota-

cion adicional sera incluida cuando sea necesaria.

H Horizonte de planificacion.

m  Numero de reposiciones durante el horizonte
de planificacion.

S, Tamafio del j — ésimo pedido
j= 1,2,...,(m-1).

T, Instante de tiempo en el cual se lleva a cabo
el j—ésimo pedido, j = 1,2,..., m, donde

T =0.
T = H En este Gltimo instante no se hace pedi-
do.

¢, Costo de mantenimiento de inventario por
unidad y por unidad de tiempo.

¢, Costo de cada reposicion, el cual es indepen-
diente del volumen.

At Tasa de demanda con 4 > 0.

Analisis del Modelo

En la figura 1 se presenta el modelo general con
demanda creciente.

Figura 1 Modelo general con demanda creciente

Se considera un plan [T, S] para un modelo de
inventario deterministico con tasa de demanda A,
A>0.

El tamaio del pedido que se recibe en el instante
inicial T,y que permite satisfacer la demanda
para el j-ésimo periodo [T, T'] viene dado por:
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Tj
, Ver Fi 1).
S] _ ‘[ﬂtdt (Ver Figura 1)

T

Definicion 1. Carmona [10]. El nivel de inventa-
rio I(t) es una funcion del tiempo que representa
el numero de unidades almacenadas en determi-
nado instante t .

El nivel de inventario en el instante ¢ € (7., Tl
esta dado por

1,()=

S, - j Axdx = ]j. Axdx — j kxdxzirkxdx.
T, T, T, 1

Para un m dado, y teniendo en cuenta que 7, = 0
y T, =H, se tiene que ¢l inventario promedio por
unidad de tiempo durante el horizonte de plani-
ficacion [0, H ]es:

m=
%i j 1,(t)dt =— 2 j fx.xdx—

["Hz 2[7* T I]T_J.

Sabiendo que la funcion de costo total es igual a
la funcion del costo de mantener mas la funcion
del costo de ordenar. Se tiene que la funcion de
costos para el modelo de estudio es

Cim,T,)=
AH? [T (1)
cll 2 T] 1] T; |Fem
Los T, T, T,  queminimizan la funcion de cos-
to total (1) deben satisfacer el siguiente sistema
de ecuaciones:

aC _

o, Jj=12,3,...,m-1.

A
E[szqu + sz+1] 0



Resolviendo para 7; el sistema anterior, se obtiene

2 _%
“:[3‘2[%)] :

2

en general, se tienen las siguientes formulas re-
cursivas

1
donde 4, = ﬁ

y a; = (3 —2a,, )‘% : (2)

Por tanto, para un valor m fijo es posible calcular
a,a,a,..,a  vyposteriormente calcular

T, ,=a, H

m

, T =a T ,...T, =aT

m-2 m-2" m-I’ 1 172

La matriz Hessiana correspondiente a la funcién

de costo total (1) esta dada por

31]: _lTj—l Si i= ]
B= _/ITmax{i,j} Si ‘l_.]|:1
0 en otrocaso  (3)

Para garantizar que los tiempos de reposicion ob-
tenidos mediante recursividad minimizan la fun-
cion de costos (1), es suficiente demostrar que B
es definida positiva. Esto se formulo en el teore-
ma 1 y es el principal resultado del articulo.

Observe de (2) que T] =a,T,,,
T, <T,, en consecuencia

ademas

0<a<Iparaj=12,.., (m-1).
Propiedad 1
a;>a,, para j=12,.., (m-1)

Demostracion. Claramente (3 — 2x)? > x para
0<x<lI.
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En particular para x = a, , luego (3 — 2a, D>
a., de donde se deduce, a partir de una de las for-
mulas recursivas de la expresion (2), que a>a,.

Propiedad 2
r-r1,>T

-1 1

T ,para j=1,2,...,(m-1).

Demostracion. Es facil probar que
2 X
(3-2x)2

1 para0<x</].

(3-2x)2
En particular parax = a,, se tiene

2 a,

> 1+ ‘
G-2a.)  (-2a.)

Por consiguiente utilizando la férmula recursiva
(2) para a,, se verifica entonces que:

2a. > 1 +a_a.
J J1
Enefecto 24T, , > T,  +a aTl,,
De (2) se sabe que I'=aT,, entonces:
2> Ly tae, =1, + T,

luego,

T -T
j

J-1

>T. -T
VAR
Lema 1. Todo valor propio v de B satisface que:

sZ\bj\

J#i

|v—bu..

Ver: Teorema de los circulos de Gerschgorin
Strag [11].

Teorema 1. La matriz Hessiana B es definida po-
sitiva.

Demostracion. De la Matriz Hessiana (3) se tiene
queb,.j=0paraj= 1,2,....(i-2), (i+
2),..., (m-1).

b, =-AT,b,=3.T AT , b

i(i-1)

AT,

i+ i

Por tanto:
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2| =17,

J#

+|—AT,,| = AT, + AT,

i+1

De la propiedad (2) se garantiza que T, + T, <
3T - T ,, de donde
’1T1+1 + AT; < 3)“]: _i];-z =b

i’

luego
2o <o,
J#i

Suponga que V' es un valor propio de la matriz B,
entonces por el Lema 1 se verifica que

|v—bi < Z‘bi‘ <b.
J#i i

En efecto 0 <v <25, lo cual garantiza que todos
los valores propios de la matriz Hessiana B son
positivos, en consecuencia B es definida positiva.

Algoritmo

El algoritmo de soluciéon permite determinar el
numero Optimo de reposiciones y los instantes
de reposicion que minimizan la funcion de costos
correspondiente al modelo de estudio. El algorit-
mo de calculo de los valores m y 7; optimos se
puede resumir de la siguiente manera:

1. Hacerm=2.

2. Hallar T, y C(2:T)).

3. Hagaparai=1 hasta(m-1).

4. V. =T,

5. Fin para.

6. HallarC(m; T, T ).

7. SiCm T,..T, )S Cm-1; V..V ).
8

9

m=m+1lira3.

Sino, los valores 6ptimos son (m - 1) reposi-

ciones, en los instantes V,,...,V, .

Ejemplo 1 Una linea de produccion requiere
cierto combustible a un indice uniforme de 24
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horas al dia, 7 dias a la semana, durante 3 afos:
la tasa anual de consumo del combustible es de
1.600 f"jﬁ;ﬁ‘”. Se consideran dos costos, ¢, = $
0,4 por galdn por afio correspondiente a mante-
nimiento de inventario. EI combustible se envia
por camiones y cada vez que se hace un pedido
se incurre en un costo ¢, = $ 500. Sabiendo que
la linea de produccion necesita en los tres afios
7.200 galones de combustible, ;Qué cantidades
se deben entregar en cada envi6?, { En que tiempo
se deben hacer los pedidos?, (Cual es el costo to-
tal del sistema en los tres anos?

Se resolvera el problema con el algoritmo de
calculo presentado con anterioridad, haciendo
paralelamente una comparacién con la solucion
aproximacion de Naddor [4] dada por:

]';_:]_114_\/T
2 {m m

Los datos del problema son:
H=3afos=T ;
c, =$04;

galones
r(t)=1.6000——— ;
ano

c, =$ 500.
Para m = 1 Reposicion

Se hace una sola reposicion al inicio del periodo de
tamafio S, = 7.200 galones, con un Costo = $ 6.260.

A continuacion se hara la comparacion de los
costos para m = 2, 3 4 reposiciones, es decir, se
intenta comparar la solucion obtenida en el pre-
sente trabajo, que se ha denotado como solucion
exacta y la aproximacion que se propone en (Na-
ddor [4])

Para m =2 Reposiciones

Solucion exacta

Tiempo de reposicion Tamario del
pedido
T, (Afios) S. Galones
T=0 S, =2399,86
T,=1,7320 S, =4800,14

Costo Total = $ 1811.488



Aproximacion

Tiempo de reposicion

T, (Afios)
T =0
T =1,.8106
Costo Total = $ 1814.964

Para m =3 Reposiciones

Solucion exacta

Tiempo de reposicion

T (4fios)

T =0
T,=1,2750
T,=2,2084

Costo Total = $ 2006.591

Aproximacion

Tiempo de reposicion

T, (4nos)
T =0
T,=1,3660
T =2,2247
Costo Total = $ 2009.500

Para m = 4 Reposiciones

Solucion exacta

Tiempo de reposicion

T, (Anos)

T =0
T,=1,0315
T,=1,7867
T,=2,4271

Costo Total = $ 2366.604

Tamario del
pedido

S, Galones
S, =2622,62
S,=4577,38

Tamario del
pedido

S. Galones

S, =1300,5
S, =2599,71
S, =3299,78

Tamario del
pedido

S Galones
S, =1492,76
S, =2557,24
S, =3150,00

Tamario del
pedido

S. Galones

S, =850,37
S,=1701,47
S, =1469,4
S,=3178,74

Modelo de inventario deterministico con tasa de demanda lineal

Aproximacion
Tiempo de reposicion Tamario del
pedido

T, (Afios) S. Galones

T=0 S, =1012,50

T, =1,1250 S, =1610,12
T,=1,8106 S, =2078,00
T,=2,4240 S, =2499,38

Costo Total = $ 2369.024

La solucion optima para el problema planteado
en el ejemplo es hacer 2 reposiciones en los ins-
tantes,

T =0, T,=1,7320;

o

A continuacidn, se presentan varias ejecuciones
del algoritmo cuyos datos de entrada se observan
en la figura 2, las salidas son los tiempos 6ptimos
de reposicion, costos totales de la solucion exacta
y solucion aproximada.

io con de demanda lineal

Nimero de Pedidos

Tiempos de Reposicion

10

H d

Planif 2.:&:. 3 Exacta
B

Aproximacion
C ————————— S
e N 0,537101704311915 0,624341649025257
Inventario por Unidad 0,930287440700073 0,970820393249937

por Unidad de
Tiempo

Costo de Reposicion  |500

1,26371920424314
1,5619585375294
1,83613436835872

1,27158383625775
1,54868329805051
1,81066017177982

- 2,09242365466129 2,06189500386223

Coefi del * ¥

Domanaa 11600 | 5'a3468804785086 2,30499003980111
2,56563928973563 2,54164078649987

2,77302494707577

Namera Optimo de ,4— 2,7868454764223

Pedidos

Costo Total Solucion Exacta  Costo Total Solucion Aproximada

ousn] | saida 562,09 5688,095

Figura 2 Ejecucion del algoritmo

Otra salida importante del algoritmo es el nime-
ro optimo de reposiciones; inicialmente se entran
10 reposiciones pero la salida asociada al nimero
optimo de pedidos muestra que bajando a 4 repo-
siciones los costos seran menores.

Esta nueva ejecucion se muestra en la figura 3.
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tematicas y al Centro de Investigaciones y Con-

Namero de Pedidos Tiempos de Reposicion

roximacion
Planificacitn Ap

4
Horizonte de ,3— Exacta

Snen 1,03159275628686 1,125
lantenimiento de
Inventario por Unidad |2 1,78677106660886 1,81066017177982

por Unocie 2 4271819780351 2,42403810567666

Costo de Reposicion 500
Coeficiente de la 1600

Demanda

Nimero Optimo de
Pedidos 4

Costo Total Solucion Exacta  Costo Total Solucion Aproximada

| saida 3833,018 384512

Figura 3 Ejecucion del algoritmo con el nimero
Optimo de reposiciones

Conclusiones

Las soluciones numéricas a los problemas cuyos
resultados analiticos son complejos ofrecen al-
ternativas interesantes y de facil implementacion
computacional dado el avance significativo del
analisis numérico en los ultimos tiempos. Mu-
chas disciplinas sobre todo la ingenieria ha adop-
tado estas técnicas de caracter numérico para dar
respuesta a los problemas reales que surgen sin
necesidad de relajar supuestos. Sin embargo, la
labor de las personas dedicadas a investigar solu-
ciones analiticas a tales problemas que solo han
sido enfrentados numéricamente se debe des-
tacar, ya que proporciona la manera de obtener
resultados mas precisos y exactos. En este ar-
ticulo, hemos dado solucion exacta y analitica a
un problema aplicado cuya solucion solo se habia
enfrentado de manera aproximada, hemos dado
a lo largo del estudio mucho crédito a la aproxi-
macion. Sin embargo, nuestros resultados son
exactos y contrastados. Este trabajo proporciona
elementos para nuevas investigaciones por ejem-
plo abordar el problema con una tasa de demanda
lineal de la forma r(t) =At+ . o de grado mayor.
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