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1. CONTEXTUALIZACION DEL ESTUDIO

En este capitulo se describen los aspectos que dieron origen a este estudio, teniendo en cuenta: el
contexto escolar del cual emerge el problema de investigacion; los Lineamientos Curriculares en
Matematicas planteados por el Ministerio de Educacién Nacional!, sobre la ensefianza del
concepto de proporcionalidad y su importancia en el curriculo escolar; estudios relacionados con
la proporcionalidad que reflejan la importancia de dar continuidad a investigaciones en torno a la
ensefianza de este concepto desde su aspecto geomeétrico; el por qué enfocar este estudio en el
modelo educativo de van Hiele y finalmente, se formula la pregunta y los objetivos que aborda el

presente trabajo de investigacion.

1.1 Planteamiento del problema de investigacion

1.1.1 Contexto escolar
El presente estudio se desarrolla en la Institucion Educativa Antonio Roldan Betancur de caracter
publica, ubicada en el municipio de Bricefio, de la region del norte del departamento de
Antioquia. Esta institucion atiende los niveles de educacién preescolar, basica primaria, basica
secundaria y media. Cuenta con aproximadamente 800 estudiantes, 23 docentes, un coordinador
y un rector. En la actualidad, es la Gnica institucion que brinda los servicios educativos en la

cabecera municipal. Posee una planta fisica con placa polideportiva, 22 aulas de clase, 3 salas de

! Los lineamientos curriculares son orientaciones epistemolégicas, pedagdgicas y curriculares que define el
Ministerio de Educacion Nacional con el respaldo de la comunidad académica educativa, para apoyar el proceso de
fundamentacién y planeacion de las areas obligatorias definidas por la Ley General de Educacion en su articulo 23.
Esta definicion fue tomada de: http://www.mineducacion.gov.co/1621/article-80860.html
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sistemas, una biblioteca, una sala con tablero digital, un aula multiple, restaurante escolar y 5

oficinas.

(\
g YARUMA
N
SANANDRES |
DECUERQUA
B I
/ -l 7 .

Mapa Politico del municipio de Bricefio?

La institucion tiene dos grupos en el grado quinto, con aproximadamente 27 estudiantes cada
uno, con edades que oscilan entre los 9 y 15 afios. Este grado quinto es atendido por cinco
docentes, cada uno a cargo de un area especifica, entre ellas el area de matematicas a cargo de la
docente investigadora; la docente se ha planteado algunos interrogantes en relacién con la
comprension de conceptos matematicos en este nivel escolar, aspecto que motiva la presente

investigacion.

En este proceso de ensefianza del area de matematicas, se han evidenciado varios aspectos que

conllevan a posibles objetos de investigacion:

2Tomado de http://briceno-antioquia.gov.co/nuestromunicipio.shtml?apc=m-m1--&x=1559392
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e Cuando a los estudiantes se les proponen situaciones que deben resolver, teniendo en
cuenta los conocimientos relacionados con el concepto de proporcionalidad, algunos de
ellos no dan solucion o no manifiestan asociar la situacién con el concepto de
proporcionalidad.

e Las situaciones proporcionales, que se le presentan a los estudiantes, estdn enmarcadas
desde un contexto geométrico, como por ejemplo las relaciones proporcionales que se
establecen entre segmentos, se puede interpretar de estas situaciones que no es clara la
manera como ellos razonan en relacion con este concepto para resolverlas.

e Los estudiantes manifiestan dificultades para comprender los enunciados planteados en
diferentes situaciones propuestas, este aspecto tiene una estrecha correspondencia con el
lenguaje tanto oral como escrito, que puede interpretarse como una dificultad para

relacionar el concepto de proporcionalidad con la situacién planteada.

Dados los anteriores aspectos, se indaga sobre la manera como los estudiantes razonan cuando
resuelven situaciones del contexto geométrico, que involucren planteamientos de tipo

proporcional, teniendo en cuenta el lenguaje y los conocimientos relacionados con este concepto.

El Ministerio de Educacion Nacional (2006) por su parte, propone iniciar la ensefianza de la
proporcionalidad en el curriculo escolar desde la educacion basica primaria; en el siguiente

apartado se amplian estos planteamientos.



1.1.2 Concepto de proporcionalidad en el curriculo escolar
El Ministerio de Educacion Nacional orienta la educacion mateméatica en Colombia,
principalmente, para la educacion primaria y secundaria, desde dos referentes: los Lineamientos
Curriculares de Matematicas (MEN, 1998) y los Estandares Basicos de Competencias en
Matematicas (MEN, 2006). Teniendo en cuenta este Gltimo, hay dos aspectos a considerar en el
conocimiento matematico.
El conocimiento conceptual y el conocimiento procedimental. EI primero estd mas cercano a la
reflexion y se caracteriza por ser un conocimiento teorico, producido por la actividad cognitiva,
muy rico en relaciones entre sus componentes y con otros conocimientos; tiene un caracter
declarativo y se asocia con el saber qué y el saber por qué. Por su parte, el procedimental esta mas
cercano a la accién y se relaciona con las técnicas y las estrategias para representar conceptos y
para transformar dichas representaciones; con las habilidades y destrezas para elaborar, comparar

y ejercitar algoritmos y para argumentar convincentemente. (MEN, 2006, p. 70)

El presente estudio se enfoca en el conocimiento conceptual, ya que se indaga por la
comprension de conceptos matematicos, especificamente, el concepto de proporcionalidad; el
MEN (2006) propone que este concepto debe ser abordado desde el grado primero hasta el grado
quinto de la educacién basica primaria, pues es un concepto base para otros conceptos de la
educacion basica secundaria y media, como el de semejanza, funcién lineal, derivada, entre
otros.
Segun el MEN (2006):

El conjunto de estandares debe entenderse en términos de procesos de desarrollo de competencias

gue se desarrollan gradual e integradamente, con el fin de ir superando niveles de complejidad
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creciente en el desarrollo de las competencias matematicas a lo largo del proceso educativo. (p.
76)
A continuacién, se presentan los estdndares relacionados con el concepto de proporcionalidad

que orientan su ensefianza del grado primero al grado quinto:

Para los grados primero a tercero se proponen los siguientes estandares:

PENSAMIENTO ESTANDAR

e Reconozco en los objetos propiedades o atributos que se puedan
medir (longitud, area, volumen, capacidad, peso y masa) y, en
los eventos, su duracion.

METRICO

e Comparo y ordeno objetos respecto a atributos medibles.

e Realizo y describo procesos de medicion de patrones arbitrarios

y algunos estandarizados, de acuerdo al contexto.

e Construyo secuencias numéricas y geométricas utilizando
VARIACIONAL
propiedades de los nimeros y de las figuras geométricas.

En los estandares correspondientes del grado primero al grado tercero, se propicia el estudio de
la proporcionalidad, desde el estudio de diferentes conceptos matematicos, los cuales directa o

indirectamente permiten que el estudiante emplee razonamientos de tipo proporcional.
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Para los grados de cuarto a quinto se proponen los siguientes estandares:

PENSAMIENTO ESTANDAR

e Interpreto las fracciones en diferentes contextos: situaciones
de medicion, relaciones parte todo, cociente, razones y
proporciones.

NUMERICO e Resuelvo y formulo problemas en situaciones de
proporcionalidad directa, inversa y producto de medidas.

e Modelo situaciones de dependencia mediante la

proporcionalidad directa e inversa.

) e ldentifico y justifico relaciones de congruencia y semejanza
GEOMETRICO
entre figuras.

VARIACIONAL | e Describo e interpreto variaciones representadas en graficos.

En los grados cuarto y quinto se espera, segun lo anterior, que los estudiantes tengan dominio del
concepto de proporcionalidad dado que, se hace alusién al estudio de dicho concepto desde el
grado primero, por lo tanto, se espera que los estudiantes logren dar solucién a situaciones que
involucran planteamientos de tipo proporcional, aspecto que no se evidencia en el contexto

escolar en el que se desarrolla el presente estudio.

Aunque el estudio de la proporcionalidad estd principalmente abordado desde el pensamiento

numérico, el MEN (1998) hace énfasis que para “el desarrollo del pensamiento numerico se
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requiere del apoyo de sistemas matematicos mas alld de los numéricos como el geométrico, el
métrico, el de datos” (p. 17). Destacandose que:
La geometria, por su mismo caracter de herramienta para interpretar, entender y apreciar un
mundo que es eminentemente geométrico, constituye una importante fuente de modelacién y un
ambito por excelencia para desarrollar el pensamiento espacial y procesos de nivel superior y, en

particular, formas diversas de argumentacion. (MEN, 1998, p. 17)

De acuerdo a lo anterior, se hace pertinente abordar el concepto de proporcionalidad desde su
contexto geométrico, especificamente el referido a las relaciones proporcionales entre
segmentos, ya que estas relaciones estan asociadas con los inicios del estudio de este concepto,

este aspecto sera ampliado en el capitulo 2.

De otro lado, el MEN (1998) plantea con relacion al razonamiento matematico que “se debe
partir de los niveles informales del razonamiento en los conjuntos de grados inferiores, hasta
Ilegar a niveles més elaborados de razonamiento, en los conjuntos de grados superiores” (p. 54).
Por lo tanto, es fundamental que la ensefianza de los conocimientos matematicos impartidos esté
acorde al nivel de razonamiento del estudiante. El presente estudio aborda este aspecto del
razonamiento debido a que no es clara la manera como los estudiantes razonan cuando

solucionan diferentes situaciones de tipo proporcional.

Realizando una revision de los textos de apoyo utilizados por los docentes de la institucion y los
conocimientos relacionados con el estudio de la proporcionalidad, a continuacion se presentan
las siguientes definiciones, una sobre el concepto de razon y otra sobre el concepto de

proporcion.
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Una razon es la division o cociente indicado de dos medidas o dos niumeros naturales. La razon

entre dos nimeros a y b la representamos asi:

a
b
s a
- a .
En larazén - 0 €S el antecedente y b es el consecuente

Una proporcion es la igualdad entre dos razones.

a c
b d
Toda proporcion consta de cuatro términos, los términos a y d se llaman extremos y los términos

by c son los medios (Uribe, 2007).

En las anteriores definiciones para estos conceptos, se identifica un notable contexto numérico
dejando de lado la representacién o visualizacion de caracter geométrico, de tal manera que a

partir de la accion de comparar, reconocer propiedades propias del concepto de proporcionalidad.

Teniendo en cuenta los anteriores planteamientos dados por el MEN (1998) y MEN (2006), en
los que se evidencia que la proporcionalidad es un concepto que debe iniciarse su ensefianza en
la educacion bésica primaria, es pertinente abordar un estudio que permita esclarecer la manera
como razonan los estudiantes de quinto grado con respecto a este concepto matematico teniendo

en cuenta su aspecto geométrico.
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1.1.3 Algunos estudios relacionados con el concepto de proporcionalidad
A continuacion se presenta una revision bibliogréfica de investigaciones y referentes teoricos, en
los cuales se han encontrado varias posturas con relacion al concepto de proporcionalidad, el

cual juega un papel fundamental en esta investigacion.

Chamorro (2003) propone abordar el estudio del razonamiento proporcional desde las tablas de
valores, “las tablas con sucesiones de nimeros (...) deben ser pensadas como instrumentos que
faciliten el desarrollo de maneras de pensar ante situaciones de proporcionalidad ” (Chamorro,
2003, p. 211), pues estas tablas permiten al estudiante idear y explicitar estrategias que muestran
relaciones estructurales que ponen en evidencia un razonamiento proporcional, ademas,
menciona que es importante su estudio desde las relaciones estructurales de tipo escalar y
funcional, pues cuando el estudiante usa la llamada regla de tres, €l no razona proporcionalmente

sino que se limita a la aplicacion de un algoritmo.

Vergnaud (2003) plantea dos tipos de analisis bajo el esquema multiplicativo que proporcionan
elementos para la solucion de relaciones proporcionales.
a) Analisis vertical: éste nos permite pasar de una cantidad a otra en una misma magnitud.
b) Analisis horizontal o funcional: éste nos permite pasar de una magnitud a otra.
Estos dos tipos de andlisis se basan en las estructuras multiplicativas y aditivas como estrategias

que los estudiantes implementan para resolver situaciones de tipo proporcional.

Tanto Chamorro como Vergnaud, proponen en sus planteamientos que las relaciones

proporcionales deben ser estudiadas desde las relaciones de tipo escalar o funcional y vertical o
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horizontal, para que el estudiante logre un razonamiento proporcional y pueda resolver

situaciones o problemas de tipo proporcional.

Seguidamente, se presentan algunas investigaciones que han sido enfocadas en el estudio del

concepto de proporcionalidad.

Desde Silvestre y Ponte® (2011), el concepto de proporcionalidad ha sido abordado bajo la
intencion de que los estudiantes desarrollen el razonamiento proporcional enfrentandolos a

(13

situaciones que involucren o no, proporcionalidad directa simple, promoviendo asi “el
aprendizaje de situaciones que involucren situaciones proporcionales y en la resolucion de

problemas referentes a este tipo de relaciones” (Silvestre y Ponte 2011, p. 138).

Ruiz y Lupiafes (2011) en su investigacion titulada “Empleo de la geometria dinamica como
apoyo en actividades de lapiz y papel, para la comprension de los topicos de razon y
proporcion”, le dan vital importancia a la conjuncion de actividades donde se utilice lapiz y papel
y se use software de geometria dindmica como el Cabri-Geometre para abordar el concepto de
razén y proporcionalidad directa simple, esta investigacion arroja una de las siguientes
consideraciones:

La experimentacién con tecnologia de los modelos propuestos aportaran datos para comprender
los problemas que tienen los alumnos en torno a las nociones de razén y proporcion (...) cabe
anotar que las Ultimas propuestas giran en torno a destacar lo geométrico, que frecuentemente esta

opacado por el fuerte énfasis dados a los aspectos algoritmicos. (Ruiz y Lupiéfies, 2011, p. 25)

3 Investigacion realizada bajo el proyecto “Improving Mathematics Learning in Numbers and Algebra” (IMLNA),
Brasil.
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De acuerdo a los estudios mencionados que se relacionan con el concepto de proporcionalidad, al
parecer, no se identifica un estudio que aporte a identificar la manera como los estudiantes de
quinto grado razonan cuando se enfrentan a situaciones propias del contexto geométrico que

involucran planteamientos de tipo proporcional.

1.1.4 ¢Por qué el Modelo educativo de van Hiele?
El MEN, en los Lineamientos Curriculares de Matematicas, plantea que para identificar la
evolucion del razonamiento geométrico que exhibe un estudiante, “El modelo de Van Hiele es la
propuesta que parece describir con bastante exactitud esta evolucién y que esta adquiriendo cada
vez mayor aceptacion a nivel internacional en lo que se refiere a la geometria escolar” (MEN,
1998, p. 56). Por lo que el modelo educativo de van Hiele permite identificar la manera como
razonan los estudiantes ante un determinado concepto, en tanto que clasifica el razonamiento del
estudiante en niveles, este conjunto de cinco niveles es llamado el aspecto descriptivo del

modelo.

A continuacion, se describen algunas investigaciones enmarcadas en el modelo educativo de van

Hiele, que se relacionan con la comprension de conceptos matematicos:

Una metodologia alternativa para la comprension de la nocién de limite: el caso de la
convergencia de series de términos positivos (Jaramillo, Londofio y Jurado, 2012).

Estos investigadores caracterizan los niveles de razonamiento de van Hiele para un concepto
propio del analisis matematico, logrando extender el modelo a otros campos del saber

matematico; ademas, logran dar validez a un instrumento de recoleccion de informacién como lo
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es la entrevista de caracter socratico, como medio que permite clasificar el razonamiento que un

estudiante exhibe en el contexto de los niveles de van Hiele.

La elipse como lugar geométrico a través de la geometria del doblado de papel en el
contexto de van hiele (Santa, 2011).

En la investigacion se disefid una entrevista de caracter socratico para caracterizar el nivel de
razonamiento que presentaban los estudiantes sobre el concepto de elipse, se utiliza como
principal instrumento de recoleccion de la informacion dicha entrevista, la cual se fundamenta en

actividades con doblado de papel.

Fases de aprendizaje en el contexto de van Hiele para el concepto de Continuidad Local
(Salazar, 2011).
El trabajo abordé como objetivo de investigacion:

Caracterizar el proceso de razonamiento de los estudiantes en el paso del Nivel 11 al Nivel Il en

el marco del modelo educativo de van Hiele mediante el disefio de un Mddulo de Aprendizaje

para el concepto de continuidad local. (Salazar, 2011, p. 40)

La investigacion dejo como resultado la caracterizacion de los razonamientos de los estudiantes
en el paso del nivel 1l al 111 con respecto al concepto de continuidad y un médulo de aprendizaje

disefiado para el progreso en estos niveles de razonamiento.

Madulo de aprendizaje para la comprension del concepto de series de términos positivos.
(Zapata y Sucerquia, 2009).

Estos investigadores plantearon como objetivo general:
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Favorecer el progreso de los estudiantes ubicados en el nivel Il de razonamiento al nivel
111, mediante la implementacion de un modulo de instruccion (médulo de aprendizaje),
disefiado en el marco de las Fases de aprendizaje del modelo de Van Hiele, frente al
concepto de convergencia de una serie infinita via areas de figuras planas. (Zapata y

Sucerquia, 2009, p. 4)

La investigacion logro el objetivo propuesto, quedando como producto importante del trabajo de
investigacion el modulo de aprendizaje y el test para el concepto de convergencia de una serie

infinita.

Los procesos de aprendizaje de la semejanza por estudiantes de 9° grado (Gualdron, 2006).
La investigacion fue enfocada en el establecimiento de descriptores de nivel en el contexto de
modelo educativo de van Hiele, para el concepto de semejanza de poligonos, teniendo como
poblacién estudiantes del grado noveno con edades entre 14 y 15 afios, uno de los aportes de la
investigacion ademas de los descriptores de nivel, fue fortalecer la adquisicion de los niveles 1y

2 del modelo.

La nocion de serie convergente desde la Optica de los Niveles de Van Hiele (Jaramillo,
2000).
En su trabajo de investigacion para optar al titulo de doctor, presenta como principales objetivos:

Determinar los descriptores de los niveles de razonamiento de la nocion de serie convergente en
concordancia con el modelo de Van Hiele y visualizado a través de la imagen de longitud de

curvas planas (zig-zags).
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Disefiar un modelo guion para una entrevista semiestructurada que permita la clasificacion del
entrevistado en uno de los niveles de razonamiento que proponemaos.

Comprobar, mediante una prueba escrita y el oportuno tratamiento estadistico, que es posible la
deteccidn de estos niveles y que coincide con los descritos, al mismo tiempo, que se automatiza la
adscripcion de los estudiantes en su correspondiente nivel.

Una nueva propuesta metodoldgica para la asimilacién de una primera fase en la comprension del

concepto de convergencia de una serie. (Jaramillo, 2000, p. 58)

Esta investigacion logré los objetivos anteriores, abriendo paso para la realizacion de otras
investigaciones, ademas, validd “una metodologia de analisis para estudios de la misma

naturaleza, en los que predominan las variables cualitativas” (Zapata y Sucerquia, 2009, p. 66).

Estudio comparativo del concepto de aproximacién local via el modelo de Van Hiele
(Esteban, 2000).

La investigacion presenta como uno de sus objetivos principales “analizar el concepto objeto de
estudio a partir de la visualizacion que se obtiene por medio de los mecanismos del zoom y del
haz de secantes” (Zapata y Sucerquia, 2009, p. 67).

Utiliza entrevistas clinicas semiestructuradas de caracter socratico, para formular y confirmar los

descriptores de nivel I, I1 y Il para el concepto de aproximacion local.

Una aplicacion del modelo de van Hiele al concepto de continuo (De la Torre, 2000).

La investigacion se enfocada en el modelo educativo de van Hiele donde establece descriptores

de nivel para caracterizar la comprension del concepto de continuo, el instrumento utilizado para
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identificar el nivel de razonamiento que tenian los estudiantes fue la entrevista clinica y la

poblacion de esta investigacion fueron alumnos de bachillerato, pregrado y maestria.

Aplicacién del modelo de Van Hiele al concepto de Aproximacion Local (Llorens, 1994).

En su memoria para optar al titulo de doctor presenta como objetivos principales los siguientes:
Caracterizar, mediante los descriptores de los niveles I, 11 y 111, la aplicacién del modelo de van
Hiele al concepto de aproximacion local en su contexto de concepto de recta tangente en una
curva en un punto del plano.
Disefiar un modelo-guion para una entrevista semiestructurada que permita la clasificacion del
entrevistado en uno de los niveles de razonamiento descritos.
Comprobar, mediante la administracion de una prueba adecuada y el oportuno tratamiento
estadistico, que es posible detectar esos niveles en ciertas muestras de estudiantes, al mismo
tiempo que se automatiza la adscripcion de esos estudiantes en su correspondiente nivel de

razonamiento. (Citado en Santa, 2011, p. 45).

Este estudio permitid desarrollar investigaciones enfocadas en conceptos del anélisis matematico
susceptibles de una componente visual geométrica, lo que contribuyd a extender el modelo de

van Hiele en otros &mbitos diferentes a la geometria abordada en los niveles escolares.

Proyecto Chicago, Oregdn y Brooklyn
Ademas de estas investigaciones, en Estados Unidos se desarrollaron, en particular, tres
proyectos que tuvieron mucha difusion: el proyecto Chicago, el proyecto Oregon y el proyecto

Brooklyn (Zapata y Sucerquia, 2009).
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Proyecto Chicago. “Van Hiele Levels and achievement in secondary school geometry”. Zalman
Usiskin dirigi6 este proyecto, el cual tenia como proposito “analizar la habilidad de la teoria de
van Hiele para describir y predecir el resultado de los estudiantes de geometria en la escuela
secundaria” (Usiskin, 1982, p.8).

Los resultados més relevantes obtenidos por el proyecto fueron:

e Lainexistencia o dificultad para detectar el quinto nivel, al respecto, van Hiele (1986)
indica “que los niveles que superan el nivel 1V, son dificiles y que no tienen valor
practico” (p.47). La nomenclatura utilizada para hacer referencia a la secuencia
jerarquica de los niveles depende del autor.

e “Los niveles de van Hiele sirven para predecir los resultados actuales en geometria,

asi como también los resultados posteriores™. (Usiskin, 1982, p.82).

Proyecto Oregdn: “Assessing children’s intellectual growth in geometry”.

William Burger, de la Universidad del Estado de Oregdn, dirigié este proyecto. El estudio se
centrd basicamente en las siguientes tres preguntas: ;Son los niveles de Van Hiele tiles para
describir el proceso de pensamiento de los estudiantes en las tareas de geometria? ¢Pueden los
niveles ser caracterizados operacionalmente por la conducta de los estudiantes? ¢Puede un
procedimiento de entrevista ser desarrollado para revelar los niveles predominantes en el
razonamiento en una especifica tarea de geometria? (Burger y Shaughnessy, 1986).

El proyecto responde afirmativamente los tres anteriores interrogantes y destaca resultados
importantes como:

e La entrevista escrita y el formulario de andlisis, son utiles para detectar y consolidar los

niveles de razonamiento previamente conjeturados.
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e “Burger y Shaughnessy (1986) afirmaron que: los niveles aparentan ser estructuras
complejas envolviendo el desarrollo de conceptos y procesos de razonamiento, aplicables a
muchos ambientes de tareas” (Citado en Jaramillo, 2000, p. 27). Ademas, afirmaron también
que: “la oscilacion entre niveles de razonamiento pre-encontrados en un estudiante,
presumiblemente entre un periodo de transicidn entre un nivel y el siguiente, indica que los
niveles son mas bien dindmicos que estaticos, como teoriz6 van Hiele” (Zapata y Sucerquia,

2009, p. 63).

Proyecto Brooklyn: “Geometric thinking among adolescents in inner city schools”.
El proyecto fue dirigido por Davis Fuys y Dorothy Geddes de Brooklyn College, y se centr6 en
las siguientes cuatro tareas:

La traduccion de los materiales del trabajo de los Van Hiele, del alemén al inglés, y el desarrollo
de documentacion més detallada sobre la version conductista de los niveles. El desarrollo de tres
maodulos de evaluacion-instruccion para ser usados con sujetos en entrevistas clinicas. Entrevistas
con alumnos participantes del proyecto. Anélisis de los niveles de razonamiento sobre material de

geometria en tres series de libros de textos de EE.UU. (Zapata y Sucerquia, 2009, p. 63)

Los resultados mas importantes de este proyecto fueron:
e “Existen periodos de transicion entre los niveles, es decir, un estudiante estara
fluctuando entre el nivel n — 1 y el nivel n de razonamiento”. (Jaramillo, 2000,
p.28).
e “Burger y Shaughnessy (1986) afirmaron que (...) Los niveles parecen ser

complejas estructuras que envuelven los desarrollos de ambos, conceptos y
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procesos de razonamiento, aplicables a muchas de las tareas” (Jaramillo, 2003,

p.28).

Desde los antecedentes enunciados y de acuerdo al contexto de la presente investigacion, hasta el
momento no se ha encontrado un estudio que aborde el concepto de proporcionalidad enfocado
desde las relaciones proporcionales entre segmentos, en el marco del modelo educativo van

Hiele, para caracterizar el nivel de razonamiento que exhiben los estudiantes de quinto grado.

1.2 Problema de investigacion

En correspondencia con lo planteado en los apartados anteriores, se puede afirmar que el estudio
de la proporcionalidad debe ser iniciado desde la educacion bésica primaria segin lo planteado
en el MEN (1998) y MEN (2006). Asi mismo, es pertinente indagar por la manera en que los
estudiantes del grado quinto comprenden este concepto. Teniendo en cuenta las primeras
indagaciones al respecto, se observa que ellos exhiben dificultades relacionadas con la
comprension de situaciones donde esté involucrado el concepto de proporcionalidad.

De acuerdo con el contexto escolar de este estudio y una amplia revisién de la literatura
relacionada con esta tematica, hasta el momento no abundan investigaciones especificamente en
el contexto de van Hiele que aporten constructos tedricos sobre la manera como los estudiantes
estan razonando en relacion al concepto de proporcionalidad, por lo tanto, se plantea la siguiente
pregunta de investigacion: ;Como son los razonamientos que exhiben los estudiantes de 5° de la
Institucion Educativa Antonio Roldan Betancur, con respecto a las relaciones proporcionales

entre segmentos, en el contexto del modelo de van Hiele?
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1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo general
Caracterizar el nivel de razonamiento que exhiben los estudiantes de 5° de la Institucion
Educativa Antonio Roldan Betancur, con respecto a las relaciones proporcionales entre

segmentos, en el contexto del modelo de van Hiele.

1.3.2 Objetivos especificos.
e Disefiar e implementar un guion de entrevista de caracter socratico que permita detectar
el nivel de razonamiento en que se encuentra un estudiante sobre el concepto de

proporcionalidad, teniendo como mecanismo visual geométrico la division de segmentos.

e Establecer descriptores de nivel en el marco del modelo educativo de van Hiele para la
comprension del concepto de proporcionalidad desde su aspecto visual geométrico,

referido a las relaciones proporcionales entre segmentos.
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2. REFERENTES TEORICOS

En este capitulo se presentan los principales componentes teéricos del modelo educativo de van
Hiele, ademaés, los referentes asociados al concepto de proporcionalidad enfocados desde las

relaciones proporcionales entre segmentos.

2.1 Modelo Educativo de van Hiele
Los esposos holandeses Dina van Hiele-Geldof y Pierre Marie van Hiele, profesores de
matematicas de educacién media, se preocuparon por la manera como sus estudiantes
comprendian los conceptos de la geometria, en tanto que los estudiantes sabian resolver los
problemas concretos que el docente les planteaba pero no sabian resolverlos en otros contextos,
evidenciandose que aplicaban los conceptos de una forma rutinaria y memoristica. En 1957,
publicaron sus tesis doctorales con base en investigaciones realizadas en torno a esta

problematica y a estudios realizados por Piaget.

Pierre van Hiele disefi6 un sistema de niveles de pensamiento en geometria y, Dina van Hiele
enfocd sus estudios en el progreso de los niveles de pensamiento de los estudiantes (Hoffer,

1983).

Pierre van Hiele deja ver en el siguiente apartado, citado por Jurado y Londofio, la forma como
plantea los diferentes niveles de razonamiento expuestos en su modelo:

Habia partes de la materia en cuestion que yo podia explicar y explicar, y aun asi los estudiantes

no entendian. Podia ver que ellos lo intentaban realmente, pero no tenian éxito. Especialmente al
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comienzo de la geometria, cuando habia que demostrar cosas muy simples, podia ver que ellos
daban al maximo de si, pero la materia parecia ser demasiado dificil. Pero debido a que yo era un
profesor inexperto, también tenia que considerar la posibilidad de yo fuera un mal profesor. Y
esta Ultima y desagradable posibilidad se afirmaba por lo que ocurria posteriormente: de pronto
parecia que comprendian la materia en cuestion. Podian hablar de ella con bastante sentido y a
menudo decian: “No es tan dificil, pero ;por qué nos los explico usted de forma tan complicada?”
En los afios que siguieron cambié mi explicacion muchas veces, pero, las dificultades se
mantenian. Parecia como si siempre estuviera hablando en una lengua distinta. Y considerando

esta idea descubri la solucién, los diferentes niveles del pensamiento. (Jurado y Londofio, 2005,

p.5)

El modelo propuesto por los esposos van Hiele, segiin Zapata y Sucerquia (2009), puede
enunciarse de la siguiente manera:
1. Se pueden encontrar varios niveles diferentes de perfeccion en el razonamiento de los
estudiantes.
2. Un estudiante sélo podra comprender realmente aquellas partes de las matematicas que el
profesor le presente de manera adecuada a su nivel de razonamiento.
3. Si una relacion matematica no puede ser expresada en el nivel actual de razonamiento de los
estudiantes, serd necesario esperar a que éstos alcancen un nivel de razonamiento superior para
presentarsela.
4. No se puede ensefiar a una persona a razonar de una determinada forma. Pero si se le puede
ayudar, mediante una ensefianza adecuada de las matematicas, a que llegue lo antes posible a

razonar de esa forma. (p.43)
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El modelo educativo de van Hiele estd compuesto por tres aspectos segin Jaramillo y Esteban

(2006); la percepcion o insight, los niveles de razonamiento y las fases de aprendizaje:

Percepcion -insight- que se entiende como comprension de las estructuras; los niveles de Van
Hiele, que son una estratificacion del razonamiento humano en una jerarquia de niveles; las fases
de aprendizaje, que sirven de guia para disefiar la instruccion a la que se deben exponer los

alumnos para ayudarlos a progresar del nivel en que se encuentren al siguiente. (p. 111)

El modelo educativo de van Hiele ha sido retomado en los ultimos afios por ser el que mejor
describe el razonamiento de un estudiante en conceptos propios de la geometria (MEN, 1998) y
extendido a conceptos del analisis matematico, comprobado a través de diversas investigaciones
como: De la Torre (2000); Jaramillo, Jurado y Londofio (2012), Zapata y Sucerquia (2009), entre

otros.

A continuacién, se presenta de manera mas detallada las ideas desarrolladas por algunos
investigadores con respecto a los principales aspectos que componen el modelo propuesto por los

esposos van Hiele.

2.1.1 Los niveles de razonamiento
Van Hiele propone cinco niveles de razonamiento que para el presente proyecto de investigacion

seran descritos de acuerdo a Jaramillo y Esteban (2006).

Nivel 0, predescriptivo: el alumno percibe las figuras geométricas como una totalidad,
limitandose a describir su aspecto fisico. Establecen semejanza con otros objetos de la vida
cotidiana y, en general, no reconocen las partes de las que estan compuestas ni sus propiedades

matematicas. (p. 115)
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Para el concepto de proporcionalidad, en este nivel, el estudiante percibe y describe
caracteristicas de la linea recta y del segmento, conocimientos previos necesarios para abordar

las relaciones proporcionales que se establecen entre segmentos.

Nivel 1, de reconocimiento visual: el alumno es capaz de reconocer las partes que componen las
figuras geométricas y, de manera informal, propiedades matematicas de las que estan dotadas. Es
decir, reconocen mediante la observacion, sus elementos y algunas de sus propiedades. Aunque
todavia no relacionan las propiedades entre si ni realizan clasificaciones logicas a partir de las

figuras. (Jaramillo y Esteban, 2006, p. 115).
En este nivel de razonamiento, producto de la comparacion de las longitudes de los segmentos, el
estudiante percibe diferencias o similitudes entre éstos, por ejemplo: que el AB es més grande

que el AC, el AC, es méas pequefio que el AB, o incluso decir que el AC, cabe “tantas veces” en

el 4B, lo que quiere decir, que identifica las caracteristicas que le permitiran establecer las

relaciones proporcionales entre estos.

“Nivel 2, de andlisis: el alumno establece relaciones entre las propiedades que tiene una figura”.

(Jaramillo y Esteban, 2006, p. 115).

A medida que el estudiante avanza en su nivel de razonamiento logra establecer la razon entre
segmentos a través de la comparacién entre sus longitudes, como el nimero de veces que un
segmento contiene a otro, logrando identificar la propiedad fundamental para reconocer las

relaciones proporcionales presentes entre dichos segmentos.

“Nivel 3, de clasificacion o de relaciones: el alumno emplea propiedades que tiene una figura

para deducir otras, utilizando el razonamiento formal”. (Jaramillo y Esteban, 2006, p. 115).
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Un estudiante que razona en este nivel logra reconocer la relacion de equivalencia que deben

tener las razones entre segmentos para que estos sean proporcionales.

“Nivel 4, de deduccién formal: el alumno puede establecer similitudes y diferencias entre
distintas estructuras a partir de las propiedades que las definen”. (Jaramillo y Esteban, 2006, p.

115).

Este es un nivel avanzado en tanto que se le exige al estudiante un grado de profundizacion, en el
cual debe plantear los conocimientos matematicos con el rigor que corresponde, de tal manera
que sus razonamientos sean formales. Teniendo en cuenta el grado de escolaridad en que se
desarrolla la investigacion sélo se retoma del modelo hasta el nivel 3 que corresponde al de

clasificacion o de relaciones.

La estructura de niveles de razonamiento planteada por los esposos van Hiele, permite describir
la manera en que un estudiante razona en relacion a determinados conceptos matematicos. Este
estudio considera pertinente esta estructura para caracterizar la manera como los estudiantes de
quinto grado de la I. E. Antonio Roldan Betancur razonan con respecto a las relaciones

proporcionales entre segmentos.

2.1.1.1  Propiedades de los niveles
Los niveles de van Hiele cumplen propiedades que permiten describir la comprension que exhibe
un estudiante frente a un determinado concepto matematico, a continuacion se mencionan cada

una de las propiedades:
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Secuencialidad fija
“Un estudiante no puede estar en un nivel n de van Hiele sin haber superado el nivel n — 1”
(Usiskin, 1982, p. 5). Esto quiere decir que los niveles de razonamiento son jerarquicos, no se

puede estar en el nivel 2 sin haber superado el nivel 1.

Para el presente estudio teniendo en cuenta las caracteristicas y propiedades del modelo de van
Hiele, se tiene en cuenta que un estudiante no puede establecer las relaciones proporcionales
entre segmentos, es decir, alcanzar el nivel 3 de razonamiento sin haber reconocido y establecido
el concepto de razon en el nivel 2, lo que de manera intuitiva puede ser desarrollado en otros

contextos de la geometria.

Adyacencia
“El objeto de percepcion del nivel n — 1 se convierte en el objeto de pensamiento del nivel n”
(Usiskin, 1982, p. 5). Los objetos o conceptos que para los estudiantes son implicitos en el nivel

anterior se vuelven explicitos en el nivel siguiente.

En el nivel 1, el estudiante razona sobre el concepto de razon de forma implicita, ya que sabe
cuantas veces esta contenido un segmento en otro, esto lo hace de forma intuitiva pues ain no
conoce la nocion de razén, ni su correspondiente simbolizacion matematica, sin embargo, este
concepto se hace explicito en el nivel 2, al reconocer que esta caracteristica es propia de este

concepto, lo que le permite establecer y simbolizar las razones entre segmentos.
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Distincion
“El nivel n requiere una reorganizacion o reinterpretacion del conocimiento adquirido en el nivel
n — 1" (Jurado y Londofio, 2005, p. 12). El nivel siguiente permite estructurar y mejorar la

comprension de los conceptos trabajados durante el nivel anterior.

En el nivel 3 de razonamiento el estudiante amplia 0 modifica su red de relaciones* de manera
que, el paso por los niveles anteriores le permitan clarificar y reorganizar las nociones de
conceptos como: linea recta, segmento y razdn; necesarios para establecer la proporcionalidad

entre segmentos.

Separacion

Para que dos personas puedan entenderse entre si en relacién con un concepto matematico, deben
estar en un mismo nivel de razonamiento. Esto se debe a que el lenguaje y los razonamientos en
relacion a este concepto se diferencian de acuerdo con cada nivel. Asi mismo lo afirma Jurado y
Londofio (2005) “Dos personas que razonen en diferentes niveles no podran entenderse, en lo

que se refiere al objeto de su razonamiento matematico” (p. 12).

Es decir, un estudiante que razona en un nivel 3 ha adquirido las propiedades y conceptos
necesarios para establecer la proporcionalidad entre segmentos, sus razonamientos son mas
elaborados y refinados, a diferencia del estudiante que esta en un nivel 2 de razonamiento el cual
ha reconocido el concepto de razon, pero ain no ha ampliado su red de relaciones como para

entenderse con el estudiante de nivel 3.

4Este concepto serd ampliado en el apartado 2.1.3 El insight y la red de relaciones.
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Cada nivel tiene su propio lenguaje
Cada nivel de razonamiento tiene un lenguaje especifico, pues no solo la capacidad de
razonamiento se refleja en la forma de resolver problemas, sino también en la forma de

expresarse y en el significado que se da o puede darse al vocabulario especifico de cada nivel.

Por ejemplo: en el nivel 1 de razonamiento el estudiante expresa la razén entre el AB y AC,

como que “AB se forma con dos AC”, mientras que en el nivel 2 el estudiante adquiere un
. - . . «AB » - .

lenguaje matematico que le permite expresar la razén como == 2" evidenciandose que ha

adquirido un lenguaje més refinado propio del nivel al que vaya avanzando.

Consecucion

El progreso de un nivel al siguiente se produce de forma gradual, el estudiante requiere para el
paso de un nivel al otro tener experiencias de aprendizaje que se fundamentan en las fases de
aprendizaje de van Hiele, para que logre progresar en el nivel de razonamiento. Esta propiedad
del modelo hace alusion entonces a la aplicacion de las fases de aprendizaje, aspecto que no se

aborda en el presente estudio.

Las propiedades ayudan al disefio del guion de entrevista y permiten determinar con precision el
nivel de razonamiento en que se encuentra un estudiante y consolidar los descriptores de nivel
que caracterizaran el razonamiento de éstos con respecto a las relaciones proporcionales entre

segmentos.
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2.1.1.2  Descriptores de nivel
Los descriptores de nivel permiten caracterizar el proceso de razonamiento que un estudiante
exhibe cuando resuelve situaciones que involucran conceptos con un alto componente visual
geomeétrico. Los trabajos de los van Hiele tienen descriptores de nivel para el &rea de geometria y
se han desarrollado investigaciones que han extendido el modelo educativo a conceptos del
andlisis matemaético, construyendo y consolidando descriptores para estos conceptos, logrando

una ampliacién de éstos.

Los siguientes descriptores enuncian de manera general las caracteristicas del razonamiento que
un estudiante tiene con respecto a conceptos de la geometria. A continuacion se presentan
algunos descriptores de nivel en el contexto de la geometria descritos por Zapata y Sucerquia
(2009), que serviran de base para la construccion y refinamiento de los descriptores
correspondientes para el presente estudio, las relaciones proporcionales entre segmento, los

cuales se presentaran en el capitulo 3.

Nivel O (predescriptivo)

e En este nivel, los estudiantes identifican los elementos basicos de estudio para el concepto en

cuestion. Estos elementos basicos no son los mismos para todos los conceptos.
Nivel I (de reconocimiento visual)

e Los estudiantes reconocen las figuras geométricas por su apariencia global.
e Perciben las figuras como objetos individuales, sin abstraer sus propiedades para

relacionarlas con otras figuras del mismo tipo.
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e Pueden aprender cierto vocabulario que identifican las figuras geométricas (tal como
cuadrado, rectangulo y otras).

e Describen las figuras geométricas por semejanza con otros objetos que no necesariamente son
figuras geométricas, ni del tipo de las que estan describiendo.

o Identifican la forma de la figura o la propia figura como un todo, sin distinguir partes que la

formen, ni las propiedades matematicas que las caracterizan.

Nivel I1: De analisis

Los estudiantes analizan las partes o elementos que componen una figura geométrica y sus

propiedades.

e Por la observacion de esas partes, puede deducir otras propiedades de las figuras,
generalizandolas a las figuras de una determinada clase.

e No relaciona las distintas propiedades de las figura geométricas, por lo que no pueden hacer

clasificaciones de esas figuras basandose en sus propiedades.

e Las deducciones y extensién de propiedades tienen un caracter informal.

Nivel I11: De clasificacion, de relaciéon

o Los estudiantes relacionan las figuras y sus propiedades, reconocen que unas propiedades se
deducen de otras y son capaces de desarrollar secuencias de proposiciones para conjeturar
gue una propiedad se deriva de otra.

e No reconocen la necesidad del rigor, ni la relacion entre lo que han aprendido con otros
sistemas deductivos que pueden ser semejantes.

e Los estudiantes pueden seguir una demostracion formal, pero generalmente no son capaces de
reproducirla.

e El tipo de argumentacion es informal (aunque correcta) y, frecuentemente, recurre a

argumentos basados en la experiencia.
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e Los estudiantes pueden clasificar l6gicamente y aprender relaciones entre distintas clases de
figuras. Pero no comprenden la necesidad de la formalizacion (demostraciones generales) ni

las estructuras axiomaticas.

Nivel 1V: De deduccion formal

e Los estudiantes pueden analizar varios sistemas deductivos y relacionarlos.
e Conocen propiedades de un sistema deductivo tales como la consistencia, la independencia y

la completitud de sus postulados.
e Los estudiantes conocen y valoran la importancia de la precision al tratar con los

fundamentos y con las interrelaciones de estructuras axiomaticas formales. (p. 46)

De acuerdo a lo anterior, este estudio pretende consolidar unos descriptores de nivel que van a
permitir caracterizar el nivel de razonamiento que un estudiante de quinto grado exhibe, con

respecto a las relaciones proporcionales entre segmentos.

2.1.2 Las fases de aprendizaje
Las fases de aprendizaje son el aspecto prescriptivo del modelo educativo, estas permiten al
maestro orientar el disefio de actividades para que un estudiante adquiera las experiencias
necesarias que le ayudaran a llegar a un nivel de razonamiento inmediatamente superior. Para
disefiar las actividades a la luz de las fases de aprendizaje, es necesario tener en cuenta el nivel

de razonamiento en que se encuentra el estudiante.

Los esposos van Hiele proponen que para desarrollar la comprension de un estudiante, se

requiere que progresen en los niveles de razonamiento y esto se puede lograr a traves de fases de
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aprendizaje, en las cuales se propone “una organizacion de la ensefianza que ayudara a los
estudiantes a construir las estructuras mentales que les permitan lograr un nivel superior de

razonamiento” (Corberan, Gutiérrez, Huerta, Jaime, Margarit, Pefias, y Ruiz, 1994, p.13).

Las fases orientan el disefio de actividades con el propdsito de generar experiencias de
aprendizaje que posibiliten un progreso en el nivel de razonamiento del estudiante. A
continuacion se describen las cinco fases de aprendizaje teniendo en cuenta los planteamientos

dados por Corberan et al. (1994).

Fase 1. Informacion: Se realiza un diagnéstico de los conocimientos previos que tiene el
estudiante. El profesor informa los conceptos, problemas, material a utilizar y metodologia

empleada para desarrollar la tematica.

Fase 2. Orientacion dirigida: El estudiante empieza a explorar las actividades y problemas a
partir del material que le proporciona el docente, orientdndose siempre a buscar relaciones y

propiedades del concepto de acuerdo al nivel que se esté trabajando.

Fase 3. Explicitacion: El estudiante expone lo que ha observado y realizado, sus conclusiones

frente al concepto, esta es una fase de debate e intercambio de ideas.

Fase 4. Orientacion libre: EIl profesor propone problemas donde el estudiante se enfrente a
diversas maneras de resolverlo y pueda aplicar los conocimientos adquiridos, estos no pueden ser
simples ejercicios de aplicacion, en ellos deben intervenir varios conceptos o propiedades del
campo de estudio, que los estudiantes tendran que combinar de forma adecuada para llegar a su

solucién.
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Fase 5. Integracion: El profesor debe orientar a los estudiantes para que lleguen a
comprensiones globales, mediante la comparacion y combinacién de los conocimientos ya

adquiridos.

Las fases propuestas por el modelo de van Hiele estan disefiadas para el progreso en los niveles
de razonamiento, aspecto que no se aborda en el presente estudio, ya que seria necesario conocer
previamente el nivel de razonamiento en el cual se encuentra un estudiante para iniciar el
proceso prescriptivo, por lo tanto, el estudio se enfoca en caracterizar los razonamientos que un

estudiante tiene con respecto a las relaciones proporcionales entre segmentos.

2.1.3 Elinsighty la red de relaciones
Un tercer aspecto que compone el modelo de van Hiele es el insight o percepcion, segun
Jaramillo y Esteban (2006) “para Van Hiele el insight existe cuando una persona actlia en una
nueva situacion adecuadamente y con intencién” (p. 112). EI modelo de van Hiele se interesa

entonces por desarrollar este aspecto de comprension en el estudiante.
Ademas es importante resaltar que una persona muestra insight si:

e Es capaz de actuar en una situacion no familiar.

e Actla competentemente (correcta y adecuadamente) en los hechos requeridos en una nueva
situacion.

e Aplica intencionalmente (deliberadamente y conscientemente) un método que resuelve la

situacion. (Zapata y Sucerquia, 2009, p. 52)

Otro aspecto que caracteriza el insight, lo describen Jurado y Londofio (2005) afirmando que
“Una persona que actiia con intencidén no actua al azar, el acto es acorde a la estructura que €l
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percibe, hay una correspondencia entre su estructura mental y la estructura esperada” (p. 16).
Van Hiele no define qué es una estructura, sin embargo, describe algunos aspectos relevantes que
hacen que la idea de estructura sea un fenémeno importante para una persona. Entre las cuales

estan:

o Capacita a la persona para actuar en situaciones que no son exactamente las mismas como las
gue conocia antes.

e Leahorraa la persona una vida interminable de ensayos y error.

e Capacita a la persona para comprender otras cosas. La persona ve una estructura igual y

puede reconocer su armonia y extenderla de igual forma. (Jurado y Londofio, 2005, p. 16)

Para van Hiele, la forma de poner de manifiesto la estructura mental de un estudiante se da a

partir del establecimiento de una red de relaciones, segun Santa (2011):

Las estructuras mentales se pueden representar como “redes de relaciones”, en las cuales los
vértices son los conceptos principales asimilados y las lineas de conexién, son las relaciones
que se establecen entre dichos conceptos. Por lo tanto, para Van Hiele, el paso de un nivel al
siguiente se produce cuando se crea una nueva red de relaciones al incorporar a la anterior,

nuevos conceptos y nuevas relaciones. (p. 64)

Para el presente estudio se tiene en cuenta la modificacion o ampliacion de la red de relaciones
que el estudiante realiza del concepto de proporcionalidad y sus propiedades, como un aspecto
fundamental para identificar la estructura mental y, el nivel de razonamiento que el estudiante
tiene. La red de relaciones se evidencia en el vocabulario que el estudiante emplea, la relacién
que establece entre los conceptos de proporcionalidad, razén, segmento o tamafio y por lo tanto

el lenguaje que este manifiesta, sea de manera oral o escrita.
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2.2 Nocion de proporcionalidad en el contexto geométrico
El presente estudio aborda el concepto de proporcionalidad desde su componente visual
geométrica, a partir de las relaciones proporcionales entre segmentos. A continuacion se

presentan los aspectos historicos que dieron origen a dicho concepto.

2.2.1 Aspectos histdricos

2.2.1.1  Thales de Mileto
Se sabe poco sobre la vida y obra del filésofo griego Thales de Mileto, pero se calcula que vivio
entre 624 y 548 a.C. Fue considerado como el primero de los siete sabios de Grecia, Thales fue
el primero en demostrar sus afirmaciones, por lo que se le considera el primer matematico de la
historia y el padre de la organizacién deductiva de la geometria, al propiciar el paso de la

geometria empirica propia de los egipcios y babilonios, a la geometria deductiva.

Thales es conocido por su famoso teorema el cual lleva su nombre, este es concebido como el
teorema fundamental de la proporcionalidad y se enuncia asi: “Si tres 0 mas rectas paralelas
cortan a dos transversales cualesquiera, los segmentos que determinan en una de ellas son

proporcionales a sus correspondientes de la otra transversal” (Londofio, 2006, p. 278).

Entre una de las anécdotas importantes que la historia relata sobre Thales, es la relacionada con
la prueba que le realizaron los sacerdotes egipcios, cuando le pidieron que estimara la altura de la
piramide egipcia, y él no solo la estimo sino que logré determinarla de manera exacta, clavando
un baston en la arena y con los rayos que el sol proyectaba sobre el baston calcul6 a través de
proporciones la altura de la pirdmide.
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h b

S a h: altura de la piramide
b: altura del baston
s: sombra de la piramide

h = bxs a: sombra del baston

a
b
a S

Medicién de la altura de la piramide

En el tiempo en que Thales determind la altura de la pirdmide, las mediciones que se realizaban
estaban representadas desde lo geométrico lo cual hacia que las relaciones proporcionales que se

establecian eran a través de la accion de comparar objetos geométricos.

También se le atribuye la proposicion “si dos triangulos son tales que dos angulos y un lado de
uno son iguales respectivamente a dos angulos y un lado de otro entonces los triangulos son
semejantes” (Collette, 1991, p. 74) que posteriormente serd llamado teorema de la semejanza de

triangulos.

Los descubrimientos hechos por Thales de Mileto constituyen el inicio del tratamiento de las
proporciones fundamentada en las relaciones geométricas, que serd retomada por varios autores

posteriores a Thales.
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2.2.1.2 Las proporciones desde los pitagoricos
Pitagoras de Samos nacié hacia 572 a.C. en Samos una cuidad jonica y murié en Metaponto
hacia 497 a.C., tenia unos cincuenta afios menos que Thales, en ocasiones se dice que fue

discipulo de éste.

Los pitagoricos fueron los primeros en analizar la nocion de numero y en establecer las
relaciones de correspondencia entre la aritmética y la geometria. Se les conoce por el teorema de
Pitagoras, el cual era concebido desde su aspecto geométrico como: en un tridngulo rectangulo el
area del cuadrado de la hipotenusa es igual al area del cuadrado del cateto méas el area del

cuadrado del otro cateto, la demostracion deductiva de este teorema fue hecha por Euclides.

Los pitagdricos propusieron una definicion de las proporciones aplicable solo a las magnitudes
conmensurables. En el libro VII de los Elementos de Euclides se encuentra la definicion que
posiblemente dio Pitagoras “Los niimeros son proporcionales si el primero es el mismo mdltiplo,
0 la misma parte, 0 las mismas partes del segundo que el tercero del cuarto” (Collette, 1991, p.

77).

Los pitagéricos también distinguieron la media aritmética, la media geométrica y la media

SN f . - - 12 8
armonica teniendo de esta un caso particular y es la proporcion musical Pyl

Las magnitudes inconmensurables fueron descubiertas por Hipaso de Metaponto discipulo de
Pitagoras, del que se dice fue expulsado del seno de los pitagdricos por dicho hallazgo. El

descubrimiento de las magnitudes inconmensurables fue dado a través de este caso particular.

42



Este triangulo rectangulo de catetos 1 e hipotenusa v/2, la cual no se podia representar como una
fraccion, representd para la historia el descubrimiento de las magnitudes no medibles o numeros

irracionales y una crisis para la teoria de las proporciones expuesta por la escuela pitagorica.

2.2.1.3  Antanairesis
A continuacion se enuncian los aspectos histdricos que permiten ampliar la nocion de proporcion
concebida por los griegos en la época de Euclides, estos aspectos son retomados por el

historiador Evans (1927)°.

En la época de Euclides existieron tres definiciones desconocidas por los griegos, dos de éstas

fueron dadas por Euclides:
Libro V, Definicién 5:

Se dice que una magnitud guarda la misma razén con una segunda que una tercera con una
cuarta, cuando cualesquiera equimultiplos de la primera y la tercera excedan a la par, sean
iguales a la par o resulten inferiores a la par, que cualesquiera equimultiplos de la segunda y la

cuarta, respectivamente y tomados en el orden correspondiente.

5 Traduccion realizada de: Evans, G. (1927) The Greek Idea of Proportion. The American Mathematical Monthly,
Vol 34, No. 7, pp. 354-357.
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Libro VII, Definicién 20:

Unos numeros son proporcionales cuando el primero es el mismo maltiplo, o la misma parte, o

las mismas partes, del segundo que el tercero es del cuarto.

La otra definicién segin Evans (1927) se encuentra en Aristoteles, él dice que “las areas y las

lineas tienen la misma antanairesis, la cual es la definicion de la misma razon” (p. 355).

Un te6logo Alexander de Aphrodisias, se encargé de explicar cualquier cosa que podria parecer
oscura en Avristételes; cuando abordo este asunto dijo “unas magnitudes son proporcionales a
otras cuando tiene la misma anthyphairesis,” y dio antanairesis como un sindnimo aristotélico.
La palabra anthyphairesis es usada por Euclides en un contexto diferente, y es traducido por

Heiberg y por Heath como “restar por turnos.” (Evans, 1927, p. 355)

Si se fuera a encontrar la medida de una linea sin “cortar la unidad por su razén,” como para
encontrar la longitud de la diagonal de un cuadrado unidad, necesariamente deberia procederse
como sigue: Suponga AB (Fig. 1) la diagonal, y AX el lado (unidad), lleve AX sobre AB y llame
X1 el corte de AB con X; X1B entonces resulta ser menor que AX, Yy el residuo de AX es usado para
una segunda medicion de AB, asi que X esta vez cae en Xo; y X2B, el residuo de AB, es de nuevo
también menor para contener el todo de AX, Xz siendo por lo tanto localizado sobre el tercer viaje
a lo largo de AB. Continuando de esta manera, sobre la séptima aplicacion de la unidad se tendra

un residuo méas que pequefio X7B; si se ignora eso se puede decir que ha cubierto la diagonal 5

veces al aplicar la unidad 7 veces. Asi él tendria que encontrar para V2 Ja aproximacion 7/5,

familiar a todos.
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Figura 1.
Ahora se tiene la “resta por turnos”; primero se resta la unidad de la diagonal; luego se resta el
residuo de la unidad, entonces ese residuo de la diagonal, luego es residuo de la unidad. También
se tiene el proceso involucrado en la Definicion de razones iguales de Euclides, se esta
comparando multiplos de la unidad con multiplos de la diagonal. Esto es como si AB (Figura 2)
fuera marcado sucesivamente sobre una linea, y entonces AX; asi que Bi, B2, Bs, ..., podrian
terminar multiplos de AB, y X1, X2, Xs, ..., podrian terminar multiplos de AX. La definicion de
Euclides practicamente dice, por tanto, que la razon de AB a AX es la misma como la razon de
otras dos magnitudes, digamos P y Q, si todas las medidas aproximadas de AB en términos de

AX son la misma como las medidas aproximadas de P en términos de Q.

' B
A L Bl IZ BI‘3 514 JBS
k P e | T T T ™
X, Xz X3 Xq Xs Xe Xy
Figura 2.

Esta manera de medir una linea con otra sugiere también el método dado por Euclides para
encontrar el maximo comdn divisor; y por tanto las aproximaciones sucesivamente obtenidas al
suponer cada residuo siguiente mas pequefio para ser cero son realmente los convergentes de la

fraccion continua en la cual la razon puede ser desarrollada.

5 Imagen tomada de (Evans, 1927, p. 356)
7 Imagen tomada de (Evans, 1927, p. 356)
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2.2.1.4  Eudoxoy las proporciones
Eudoxo de Cnido (408 a.C al 355 a.C) matemético y gedmetra. Entre sus mas valiosas
contribuciones se encuentra la teoria de las proporciones expuesta en el Libro V de los
Elementos de Euclides. “El descubrimiento de las magnitudes inconmensurables debid causar un
escandalo entre los griegos puesto que anulaba todos los esfuerzos anteriores por enunciar una

teoria de las proporciones compatible con las magnitudes generales” (Collette, 1991, p. 97).

En la definicién 5 del libro V de los Elementos de Euclides se enuncia la definicion de

proporcidn expuesta por Eudoxo.

La razon entre magnitudes es la misma, entre la primera y la segunda y entre la tercera y la cuarta,
si, de todo equimultiplo de la primera y de la tercera, y de todo equimdltiplo de la segunda y la
cuarta, los primeros equimdltiplos son mayores, iguales 0 mas pequefios que los Udltimos

equimaltiplos considerados en el orden correspondiente. (Collette, 1991, p. 97)

Para entender la definicion dado en el lenguaje retorico propio de esa época se retoma la

explicacion dada por Guacaneme (2012):

Sean Ay B segmentos, y C y D cuadrados, de los tamarfios indicados en la siguiente imagen:

A

B

C'.

D

Cuatro magnitudes geométricas homogéneas dos a dos®

& Imagen tomada de (Guacaname, 2012, p. 118)
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Construyamos los multiplos dos de A y C asi como los multiplos tres de B y D, obteniendo los

dibujos que se muestran a continuacion®:

muiltiplo dos de A

multiplo tres de B

multiplo dos de C

multiplo tres de D

Multiplos dos de A y C y multiplos tres de By D *°

Comparando ahora los tamafios del multiplo dos de A con el del multiplo tres de A y a la vez el
tamarfio del multiplo dos de € con el multiplo tres de D, se establece que el maltiplo dos de A “es
menor” que el multiplo tres de B y a la vez el multiplo dos de C “es menor” que el multiplo tres
de D, existiendo entonces la posibilidad de que A guarde con B la misma razon que C guarda

con D.

Si la comparacion de los multiplos de A y B arroja siempre el mismo resultado que la
comparacion de C y D (para los respectivos equimultiplos), entonces se confirmara que A

guarda con B la misma razon que C guarda con D.

°El mdltiplo dos no es otro que una magnitud del doble del tamafio que el de la inicial de referencia; de manera
analoga el maltiplo tres sera una magnitud del triple de tamafio que el tamafio de la magnitud inicial de referencia.
La construccion de los multiplos se puede hacer a través del uso de regla y compas.

19 Imagen tomada de (Guacaname, 2012, p. 118)

47



Ahora, si para ¢l ejemplo anterior se construyeran “los multiplos dos de A y C y los multiplos
cuatro de B y D se verifica que, si bien el multiplo dos de A “es menor” que el multiplo cuatro

de B, él maltiplo dos de C “es mayor” que el multiplo cuatro de D, como se observa en la

siguiente figura”

muiltiplo dos de A

multiplo cuatro de B

multiplo dos de C

multiplo cuatro de D

Muiltiplos dos de A y C y multiplos cuatro de By C 1!

Con este ejemplo se verifica que las cuatro magnitudes no satisfacen la definicién expuesta por

lo tanto A no guarda con B la misma razon que C con D.

Para determinar en el ejemplo anterior que las cuatro magnitudes no guardan la misma razén no

se necesitd saber cuél era la relacion o razénentre Ay B,y entre C y D.
Con esta teoria propuesta por Eudoxo, afirma Guacaneme (2012) que:

e Las razones son relaciones, pero no son nimeros ni se establecen entre nimeros, sino entre

tamafios de magnitudes geométricas homogéneas dos a dos.

1 Imagen tomada de (Guacaname, 2012, p. 118)
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e La proporcion no es una igualdad entre razones (y por tanto no es igualdad entre nimeros) ni
depende de estas, sino fundamentalmente del comportamiento relativo y correspondiente de

los multiplos de las magnitudes implicadas. (Guacaneme, 2012, p. 120)

Por lo que la obra expuesta por Eudoxo en los Elementos de Euclides constituye una teoria de las
proporciones aplicable a magnitudes conmensurables e inconmensurables que asocia la razon y

la proporcion con aspectos geométricos.

2.2.1.5  Arquimedes y las magnitudes conmensurables y no conmensurables
Arquimedes de Siracusa (287 a.C al 212 a. C) fue un matematico griego, el cual se destacé por
sus trabajos relacionados con las magnitudes conmensurables e inconmensurables, Arquimedes

aportd al campo de la matematica los axiomas de continuidad que se describen a continuacion.

Los axiomas de continuidad permiten, eligiendo una unidad lineal o segmento lineal, definir para
cada segmento, de manera unica un ndmero real llamado longitud del segmento (Axioma de
Arquimedes) y reciprocamente determinar la existencia de un segmento cuya longitud sea igual a

un namero real dado (Axioma de Cantor).

Axioma de Arquimedes

Sean AB y CD segmentos arbitrarios. Entonces sobre la recta AB existe un nimero finito de
puntos A4, 4, ..., A,, situados de manera que A, estaentre Ay A,, A, estaentre A; y A;, etc, tales
que los segmentos AA;, A4, ... A,_1A, son congruentes a CD y B esta entre A y A,.

(Guerrero, 2008, p. 110)
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A continuacién utilizando el axioma de Arquimedes, se analizar el proceso de mediciéon que

consiste en asignar un namero real a un segmento dado.

Sea AB cualquier segmento y €D un segmento que se fija arbitrariamente como unidad, al cual
se asigna como longitud el ndmero real uno. Sobre la semirrecta AB se van superponiendo
segmentos congruentes a CD de tal manera que se obtiene los puntos P;,P,,...,B,, Pyy1 Y €l

punto B estaentre A y P, q.

A 31 B2 Paa B Poa1

Puesto que AP, = CD,P,P, = CD,...,P,P .1 = CD entonces lo que se ha hecho es recubrir el
segmento AB utilizando un segmento unidad. Puede ocurrir que B, coincida con B y aqui el

segmento unidad estd en AB exactamente n veces.
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Entonces definimos la longitud del segmento AB como el nimero real n y terminamos el proceso
de medicion. Pero puede ocurrir que B, no coincida con B, en dicho caso B estard entre B, y

P,.1 Yy por lo tanto, la longitud del segmento AB estd comprendido entren y n + 1.

Pa B Pa

Si la longitud del segmento es a, entonces n < a <n + 1. Ahora bien, podemos seguir el
proceso de subdivisiones para aproximarnos cada vez mas a la medida de AB. Si g, es el punto

medio de B, P, (todo segmento tiene punto medio) puede ocurrir que:

1. g, coincida con B.

B
Pa Cll Paa
2. q,estéentre B,y B.
Pn ql B Pn—l
3. gyestéentre By P, ;.
Px B ql Pan
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. 1 . Y
En el primer caso a = n + 5 Yy termina el proceso de medicion.
1 . ..y
En el segundo caso n + > <a<n+ 1 Notermina el proceso de medicion.

1 . ..,
Eneltercercason <a <n+ > No termina el proceso de medicion.

Para los casos 2 y 3 se puede continuar el proceso tomando los puntos medios de g, Py,41 0 B,q;

segun donde se encuentre B. Puede ocurrir que B coincida con uno de estos puntos medios y en

1 1 ... 1 . .,
este casoa = n + > + 7 O biena =n+ - En caso contrario, el proceso continGa.

Mediante este proceso se obtiene, en cada paso, un valor mas proximo a la longitud de AB y
eventualmente puede obtenerse en un numero finito de pasos el valor exacto de dicha longitud.
Es posible demostrar que cuando el proceso se extiende indefinidamente, se obtiene el valor

exacto de la longitud AB.

El proceso que se ha descrito anteriormente se llama de MEDICION y el nimero encontrado es

la medida de AB, o la longitud de AB que denotamos por: m(AB) o0 AB.
Dicho proceso se precisa en la siguiente definicion:

Definicion: La medida de segmentos es una funcion que asigna a cada segmento un nimero real

no negativo, tal que:

1. Para el segmento CD, fijado arbitrariamente, m(CD) =1 (CD es llamado segmento

unitario).

2. m(AC) =m(A,B,) siysolosi AB = A,B, (dos segmentos son congruentes si y solo si

tienen la misma medida).
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3. SiBestaentre A y C entonces: m(AC) = m(AB) + m(BC).

A B C

4. m(AB) = 0 si ys0lo si A coincide con B.

Seguidamente, se presenta la demostracion del teorema que fundamenta el teorema de Thales.

Teorema 1

Toda recta paralela a uno de los lados de un triangulo y que corta a los otros dos lados, divide a

estos lados en segmentos proporcionales.

Como hipdtesis se tiene que:

e Larecta s es paralela al segmento BC en el triangulo ABC.

e L|larectascortaaABenEk.

/A
e Larectascorta AC enF. / \,\
y. AN
/ i R‘\ >
Y como tesis se tiene que: / N\
\
AN :
AE  AF £ SN

EB FC

Para llegar a la tesis existen dos posibilidades:
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1. SiAE'y EB son conmensurables, entonces:

AE m . 0 0
— = — con m>0y n>
5B - D y

Esto significa que existe un segmento unitario AO que est4 contenido m veces en AE y n veces

en EB.

Subdividiendo los segmentos AE y EB en m y n Ssegmentos congruentes y se traza por el

segmento de cada uno, una recta paralelaa AC.

El teorema 6.7: “si tres o mas rectas paralelas determinan Segmentos congruentes sobre una
transversal, determinan segmentos congruentes sobre cualquier transversal” (Hemmerling, 1986,
pag. 215), permite concluir que los segmentos determinados por esta recta sobre AC son

congruentes.

Por lo tanto:

AF = m(A0) y FC = n(A0)
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AF m
Dedonde, — = — (2).
FC n

De 1y 2 se concluye que:

AE _ AF
EB  FC

. AE .
2. Si AE y EB no son conmensurables, entonces B no pertenece a los Q (conjunto de
nameros racionales).

Como consecuencia de los axiomas de continuidad (en particular del Axioma de Arquimedes) se

puede dividir el segmento BE en k segmentos congruentes, esto es:
BE = k(00) (3)
00’: Segmento congruente a cada uno de los k.

Se toma sobre AE el maximo numero posible de segmentos de medida igual a 00’ en

consecuencia:
EA =n(00)+ WA (4), ahoracon WA < 00’ (5)

Se traza por W una recta paralela a BC la cual interseca a AC en el punto W". En dicha recta esta

contenido el segmento WW"

De 3y 4 setiene que: WA < %




W A puede hacerse tan pequefio como se quiera al aumentar el valor de k.

En consecuencia si k aumenta indefinidamente cuando WA tiende a cero, y por tanto, W'y W~

tienden a coincidir con A, y se tiene de esta forma, a partir de 3 y 4:

BE = k'(00’) y EA =n(00’) de donde,

S
| &

nl
k,
Y tomando nuevamente lo establecido en el caso 1.

Se concluye que:

AE _ AF
EB  FC

2.2.2 Teorema fundamental de la proporcionalidad
El teorema de Thales o teorema fundamental de la proporcionalidad, se le atribuye a Thales de
Mileto, dicho teorema estd fundamentado en el establecimiento de relaciones proporcionales
entre segmentos, aspecto que es retomado desde lo geométrico y que es el foco de interés del
presente estudio. Como consecuencia de éste, se desprenden otros teoremas que se usan en la

solucion de diferentes problemas geométricos.
A continuacion, se expondra la demostracion de dicho teorema, cuyo enunciado es:

“Si tres o mas rectas paralelas cortan a dos transversales cualesquiera, los segmentos que
determinan en una de ellas son proporcionales a sus correspondientes de la otra transversal”

(Londofio, 2006, p. 278)
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Por hipdtesis se tiene que:

e Larectatytl son secantes a lasrectas [, [1y [2.

e Lasrectas [, [1y (2 son paralelas.

Y como tesis se tiene que:

Por construccion auxiliar, se traza por el

punto B, una recta s1 paralela a la recta t.

Por lo tanto los puntos H e I son los
interceptos de la recta s1.Y los puntos E
y F son los interceptos de la recta t1

entonces:

BH BE
— = — (1) por el teorema 1.
HI EF

AC _ BE
CD EF

1
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Por construccion auxiliar, se traza por el punto A, una recta s paralela a la recta t1 (Por

existencia de la paralela Unica). Por lo tanto los puntos J y K son los interceptos de la rectas.

Y los puntos C y D son los interceptos de la recta t, entonces:

AC _ AJ
> Ik (2) por el teorema 1.

Ahora en el triangulo AMB por teorema 1, se tiene que:

A] _ BH
T H,(3)

Luego por transitividad entre 2y 3

AC  BH
o= E(‘L)

Y por transitividad entre 1 y 4, se concluye que:

AC _ BE
CD  EF

Seguidamente, se presentan algunos ejemplos de situaciones que se resolvieron haciendo uso del
teorema de la proporcionalidad, donde se puede observar que las relaciones proporcionales no

solo estan asociadas a valores numéricos?2.

12 as imagenes son elaboradas por la docente investigadora, utilizando el software GeoGebra 4.0.
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e Dividir un segmento AB en un nimero cualquiera de partes iguales.

i

e Dividir unarecta AB en partes proporcionales a dos segmentos dados a y b
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e Construccion del cuarto segmento proporcional a tres segmentos dados.

2221 Razones y proporciones entre segmentos
El concepto de razdn, desde la revision hecha en libros de texto de la béasica primaria y
secundaria, ha sido ensefiado, usualmente desde lo numérico, como el cociente entre dos
cantidades, asi, la expresion a es a b ha sido concebida como a dividido b, lo cual es una
manera algoritmica de entender la razon pues solo se hace desde su contexto numérico. Segun

Freudenthal (1983) desde un contexto fenomenoldgico la razon esta definida como:

“Una relacién de equivalencia en el conjunto de los pares ordenados de numeros (o valores de
magnitud), indicada formalmente por ...a:b = c:d, si el par [a, b] es equivalente al par [c,d]”

(Freudenthal, 1983, p. 180).

En esta definicion dada por Freudenthal, la razon no se concibe desde su contexto numérico sino

que se fundamenta en sus raices geométricas que deben ser el inicio para el trabajo con las
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razones Yy las proporciones, como lo plantea Guacaneme (2002) se debe respetar “la naturaleza y
esencia de la razon (en tanto relacion o pareja) y de la proporcion (en tanto equivalencia entre
razones o relacion entre relaciones)... sin que estos conceptos sean contaminados con la idea de

numero ni de medida” (Guacaneme, 2002, p. 40).

Para lograr los objetivos de investigacion se aborda el concepto de proporcionalidad a partir de
las relaciones proporcionales que se establecen entre segmentos, para esto se retoman las
siguientes definiciones propuestas para el concepto de razon entre segmentos y de segmentos

proporcionales.

e “Unarazon es una cantidad abstracta que nos indica el nimero de veces que una cantidad
contiene a otra” (Londofio, 2006, p. 272).
e “Dos segmentos son proporcionales a otros dos cuando la razon de las medidas de los dos

primeros es igual a la razon de las medidas de los otros dos” (Londofo, 2006, p. 272).

Es importante tener en cuenta las distintas definiciones en torno al concepto de razon y
proporciéon para comprender que el origen de estas nociones y su constructo epistemolégico
provienen del area de la geometria, por lo tanto, la propuesta de intervencion esta construida

considerando su componente visual geométrico.

2.2.2.2 ¢ Por qué segmentos proporcionales?
Considerar el aspecto geométrico de los segmentos proporcionales posibilita el logro de los
objetivos de investigacion, porque los estudiantes del grado quinto, segun el MEN (2006), deben
haber abordado el concepto de segmento, el cual es necesario para el desarrollo de la entrevista.
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Ademas, segun las raices historicas del concepto de proporcionalidad, éste tiene sus origenes en
el teorema de Thales o teorema fundamental de la proporcionalidad que basicamente establece
relaciones proporcionales entre los segmentos que resultan de cortar dos 0 mas rectas paralelas
por rectas secantes y finalmente, porque los segmentos proporcionales son una componente

visual geométrica requerida para usar el modelo educativo de van Hiele.

2.2.2.3  Relaciones proporcionales entre segmentos
El mecanismo visual geométrico por el cual se llega a establecer la proporcionalidad entre
segmentos, es a través de la comparacion entre sus tamafios'®. Para iniciar un proceso de
razonamiento que permita establecer el concepto de razén entre segmentos que son
conmensurables, primero se determina la razén para un segmento dividido en dos partes
iguales!®, luego para tres partes iguales, hasta k partes iguales. A continuacion se muestra el

proceso de razonamiento, que se llevd a cabo en el presente trabajo de investigacion.

Division de un segmento en dos partes iguales:

La razon entre el AC y AB es % y larazén entre el AB 'y AC es 2.

13 Este estudio emplea este término ya que es utilizado por los estudiantes de este nivel de escolaridad de manera
intuitiva, para referirse a la longitud o magnitud del segmento.

14 Este término se asocia a los conceptos de congruencia y equivalencia, dado que el estudiante de este nivel no se ha
familiarizado con este tipo de conocimiento.
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AB

ac” 2

Division de un segmento en tres partes iguales:

o

]

La razon entre el AC y AB es % y larazén entre el ABy AC es 3.

AC 1
AB 3
AB_3
AC

Division de un segmento en cuatro partes iguales:

L
o
L
]

La razén entre el AC y AB es i y larazén entre el AB y AC es 4.

AC 1
AB 4
AB_4
AC

De manera general, el proceso de division de un segmento en K partes iguales:

oQ

L
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La razén entre el AC y AB es % y larazon entre el AB y AC es k.

AC 1
AB k
AB_k
AC

De la misma manera como se inicia el proceso de razonamiento para el concepto de razon,
también, se realiza para el concepto de proporcionalidad, pero dividiendo dos segmentos de

diferentes tamarios e incurriendo en un proceso de comparacion entre ellos.

Divisién de dos segmentos de diferentes longitudes en dos partes iguales:

L ]
oQ

AF 1 AE 1 AF AE

R= Eyﬁ= E porlotanto R= E

Division de dos segmentos de diferentes longitudes en tres partes iguales:

AF _1 AE_1 . . AF _AE
AC 37 ap~ zportotanto = g
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Division de dos segmentos de diferentes longitudes en cuatro partes iguales:

AF_1 AE_1 . AF_AE
AC a2 ap~ ppertetanto~rr= 1B

Divisién de dos segmentos de diferentes longitudes en K partes iguales:

A . K C

—o—@

AE_1 AF_ 1 . AE_ AF
AB_ kY Aac_ gPorcotanto 4B T Uc

2.2.2.4  Transitividad entre segmentos
Al abordar el concepto de proporcionalidad desde las relaciones proporcionales entre segmentos,
es crucial abordar la propiedad transitiva. Esta propiedad estara implicita a lo largo de la
entrevista de tal manera que los estudiantes elaboren sus razonamientos, afirmaciones o

planteamientos.

Para determinar el nivel de razonamiento, a continuacién se enuncia un bloque de preguntas de la

entrevista realizada a los estudiantes, éstas estan relacionadas con los segmentos divididos en tres
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partes iguales, en las que se pretende que en los razonamientos de los estudiantes exista un uso

implicito de ésta propiedad.

¢Cuéntas veces debes utilizar el AC para formar un AB?

Sera que ¢con tres CD se forma un AB? ¢Por qué?

Para formar un AB ;Cuéntos DB se necesitan?

En este caso, la propiedad transitiva le permite al estudiante reconocer que al tener segmentos de

igual tamafio, la razon del segmento AB con respecto al segmento AC, CD y DB sera la misma.

2.2.2.5 Razones internas y externas entre segmentos

Una razon interna es aquella que esta formada dentro de un mismo sistema, por ejemplo:

Dado el triangulo ABC vy el triangulo ADE, las razones internas que se establecen en estos

triangulos son: .

e
AD _AB S /‘
ED CB /
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Las razones externas estan formadas entre dos sistemas, por ejemplo:

En el tridngulo ABC vy el tridngulo ADE las razones externas que se establecen en estos
triangulos son:

AD ED

AB  CB
En esta Gltima proporcion, las razones externas surgen del intercambio de los medios de una
proporcién, denominada propiedad fundamental de las proporciones. Este cambio de medios le
exige al estudiante un nivel avanzado de razonamiento, que debe ser tratado con cuidado de tal
manera que el estudiante sea consciente del paso de una razén interna a una razon externa y no

como una simple aplicacion de una propiedad.

Para el establecimiento de los segmentos proporcionales, el guion de entrevista propuesto solo
retoma las razones internas, debido a que determinar el nivel de razonamiento en el contexto de
las razones externas implica unos mecanismos de visualizacion mas complejos el cual seria

entonces el proposito de otra investigacion.

2.2.3 Aplicaciones del concepto de proporcionalidad en otros contextos geométricos
A continuacion, se presentan algunas aplicaciones del concepto de proporcionalidad, teniendo en

cuenta el aspecto visual geométrico correspondiente.
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2.2.3.1  Contexto geométrico de rectdngulos
En esta aplicacion se hace explicito el mecanismo de visualizacién geométrico propuesto para la
divisién de segmentos, pero ahora la divisién corresponde a un rectangulo, cuyos rectangulos
resultantes de la division de este quedan con tamafios iguales. De manera similar como se
establecio la razon y la proporcion para los segmentos divididos en dos, tres, cuatro y hasta k
partes iguales, se realiza el proceso para el rectangulo dividido en dos, tres, cuatro y hasta k
partes iguales. Estableciéndose la razon para este caso como la comparacion entre los tamafios

resultantes de la division del rectangulo.

A continuacion, se presenta de forma gréfica la aplicacion propuesta para el concepto de

proporcionalidad.

e Division del rectdngulo ABCD en dos partes iguales:

La razdn entre el tamafio del rectangulo ABCD con respecto al tamafio del rectangulo AEFD es 2

y la razon entre el rectangulo AEFD con respecto al rectangulo ABCD es %
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e Division del rectangulo ABCD en tres partes iguales.

La razén entre el rectangulo ABCD con respecto al rectangulo AEFD es 3 y la razon entre el

rectangulo AEFD con respecto al rectangulo ABCD es §

e Division del rectangulo ABCD en k partes iguales

A k B
[

D c
"0

La razon entre el rectdngulo ABCD con respecto al rectangulo AEFD es k y la razon entre el

rectangulo AEFD con respecto al rectangulo ABCD es %

Ahora, mediante una secuencia de visualizacion geométrica, se mostrara las relaciones

proporcionales que se pueden establecer desde alli.
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e Division del rectdngulo ABCD y EHGF en dos partes iguales.

La razon entre el rectangulo ABCD con respecto al rectdngulo AIJD es 2 y la razén entre el
rectingulo EHGF con respecto al rectangulo EKLF es 2, por lo tanto, existe una relacion

proporcional entre las magnitudes de los rectangulos.

e Division del rectangulo ABCD y EHGF en tres partes iguales.
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La razon entre el rectangulo ABCD con respecto al rectangulo AIJD es 3 y la razén entre el
rectingulo EHGF con respecto al rectangulo EKLF es 3, por lo tanto, existe una relacion

proporcional entre las magnitudes de los rectangulos.

e Division del rectangulo ABCD y EHGF en k partes iguales.

A - K B
E Lk H
— L
D C F G
—0 —0

La razdn entre el rectangulo ABCD con respecto al rectangulo AIJD es k y la razén entre el
rectangulo EHGF con respecto al rectangulo EKLF es k, por lo tanto, existe una relacién

proporcional entre las magnitudes de los rectangulos comparados.

2.2.3.2  Contexto geométrico de triangulos equilateros
Este caso es similar al anterior, solo varia la secuencia de divisiones que se le realiza al triangulo
equilatero, para que éste quede dividido en partes iguales. La razon se obtiene comparando los

triangulos equilateros resultantes de la division, como se muestra a continuacion:
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e Division del triangulo equilatero ABC en cuatro partes iguales

La razones entre el tridngulo ABC con respecto al tridngulo ADE es 4 y la razon entre el

triangulo equilatero ADE con respecto al tridngulo ABC es % .

e Division del triangulo equilatero ABC en dieciséis partes iguales

La razones entre el triangulo ABC con respecto al tridngulo AIH es 16 y la razon entre el

triangulo AIH con respecto al triangulo ABC es % .

Este mecanismo continta hasta presentarle al estudiante el caso del tridangulo equilatero dividido
en k partes iguales siendo k = 4™. Igualmente se dividen dos triangulos de diferentes

magnitudes para establecer entre estos las relaciones proporcionales presentes alli.
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e Division del triangulo equilatero ABC vy el triangulo equildtero PQR en cuatro partes

iguales.

Las razones entre el triangulo ABC con respecto al triangulo ADE es 4 y la razon entre el
triangulo PQR con respecto al triangulo PUT es 4, por lo tanto, existe una relacion proporcional

entre las magnitudes de los tridngulos equilateros comparados.

e Division del triangulo equilatero ABC vy el tridngulo equilatero PQR en dieciséis partes

iguales.
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Las razones entre el triangulo ABC con respecto al triangulo AIH es 16 y la razén entre el
triangulo PQR con respecto al triangulo PZW es 16, por lo tanto, existe una relacién

proporcional entre las magnitudes de los triangulos comparados.

Asi mismo, se establecen las razones para un triangulo equilatero dividido en k partes iguales
siendo k = 4™ y la razon para ambas comparaciones, estableciéndose la respectiva relacion

proporcional.

2.2.3.3  Contexto geométrico de cubos
Para el cubo también se puede establecer las relaciones proporcionales basadas en el mecanismo
visual geométrico propuesto, en este caso, para establecer las razones correspondientes se

comparan las magnitudes de los cubos siguiendo el proceso enunciado a continuacion:

e Division de un cubo en ocho partes iguales.

N

N

74



La razdn entre el cubo grande con respecto a uno de los cubos pequefios es 8 y la razon entre uno

~ 1
de los cubos pequefios con respecto al cubo grande es 3

e Division de un cubo en sesenta y cuatro partes iguales.

La razdn entre el cubo grande con respecto a uno de los cubos pequefios es 64 y la razon entre

~ 1
uno de los cubos pequefios con respecto al cubo grande es e

Finalmente, se dividen en la misma cantidad de partes iguales, dos cubos de diferentes
magnitudes y a través de comparaciones entre las magnitudes de los cubos y el niUmero de veces
que un cubo estd contenido en otro se establecen las razones correspondientes, para

posteriormente establecerse las relaciones proporcionales respectivas en este contexto.
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3. DISENO DE LA ENTREVISTA DE CARACTER SOCRATICO

Este capitulo presenta tres aspectos, el primero, las caracteristicas generales que se tienen en
cuenta para disefiar un guion de entrevista de caracter socratico, el segundo, muestra el
instrumento utilizado con los estudiantes en el presente estudio y por ultimo, se describe la

intencionalidad de las preguntas en relacion con el modelo educativo de van Hiele.

3.1 Generalidades del guion

La entrevista de caracter socréatico ha sido utilizada para identificar el nivel de razonamiento que
tienen los estudiantes con respecto a un concepto matematico en el contexto del modelo de van
Hiele, y es el principal instrumento utilizado en las investigaciones desarrolladas por: Jurado y
Londofio (2005), Santa (2011), Londofio (2011) entre otros. La entrevista se caracteriza por ser
semiestructurada, de guion abierto, ademas, se fundamenta en un dialogo de carécter socratico
donde sus preguntas son disefiadas de manera que puedan tener un apoyo visual, lo cual hace

referencia a las representaciones geométricas del objeto de estudio.

Este tipo de entrevista tiene una doble intencionalidad, por un lado, permite identificar el nivel
de razonamiento de un estudiante en relacion a un concepto matematico especifico, y por otro
lado, se convierte en una experiencia de aprendizaje que ayuda al estudiante a progresar en su
nivel de razonamiento a medida que va desarrollando la entrevista. Cada pregunta debe estar

disefiada de tal manera que permita la reflexion y la reorganizacion de las ideas, y al mismo
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tiempo las asociaciones entre los conocimientos matematicos, que para el presente estudio estan

asociadas a las relaciones proporcionales entre segmentos.

3.2 Decalogo para el disefio de una entrevista de caracter socratico
A continuacion se presentan diez caracteristicas que se han tenido en cuenta en el desarrollo de
otras investigaciones similares y han sido un soporte fundamental para lograr el disefio de una
entrevista de caracter socratico, permitiendo determinar de manera aproximada el proceso de
razonamiento seguido por un estudiante en el momento mismo de enfrentar el estudio y
comprension de un concepto objeto de estudio como fase previa a la formalizacion del mismo.

(Jaramillo, et al. 2012).

3.2.1 Intencionalidad de la entrevista
El entrevistador debe conocer los objetivos que debe lograr el estudiante en el desarrollo de la
entrevista, con el fin de que en el desarrollo mismo de la entrevista se pueda detectar el nivel de
razonamiento en el que se encuentra. Es importante que el entrevistador tenga claridad de los
conceptos que estan presentes en la red de relaciones, pues algunos de estos conceptos no son
explicitos, y no se puede desviar el propdsito de las preguntas, el cual es identificar el nivel de

razonamiento con respecto a las relaciones proporcionales entre segmentos.
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3.2.2 Ellenguaje
El lenguaje que se utiliza durante toda la entrevista debe tener en cuenta el vocabulario que
comunmente emplea el estudiante, en tanto que debe ser un lenguaje que permita expresar la
fluidez de sus razonamientos iniciales, sin embargo, durante el desarrollo de la entrevista el
lenguaje se va modificando o ampliando al igual que la red de relaciones, lo que permite que éste
sea mas refinado a medida que avanza en su nivel de razonamiento. Dado lo anterior, el lenguaje
es un aspecto que se tiene en cuenta dada la informacion que proporciona en cuanto al proceso
de razonamiento realizado por el estudiante; por un lado, el investigador logra identificar el nivel
de razonamiento en que se encuentran los estudiantes y por otro, hacer seguimiento a la red de

relaciones que el estudiante modifica o amplia a través de la entrevista.

3.2.3 Los conceptos bésicos
Las preguntas iniciales que el entrevistador formula, tienen como propdésito determinar si el
estudiante reconoce adecuadamente los conceptos o propiedades basicas relacionadas con el
objeto de estudio. Especificamente en el presente estudio, determinar si se encuentra en un nivel

de razonamiento superior al nivel 0.

3.2.4 Las experiencias previas del entrevistado
Se debe tener presente que el entrevistado posee algunos conocimientos matematicos
relacionados con el objeto de estudio, por lo tanto, es importante que existan preguntas que
involucren situaciones de su cotidianidad que le permitan exhibir ese tipo de conocimientos

previos. Van Hiele (citado por Jaramillo et al. 2012) plantea que “En el primer nivel es en el
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nivel en que los estudiantes piensan en su vida cotidiana, en el cual ellos tienen sus experiencias
y toman sus decisiones”, por lo tanto, para van Hiele las experiencias previas estan en

correspondencia con las caracteristicas del nivel 1 de razonamiento.

3.2.5 Eldialogo inquisitivo
El entrevistador establece un dialogo inquisitivo durante toda la entrevista con la intencién de
propiciar en los estudiantes razonamientos discursivos y que éste, a traves de este proceso de

interaccion, exhiba sus razonamientos.

Otra caracteristica del dialogo inquisitivo es que no hay una ensefianza directa del entrevistador
al entrevistado solo se le orienta con preguntas y cuestionamientos de tal manera que tenga la

oportunidad de elaborar y refinar sus razonamientos.

3.2.6 La movilizacion del pensamiento
Durante la entrevista es necesario hacer la misma pregunta varias veces, con la intencién de que
en un primer momento, el estudiante razone sobre dicho concepto y, en un segundo momento,
tenga la posibilidad de brindar una mejor respuesta y evidenciar un razonamiento mas amplio y
profundo del concepto en cuestién. Por lo tanto, se pretende que, en el transcurso de la entrevista
el estudiante haga conjeturas y modifique, en caso de ser necesario, las ideas erréneas que tenga
sobre dicho concepto o sobre sus propiedades y de igual manera avance en su nivel de

razonamiento.
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3.2.7 El aporte de informacién
El aporte de informacion brinda al estudiante definiciones de nuevos conceptos, relaciones con
otras ideas afines o ampliacion del vocabulario, permitiéndole realizar razonamientos mas
elaborados y modificar o ampliar su red de relaciones. Los aportes de informacion en ningln
caso deben conducir a explicaciones o ensefianzas, sino, a precisar el lenguaje relacionado con el

concepto o sus correspondientes propiedades.

3.2.8 La problematizacion de las ideas
Hay preguntas que pondran al entrevistado en un estado de contradiccion, de confrontacién o de
conflicto interno; con la intencion de que éste reflexione sobre los razonamientos desarrollados
hasta el momento en relacion al concepto. Algunas veces, lo realizara de manera autbnoma, en
otros casos, requerird de la ayuda del entrevistador para modificar o ampliar su estructura de
pensamiento. El entrevistador debe propiciar actividades para que el estudiante confronte sus

razonamientos y lo modifique, en caso de ser necesario, hacia uno mas elaborado.

3.2.9 El paso por los tres momentos
Durante la entrevista el estudiante pasa por tres momentos, el primero creer saber la respuesta a
las preguntas, el segundo darse cuenta a través de las mismas preguntas de sus carencias o que no
sabe y por ultimo confrontar sus razonamientos para refinarlos, mejorarlos o avanzar en el nivel

de razonamiento.
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3.2.10 La red de relaciones
El guion de entrevista debe estar disefiado previamente, con la intencion de que el estudiante
modifique o amplié su red de relaciones. Sin embargo, cabe anotar que este disefio es valido
siempre y cuando sea ajustado o refinado luego de ser sometido a prueba en un grupo de
estudiantes. Por otra parte, la red de relaciones del estudiante puede evidenciarse mediante el
lenguaje verbal o grafico usado en sus razonamientos para construir relaciones o conexiones, en

el transcurso de la entrevista.

3.3 Mecanismo utilizado en el guion de entrevista
Para el estudio de un concepto matematico enmarcado en el modelo de van Hiele se deben
distinguir dos fases: “i) el establecimiento intuitivo de un mecanismo que al implementarlo le
sirva al alumno para elaborar su razonamiento, ii) la formalizacion algebraica de ese mecanismo”
(Jaramillo y Campillo, 2001, p. 73). A continuacion, se muestra un esquema construido por
Jaramillo y Campillo (2001) donde se describe el proceso de razonamiento que posibilita el

mecanismo que se emplee y la relacién que existe con los niveles de razonamiento.

Entrega de
informacién

Uso implicito
del mecanismo

Uso explicito
del mecanismo

Formalizacion
del mecanismo

Verbalizacion
del

“A lo largo de la prueba, al alumno se le dota de un mecanismo que le permitira razonar acerca
del concepto objeto de estudio” (Jaramillo y Campillo, 2001, p. 73). Teniendo en cuenta lo
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anterior, el guion de entrevista de caracter socratico disefiado utiliza como mecanismo para el
razonamiento la visualizacion geométrica mediante la division de segmentos, para lo cual el
proceso seguido es: primero se divide un segmento en dos partes iguales, luego en tres partes
iguales, cuatro partes iguales, hasta k partes iguales, con la intencion de que el estudiante logre
establecer la razén entre segmentos a través de la comparacion entre sus longitudes.
Posteriormente, se toman dos segmentos de diferentes longitudes y se dividen ambos en dos
partes iguales, tres partes iguales, cuatro partes iguales, hasta k partes iguales, lo que puede
permitir que el estudiante la reconozca, mediante la accion de comparar en primera instancia la
razén entre dos segmentos dados y luego determine la proporcionalidad entre estos segmentos,
mediante la identificacién de la equivalencia de las razones que establece en el proceso de

razonamiento implicito en la entrevista.

3.4 Guion de entrevista para las relaciones proporcionales entre segmentos
Este guion de entrevista esta disefiado de tal manera que se modifique o amplie la red de
relaciones del estudiante, en torno a las relaciones proporcionales que se establecen entre
segmentos. Algunos de los conceptos que intervienen en esta red de relaciones son: linea recta,

segmento, razén y proporcion.

A continuacion se presenta el guion de entrevista refinado, con el propésito de orientar un
didlogo con los estudiantes del grado quinto de la Institucion Educativa Antonio Roldan
Betancur. Este fue el principal instrumento utilizado en el presente estudio con la intencion de

caracterizar el proceso de razonamiento que exhiben estos estudiantes.
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GUION DE ENTREVISTA DE CARACTER SOCRATICO PARA LA NOCION DE

PROPORCIONALIDAD EN EL MARCO DEL MODELO DE VAN-HIELE

Nota para el estudiante: Las siguientes preguntas estan disefiadas para que respondas de forma
sincera y teniendo en cuenta tus conocimientos sobre el tema. Es posible que para algunas

preguntas no conozcas una respuesta, sin embargo, intenta manifestar tu opinion al respecto.

1. Considera las siguientes representaciones de lineas rectas y lineas curvas ¢ Cuéles crees

que son una representacion de lineas rectas?
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/ Aporte de informacién 1 \

Un segmento de recta es una porcion de linea recta que une a dos puntos, en este

caso los puntos Ay B.

A B

Los segmentos se simbolizan asi: AB

. /

2. Enlasiguiente representacion de linea recta, marca un segmento

3. Enlaanterior recta ¢Podrias marcar mas segmentos? De ser posible, marca otros

4. Simboliza los segmentos que observas.
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5. Divide el siguiente AB por su punto medio.

El punto que ubicaste como punto medio del segmento AB lo llamaremos C. ;C6émo es el

tamafio del AC con respecto al tamafio del CB? (mayor, menor o igual)

6. ¢Cudntas veces debes utilizar el AC para formar un AB?

7. ¢Se puede afirmar que con dos CB se forma un AB? Explica tu respuesta.
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Aporte de informacién 2

Una razon nos indica el nimero de veces que una cantidad contiene a otra.

En el caso anterior el segmento AB es dos veces el AC. Es decir, larazon entre el AB 'y

él AC es dos.

8. ¢Como es el tamafio del AC con respecto al tamafio del AB?

9. Y ¢;C6mo es el tamafio del segmento CB con respecto al tamafio del AB?
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Aporte de informacion 3

Cuando expresamos la razdén con un nimero menor que uno, se simboliza como una

fraccion. Es decir, cuando la razon entre dos segmentos es la mitad, se simboliza como 7

10. ¢ Cual crees que es la razén del segmento AC con respecto al AB?

11. Ahora divide el AB en tres partes iguales.

Si los dos puntos que marcaste los llamamos C y D ;C6émo es el tamafio del segmento AC con

respecto al tamafio del CD y el DB?
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12. ;Cuéntas veces debes utilizar el segmento AC para formar un AB?

13. Sera que ¢con tres segmentos CD se forma un AB? ;Por qué?

14. Para formar un segmento AB ;cuantos DB se necesitan?
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15. ;C6mo es el tamafio del segmento AC con respecto al tamafio del AB?

16. Y ¢como es el tamafio del segmento CD con respecto al tamafio del AB?

17. ¢El segmento DB es un % del AB? ¢por qué?
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Aporte de informacion 4

La razon se expresa simboélicamente como = 3 6AB: AC y se lee como AB

Al

— AB _— —
es a AC. Ejemplo: ST 3 6 AB: AC= 3 lo que indica que el segmento AB con
respecto al AC es igual a 3.

AC

1
O también se puede expresar como 5 3 6 AB: AC=

w|,.;

, 1o que indica que el

— — 1
segmento AC con respecto al ABes igual a 3

18. Ahora dividimos el segmento AB en cuatro partes iguales. ;C6mo es el tamafio del

segmento AC con respecto al tamafio del CD, DE y EB?

L
L]
L ]
o
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19. ¢ Con cuantos segmentos AC se forma un AB? Simboliza tu respuesta como una razén

entre segmentos.

L ]
o

L
o
L ]

20. ;Cémo es el tamafio del segmento AB con respecto al tamafio del CD ?

L ]
o]
L ]
o
L ]

. . . . . A .
21. Teniendo en cuenta la siguiente figura, ¢es correcto afirmar que = = 5? ¢Por que?

L ]
Lo
L ]

L]
L ]
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22. ;Cémo es el tamafio del segmento AB con respecto al tamafio del EB ?

L ]
o]
L ]
o

23. ;Como es el tamafio del segmento AC con respecto al tamafio del AB?

L ]
o]
L ]
o

24. ;Como es el tamafio del segmento CD con respecto al tamafio del AB?

L ]
Lo
L ]
L]
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. DE 1 .
25. Es correcto afirma que: — = . ¢por que?

L
o
L
L]
L ]

26. ;Como es el tamafio del segmento EB con respecto al tamafio del AB?

L
o
L
o
L ]

27. Si se dividiera el segmento AB en cualquier cantidad de partes iguales y ese cualquier

cantidad de partes lo representamos con la letra k, sen cuéntas partes dividimos el

segmento AB?

L ]
oQ
L]
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28. Si se ubicara el segmento AC fuera del AB, ;cul es la razén del segmento AB con

respecto al AC?

29. ;Como crees que seria la razén entre el segmento AC y el AB?

L]
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30. Si dividiéramos ambos segmentos por su punto medio como se muestra en la ilustracion.
¢Como es la razén del segmento AF con respecto al AC ? y ¢Cémo es la razén del

segmento AE con respecto al AB ?

A F C
*—0o—=9
A E B

31. ¢Como son las razones que obtuviste de las comparaciones de los segmentos?

/ Aporte de informacion 5 \

Dos segmentos son proporcionales a otros dos segmentos cuando las razones entre

sus segmentos son iguales.

. AC AB AC A
Enel caso anterior = = 2y =— = 2 por lo tanto—= =
AF AE AF A

k Y se lee AC es AF como AB esa AE /

>

S
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32. Si dividimos ahora ambos segmentos en tres partes iguales, ;como es la razén del

segmento AF con respecto al AC ?' Y ¢Como es la razén del segmento AE con respecto al

AB?

[ ]
o
o
[ ]

33. ¢ Los segmentos anteriores son proporcionales? ¢Por qué?

34. Tenemos los segmentos AC y AB ambos divididos en cuatro partes iguales, ,como es la
razén del segmento AF con respecto al AC ? y ;como es la razén del segmento AE con

respecto al AB ?

L ]
o
L]
L]
L ]
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35. ¢Los segmentos anteriores son proporcionales? ;Por qué?

36. Si dividiéramos ambos segmentos en k partes, ,cémo es la razén del AE con respecto al

AB ?y ;c6mo es la razon del AF con respecto al AC ?

A -~ K cC
—o—9

A - K B

. AF _ AE .
37. Es correcto afirmar que === ¢Por qué?
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3.5 Consolidacion de los descriptores de nivel
A continuacion se presentan los descriptores de nivel, disefiados previamente y posteriormente
en el transcurso del trabajo de campo, se fueron refinando a través de las entrevistas de caracter
socratico hasta lograr una version mas elaborada acorde a la experiencia vivida con los
estudiantes participantes del estudio. Por lo tanto, se puede afirmar que estos descriptores
caracterizan los razonamientos que exhiben los estudiantes del grado quinto de la I. E. Antonio

Roldan Betancur, con respecto al concepto objeto de estudio.

Nivel 0. Predescriptivo

En este nivel se indaga por el reconocimiento de los conceptos de linea recta, segmento y sus

respectivas representaciones.

0.1 Identifica y diferencia una linea recta de una linea curva.

0.2 Representa graficamente segmentos de recta.

Nivel 1. De reconocimiento visual

El estudiante indaga mediante la accién de comparar, acerca de las diferencias o similitudes de

los tamafios de los segmentos para determinar, de manera intuitiva, la razén entre ellos.

1.1 Representa simbdlicamente segmentos de recta.
1.2 Identifica la igualdad entre los tamafios de los segmentos.

1.3 Reconoce el nimero de veces que un segmento esta contenido en otro segmento.
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Nivel 2. De andlisis

En este nivel, el estudiante establece la razén entre dos segmentos, a través de la comparacion
entre sus longitudes. Es decir, el proposito es establecer el nimero de veces que un segmento
contiene a otro dado, de igual manera percibe que dado un segmento este puede contener a su
vez un nimero dado de segmentos de menor longitud, logrando asi identificar caracteristicas
relacionadas con la propiedad fundamental para reconocer las relaciones proporcionales

presentes entre dichos segmentos.

2.1 Reconoce la propiedad transitividad entre los segmentos.

2.2 Establece la razon como el numero de veces que un segmento esta contenido en otro
segmento.

2.3 Reconoce la razon entre dos segmentos.

2.4 Establece la razon entre dos segmentos expresandola en su forma simbdlica.

2.5 Establece la raz6n entre dos segmentos divididos en k partes iguales y la expresa en su forma

simbolica correspondiente.

Nivel 3. De clasificacion o de relaciones

En este nivel, el estudiante reconoce la relacion de equivalencia que deben cumplir las razones

entre segmentos, para establecer la proporcionalidad entre ellos.

3.1 Identifica la relacion de equivalencia entre las razones.
3.2 Reconoce Y justifica la proporcionalidad entre segmentos.

3.3 Reconoce Y justifica la proporcionalidad entre segmentos divididos en k partes iguales.
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3.6 Intencionalidad de las preguntas
La entrevista estd compuesta por grupos de preguntas y estos grupos, a su vez, estan relacionados
entre si, de acuerdo a cada uno de los descriptores de los niveles de razonamiento, por lo tanto
las respuestas a las mismas pretenden determinar el nivel de razonamiento de los estudiantes. Por
el caracter socréatico de la entrevista, cada una de las preguntas est4 planteada de tal manera que,

el estudiante modifique o amplié su red de relaciones entorno al concepto objeto de estudio.

A continuacion, se presenta la intencionalidad de cada una de las preguntas y los aportes de
informacidn propuestos en el guion de entrevista, en relacién con los descriptores de nivel de

razonamiento y las caracteristicas que debe tener una entrevista de caracter socratico.

Pregunta 1: indaga por conceptos como el de linea recta y linea curva. La intencion es
familiarizar al estudiante con aspectos basicos del concepto, es decir, indagar por los
conocimientos intuitivos relacionados con el objeto de estudio y el lenguaje previo que posee,
para el desarrollo de la entrevista. Al respecto Jaramillo y Campillo (2001) afirman que: “Las
primeras preguntas aparentemente se muestran aisladas del objetivo fundamental, centran el
ambiente de la prueba y confirman el planteamiento previo: la prueba es sencilla” (p.77). Esta

pregunta esta relacionada con el descriptor de nivel 0.1.

Aporte de informacién 1: se pretende brindar al estudiante elementos para que pueda
representar graficamente un segmento y sus propiedades, ademas, familiarizarlo con el lenguaje

matematico correspondiente.

Pregunta 2 y 3: pretenden que el estudiante evidencie su nivel de comprensién, en relacion con

el aporte de informacion anterior, pues es necesario que él represente graficamente un segmento
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para continuar con el mecanismo de razonamiento propuesto. Estas preguntas estan relacionadas

con el descriptor de nivel 0.2.

Pregunta 4: indaga por la simbolizacion de segmentos, de tal manera que, a medida que avanza
en el desarrollo de la entrevista, él adquiere un lenguaje mas refinado acorde a su nivel de
razonamiento y permita que su red de relaciones pueda ser ampliada o modificada. Esta pregunta

esta relacionada con el descriptor de nivel 1.1.

Pregunta 5: plantea un caso familiar para el estudiante, ya que esta relacionada con los tamarios
en general (mayor, menor o igual), ademas, es una pregunta “que dentro del contexto del
socratismo plantean un caso facil con el proposito de que el alumno no pierda la motivacién de
continuar con la entrevista” (Jaramillo y Campillo, 2001, p. 78). Esta pregunta se relaciona con
el descriptor de nivel 1.2, pues pretende que el estudiante reconozca la igualdad entre las

longitudes de los segmentos que debe comparar.

Pregunta 6 y 7: marcan la separacion entre el nivel 1 y el nivel 2, con ellas se pretende
identificar la nocion intuitiva del concepto de razén que el estudiante tiene al comparar las

longitudes entre los segmentos dados. Estas preguntas se relacionan con el descriptor de nivel 1

Aporte de informacidn 2: permite al estudiante hacer explicitas las ideas que ha desarrollado de
manera implicita, esclareciendo la nocion de razén que habia venido utilizando en las preguntas

anteriores.

Pregunta 8 y 9: pretenden confirmar si el estudiante reconoce el concepto de razon como el
numero de veces que un segmento esta contenido en otro, y por lo tanto, evidenciar el progreso

hacia un nivel 2 de razonamiento, ademas, son “preguntas que sirven para fijar el proceso,
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fundamentalmente en la construccion y razonamiento del concepto objeto de estudio” (Jaramillo

y Campillo, 2001, p. 78). Estas preguntas se relacionan con el descriptor 2.2.

Aporte de informacion 3: se hace necesario realizar este aporte de informacion para ayudar a
que el estudiante vaya refinando su lenguaje y de manera simultanea avance en su nivel de
razonamiento. El estudiante utiliza diferentes maneras de expresar “la mitad” de un segmento,
sin embargo, en el aporte de informacion se presenta en un lenguaje matematico, la manera

adecuada de simbolizar esta expresion.

Pregunta 10: indaga en el estudiante, por la expresion simbdlica del concepto de razon, teniendo
en cuenta una situacion donde se divide un segmento en dos partes iguales, esta pregunta se
considera dentro de la entrevista como una pregunta base, ya que segun Jaramillo y Campillo
(2001) “brinda la oportunidad de que el alumno se exprese en términos mas precisos” (p. 79). Se

relaciona con el descriptor de nivel 2.2.

Pregunta 11 y 18: intentan evidenciar la nocion implicita que maneja el estudiante de la
propiedad transitiva, ya que durante el transcurrir de la entrevista se aborda de manera encubierta
esta propiedad. Segun Jaramillo y Campillo (2001) existen “preguntas con un mensaje
subliminal (implicito), en donde se estimula al estudiante a que saque a relucir sus ideas, que

exhiba sus razonamientos” (p. 78). Estas preguntas se relacionan con el descriptor de nivel 2.1.

Pregunta 12: se pretende que el estudiante reconozca el concepto de razon, a través de la
comparacion que hace entre las longitudes de los segmentos, como el numero de veces que un
segmento esta o puede estar contenido en otro. El lenguaje de este tipo de preguntas es familiar y
de uso cotidiano, pues se pretende en el transcurrir de la entrevista ir avanzando hacia un

lenguaje mas refinado. Esta pregunta se relaciona con el descriptor de nivel 2.2,
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Pregunta 13 y 17: se pretende que el estudiante teniendo en cuenta lo desarrollado hasta el
momento, justifique la razon del proceso de division de un segmento en partes iguales. ES
indispensable que las preguntas sean formuladas de distintas maneras para lograr que el
estudiante exhiba los razonamientos que presenta frente a éstas, ademas, son preguntas claves
pues “el alumno toma mas tiempo para responder y muestra o exhibe con mayor claridad su nivel
de razonamiento” (Jaramillo y Campillo, 2001, p. 78), se relacionan con los descriptores de nivel

2.3y2.4.

Pregunta 14: de nuevo se presenta una pregunta con un vocabulario diferente, pero con la
misma intencion de determinar la razon entre los segmentos, logrando establecer el nimero de
veces que un segmento contiene a otro. Cuando el estudiante hace un esfuerzo por razonar y
responder este tipo de preguntas es posible que construya una red de relaciones mas estructurada
que le permitira progresar en su nivel de razonamiento. Esta pregunta se relaciona con el

descriptor de nivel 2.2.

Pregunta 15 y 16: el estudiante logra establecer la razén, comparando las longitudes de los
segmentos, partiendo del mas grande al mas pequefio y de forma contraria. Para este tipo de
preguntas se establecieron dos palabras claves, tamafio y comparacion, las cuales pretenden que
el estudiante evidencie con mas fluidez su razonamiento. Estas preguntas se relacionan con el

descriptor de nivel 2.2.

Aporte de informacion 4: brinda al estudiante elementos para reconocer y lograr en el proceso
de comprension del concepto de razon, establecer representaciones del mismo y expresar

adecuadamente los simbolos respectivos.

103



Pregunta 19, 20, 22, 23, 24 y 26: son de carécter socratico y estan construidas con base en el
pensamiento discursivo, lo que caracteriza la entrevista socrética. Este tipo de preguntas
pretenden en un primer momento, conocer lo que el estudiante sabe al respecto y, en un segundo
o0 tercer momento confronte sus respuestas, y pueda modificar o ampliar su red de relaciones y de
esta manera refinar progresivamente su lenguaje. Estas preguntas se relacionan principalmente

con los descriptores de nivel 2.3y 2.4.

Pregunta 21 y 25: pretenden que el estudiante confronte las ideas que ya ha construido con la
nueva informacién, para que justifigue y reconozca la razon que se establece entre los
segmentos, de esta manera, problematice los razonamientos que ha venido elaborando. Estas
preguntas ““crean situaciones incomodas que requieren mayor reflexion. Ponen el esquema
mental del alumno en crisis y, por ende, aseguran que el alumno, si ha comprendido el proceso,
lo explicite y asi pueda avanzar” (Jaramillo y Campillo, 2001, p. 78). Estas se relacionan de

manera directa con los descriptores de nivel 2.3y 2.4.

Pregunta 27: indaga por el razonamiento que tiene un estudiante cuando se enfrenta al proceso
de razonamiento finito mediante la divisién de un segmento en cualquier cantidad de partes
iguales, comprendiendo el término k como la representacion finita de éste proceso, esto le
permite construir una generalizacion del concepto de razon y de proporcion. Esta pregunta se

relaciona con el descriptor de nivel 2.5.

Pregunta 28 y 29: confrontan al estudiante con los saberes previos que habia venido
construyendo a lo largo de la entrevista, buscando evidenciar los cambios en su red de
relaciones, ya que se pretende que establezca la razén entre dos segmentos divididos en k partes

iguales y la exprese en su forma simbélica. Estas son “preguntas que resumen dos o tres
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anteriores” (Jaramillo y Campillo, 2001, p. 79), se relacionan de manera directa con el descriptor

2.5.

Pregunta 30: pretende que el estudiante consolide el concepto de razén como una propiedad
fundamental para establecer segmentos proporcionales. Con esta pregunta se inicia el proceso
que permitira reconocer la proporcion entre segmentos, se relaciona con los descriptores de nivel

2.2y3.1

Pregunta 31: marca la separacién entre el nivel 2 y el nivel 3 de razonamiento. Con esta
pregunta se pretende que el estudiante pueda identificar la relacion de equivalencia, que ocurre al
comparar las razones que establece entre dos segmentos de diferentes longitudes, divididos en

dos partes iguales. Esta pregunta se relaciona con el descriptor de nivel 3.1.

Aporte de informacion 5: este aporte de informacion pretende consolidar la red de relaciones
que ha venido construyendo en relacion al concepto de proporcionalidad entre segmentos, ya que

enuncia la relacion proporcional que cumplen las razones cuando éstas son equivalentes.

Pregunta 33 y 35: se pretende que el estudiante reconozca y justifique la proporcionalidad que
se establece entre segmentos, ademas, son “preguntas que invitan a la reflexion sobre lo tratado
hasta el momento y, por tanto, se formulan sin ninguna imagen” (Jaramillo y Campillo, 2001, p.

79). Estas preguntas se relacionan con el descriptor de nivel 3.2.

Pregunta 34: pretende reafirma la apropiacion que tiene el estudiante del concepto de razon,

para poder establecer el de proporcién. Esta pregunta se relaciona con el descriptor de nivel 2.2.

Pregunta 36: pretende que el estudiante exhiba un razonamiento mas refinado para identificar

. P 1 -z .
con claridad, segmentos cuya razon es k o -, ya que la accion de comparar segmentos permite

105



establecer estas razones, esta pregunta es base pues “brindan la oportunidad de que el alumno se
exprese en términos mas precisos y rigurosos” (Jaramillo y Campillo, 2001, p. 79), se relaciona

con el descriptor de nivel 2.5.

Pregunta 37: permite comprobar si el estudiante reconoce la relacion de equivalencia que debe
existir entre las razones para que los segmentos sean proporcionales; es una pregunta clave, pues
“el alumno tarda mas tiempo para responder y muestra o exhibe con mayor claridad su nivel de
razonamiento” (Jaramillo y Campillo, 2001, p. 78). Esta pregunta se relaciona con el descriptor

de nivel 3.3.
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4 ANALISIS CUALITATIVO DE LA INFORMACION

En este capitulo se presenta la ruta metodoldgica abordada, la cual se consolido a partir de una
exploracion inicial en la docencia del concepto objeto de estudio y de su estrecha relacién con el
constructo tedrico, permitiendo asi establecer los pardmetros del trabajo de campo, los cuales
son: el tipo de estudio, los métodos de recoleccion de la informacion y el proceso realizado para

el andlisis respectivo.

4.1 El enfoque cualitativo

El presente trabajo de investigacion se fundamenta en el paradigma cualitativo, entendiendo que
“La investigacion cualitativa intenta establecer una comprension empatica para el lector,
mediante la descripcion, a veces la descripcion densa, transmitiendo al lector aquello que la
experiencia misma transmite” (Stake, 1999, p. 46). De esta manera y en correspondencia con el
proposito de la investigacion, se pretende analizar, comprender e interpretar los razonamientos

propios de cada estudiante participante de la investigacion.

La investigacion cualitativa considera que el conocimiento se construye gracias a las
interacciones entre el sujeto investigado y el sujeto investigador, que permiten a este Gltimo, en
particular, comprender la realidad tanto en su légica interna como en su especificidad, en este
sentido plantea Stake (1999) “los investigadores cualitativos destacan la comprension de las

complejas relaciones entre todo lo que existe” (p. 42).
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4.1.1 Tipo de estudio

Este trabajo de investigacion se enmarca en un estudio de casos, su proposito basico es alcanzar
una comprension en profundidad del caso en si mismo; segtin Stake (1999) “solo se estudia un
caso, 0 unos pocos casos, pero se estudian en profundidad” (p. 19). Por su parte “Salkind (1999)
lo define como el método empleado para estudiar a un individuo o una institucién, en un entorno
o0 situacion unica y de una forma lo mas intensa o detallada posible” (Londoio, 2011, p. 182).
Por lo tanto, el estudio de casos se considera como el mas pertinente, en tanto que se requiere un
tratamiento especifico y obtener informacion detallada de la manera como razonan los

estudiantes entrevistados, en relacion al concepto objeto de estudio.

Teniendo en cuenta lo planteado por Stake (1999), el estudio de casos abordado es de carécter
colectivo, en cuanto a que analiza el proceso de razonamiento de cada uno de los cuatro
estudiantes, para posteriormente caracterizarlos a través de unos descriptores previamente
disefiados de acuerdo con lo planteado en el modelo educativo de van Hiele, y a la vez,

determinar el nivel de razonamiento en el que se encuentran razonando cada uno de ellos.

La eleccion de los casos depende de los objetivos de la investigacion, “debemos escoger casos
que sean faciles de abordar y donde nuestras indagaciones sean bien acogidas, quiza aquellos en
los que se pueda identificar un posible informador y que cuente con actores (las personas
estudiadas) dispuestas a dar su opinion” (Stake, 1999, p. 17), también se debe tener en cuenta
que existen casos que pueden servir mas que otros, por el interés propio en los razonamientos

que presentan los estudiantes sobre las relaciones proporcionales entre segmentos.
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4.2 Participantes

Los participantes de la investigacion fueron cuatro estudiantes del grado quinto de la Institucion
Educativa Antonio Roldan Betancur del municipio de Bricefio, se eligieron estos porque eran
estudiantes que cumplian con caracteristicas tales como: presentaban dificultades al momento de
resolver situaciones proporcionales en contexto geométricos, no se conocia la manera como
razonaban al momento de dar solucion a este tipo de situaciones, ademas, estaban dispuestos a
participar del proceso investigativo en horarios extracurriculares con las respectivas
autorizaciones de los acudientes.

Los siguientes estudiantes fueron los que participaron en la investigacion, a los cuales se les
asignod seuddnimos para proteger sus identidades: Daniel de 10 afios, Laura de 11 afios, Camila

de 10 afios y Andrés de 13 afios.

4.3 Métodos de recoleccion de la informacion

4.3.1 Entrevistas individuales
Se realiz6 una entrevista individual de caracter socratico a cada uno de los cuatro estudiantes
para analizar su proceso de razonamiento con respecto a las relaciones proporcionales entre
segmentos. Esta entrevista se realiza con el objetivo de observar el proceso de razonamiento de
cada uno de los estudiantes y ubicar a cada uno de ellos en uno de los niveles de razonamiento de

van Hiele.
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4.3.2 Observaciones

El entrevistador, durante el transcurso de la entrevista, escucha y toma nota, describiendo las
observaciones de cada uno de los estudiantes en el momento que van respondiendo cada una de
las preguntas. Durante el proceso de observacion, el investigador tiene una participacion activa,
ya que interactla constantemente con el estudiante.

La observacion tiene la intencion de describir las actitudes, comportamientos, gestos y las
respuestas verbales y escritas que dan los estudiantes, ya que esto le permitird al investigador
reconocer caracteristicas del proceso de razonamiento que cada estudiante tiene, ademas, este
proceso de observacién tiene como propdsito establecer la coherencia del instrumento utilizado,

al mismo tiempo posibilitar el refinamiento del mismo.

4.3.3 Material escrito
Las entrevistas realizadas a los cuatro estudiantes se registraron de manera escrita y se convierten
en fuentes de evidencia importantes en el proceso de anélisis de la informacion, pues permiten
reafirmar las respuestas verbales que éstos dan. Este tipo de material le permite al investigador
corroborar algunos aspectos que de manera verbal, pueden no dar claridad del proceso de
razonamiento que realiza el estudiante, ademas, posibilita observar la evolucion en el lenguaje

que el estudiante presenta durante el desarrollo de la entrevista.

4.3.4 Grabaciones de audio
Las grabaciones realizadas a cada uno de los cuatro estudiantes, muestran de manera directa lo
ocurrido y le permiten al investigador analizar de manera detallada los aspectos que pueden ser

indispensables en el proceso de razonamiento que el estudiante manifiesta. Estas grabaciones son
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un respaldo de los resultados obtenidos ya que podrén ser revisadas las veces que sea necesario

para develar la manera como los estudiantes estan razonando.

4.4 El trabajo de campo

A continuacion se enuncian cada una de las actividades desarrolladas durante la intervencion.

e El trabajo de campo inici6 con la aplicacion de entrevistas preliminares de caracter socratico
a estudiantes que no estaban participando de la investigacion, esto se hizo con la intencion de
refinar el guion inicial de entrevista y poder depurarlo para aplicarlo posteriormente a los
cuatro estudiantes que hicieron parte de la investigacion.

e Se definieron los estudiantes participantes de la investigacion y luego se realizo la primera
entrevista a la estudiante Laura, que permitié recolectar informacion escrita y grabacion del
dialogo sostenido con ella.

e Se realizo la transcripcion de la entrevista aplicada a la estudiante Laura, luego se analizaron
las respectivas transcripciones, el material escrito, las grabaciones y las observaciones.
Durante el analisis fue necesario hacerle al guion de entrevista algunos ajustes de tipo
procedimental, mas no de tipo estructural.

e Se aplicd de nuevo el guion de entrevista al estudiante Daniel, realizando el mismo proceso
que se hizo con la estudiante Laura. Luego de este segundo andlisis, se refinaron algunos

descriptores para proceder a aplicar el guion a los estudiantes Andrés y Camila.

4.5 Categorias de analisis
Para realizar los respectivos analisis de la informacion suministrada por los cuatro estudiantes se

establecieron tres categorias a priori, las cuales son: representacion de segmentos, comparacion
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de segmentos de igual longitud y estableciendo segmentos proporcionales; estas categorias estan

relacionadas con los niveles 0, 1, 2 y 3 propuestos por van Hiele.

Los razonamientos que evidenciaron los cuatro estudiantes se analizaron, por un lado,
conjuntamente para establecer de manera mas aproximada los correspondientes descriptores de
nivel y, por otro lado, individual para determinar el nivel de razonamiento en que se encontraba
razonando cada uno de ellos y asi poder caracterizar el nivel de razonamiento que tienen con

respecto a las relaciones proporcionales entre segmentos.

451 Categoria 1: Representacion de segmentos

La representacion de segmentos es una de las categorias establecidas a priori y que se relaciona
con los niveles de razonamiento 0 y 1 del modelo de van Hiele, ya que la representacion
adecuada de segmentos es la base que se requiere para abordar el estudio de las relaciones

proporcionales entre éstos.

A continuacion, se realiza un analisis de la informacion suministrada por los cuatro estudiantes
que permitid, por un lado, establecer los descriptores de nivel de razonamiento correspondientes
a los niveles 0 y 1 y de otro lado, determinar el nivel de razonamiento en que se encuentra cada
uno de los estudiantes. Las preguntas analizadas y los descriptores de nivel enunciados se

relacionan con los niveles 0 y 1 de razonamiento.
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Nivel 0. Predescriptivo

Descriptor 0.1. Identifica y diferencia las lineas rectas de las lineas curvas

En el nivel cero de razonamiento el estudiante empieza a reconocer los elementos basicos de
estudio. Para el estudio de las relaciones proporcionales entre segmentos se requiere que el
estudiante reconozca conceptos como los de lineas rectas y lineas curvas, por tal motivo, se
indaga por la identificacion de las lineas rectas que hay en la imagen 1; evidenciandose en los
planteamientos expuestos por los estudiantes, que efectivamente los cuatro reconocen y
diferencian las representaciones de lineas rectas de las representaciones de lineas curvas, ya que
identifican y expresan de manera espontanea aquellas que son lineas rectas, tal como se muestra

en la siguiente imagen.
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1. Considera las siguientes representaciones de kneas rectas y kneas curvas 1 Concidara tae i
o 1. Lonsera s sguentes representaciones de lineas rectas y lineas curvas
¢ LUSeS Crees que son una representacion de lineas rectas? Ak
¢ Cudies crees que son una representacidn de lineas rectas?

a
a
d
d
b e b
e
C
C
: : 6 yC
Estudiante Camila Estudiante Daniel
1. Considera las siguientes representaciones de lineas rectas PRGN F e an e e por i s s e e s
(Cudles crees que son una representacion de lineas rectas? ‘
a
d
b
e
e

Estudinate Laura Estudiante Andrés

Imagen 1. Pregunta 1.

Descriptor 0.2. Representa graficamente segmentos de recta

Luego de que el estudiante reconoce una linea recta, se indaga por la nocion de segmento, como

se muestra a continuacion:
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2. En la siguwente représaniacon de Enea recta, marca un segmento
2. Enla sguente representacidn de linoa recta, marca un sagmento

! O
4. Sinmboliza los s:}gmr;n'.o::, que observas 2 4. Simbo |,‘-.n los ""QL‘)}'Y_‘“’“ que cLservas
BA KC BK
Estudiante Camila Estudiante Daniel

e ’

4. Simboliza los segmentos que observas

- : ; )

Estudiante Laura Estudiante Andrés

Imagen 2. Preguntas 2 y 4.

Se presentd a los estudiantes un aporte de informacion, necesario para representar en esta
pregunta segmentos de recta. Una caracteristica comin a los cuatro estudiantes es que
preguntaron si se nombraban los segmentos con las mismas letras A y B que habia en el aporte
de informacién, sin embargo, se les aclard6 que podian nombrarse con cualquier letra;
inicialmente los cuatro estudiantes solo marcaron un segmento; Camila, Laura y Andrés

colocaron los dos puntos en los extremos de la representacion de linea recta que se les daba,

mientras que Daniel marcé el BC, el cual no estaba en los extremos de dicha recta. Ante la

pregunta realizada por la entrevistadora: ¢puedes marcas mas segmentos de recta? Daniel duda

de su respuesta pero mira la hoja y coloca AK, mientras que los demas estudiantes logran
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representar sin dificultad mas segmentos. De los anteriores razonamientos expuestos por los
estudiantes se logra establecer que los cuatro estudiantes representan adecuadamente segmentos

de recta sobre la linea recta dada.

Nivel 1. De reconocimiento visual

Descriptor 1.1. Representa simbdlicamente segmentos de recta

El aporte de informacion 1, también brindé elementos relacionados con un lenguaje simbolico,
en este sentido se les pedia, como se muestra en la imagen 2; que simbolizaran los segmentos
que habian marcado; los cuatro estudiantes inicialmente, simbolizaron los segmentos que
marcaron, pero al preguntarles, ¢Si habian mas? Camila y Andrés visualizan que dentro de los
segmentos que marcaron, estaban contenidos otros segmentos, logrando identificarlos y
simbolizarlos, Daniel a pesar de que simboliza algunos segmentos méas, muestra dificultad para
hacerlo y Laura por su parte, no logra identificar que dentro de los segmentos que marco, estan
contenidos otros, sin embargo, se evidencia que los cuatro estudiantes lograron representar un

segmento de manera simbolica y no solo lo representan, sino que también durante el desarrollo

de la entrevista, reconocen la expresién AB como el segmento AB.

Descriptor 1.2. Identifica la igualdad entre los tamafios de los segmentos

Otro aspecto que marco el paso por el nivel 1 de razonamiento fue que el estudiante reconociera

la igualdad entre las longitudes de los segmentos, cuando comparaba los segmentos divididos en
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dos, en tres y en cuatro partes iguales. Para ejemplificar esta situacion se muestra a continuacion

una de las preguntas planteadas a los estudiantes durante la entrevista.

.(\‘,

' AR - . Dicaste COMO BUNS Medio dot AB K
unto que ublcaste como punto medio del AB o Bamaremos C L Como o8 ¢ £l punto que ubwcaste como punto medio det A8 o

1MMane dol AL con rnespecto al tamano del CH7? (mayor, menor O igua tamano oel AC con respecto ol tarmano del CB7 (mayor, s

Estudiante Camila Estudiante Daniel

Estudiante Laura Estudiante Andrés

Imagen 3. Pregunta 5.

Para que el mecanismo de visualizacion permita al estudiante un progreso por los niveles de
razonamiento se hace necesario que, reconozca segmentos de igual longitud, cuando estos se
dividen en partes iguales, es decir, que reconozca de manera implicita la propiedad transitiva y

pueda aplicarla al momento de establecer una razon.

Como se evidencia en la imagen 3, los cuatro estudiantes manifestaron sin dificultad que las
longitudes de los segmentos eran iguales y la justificacion que daba Camila era: “al partirse por

la mitad, e/ segmento AB, quedaban los otros segmentos con el mismo tamario”. Entendiéndose

“los otros segmentos” como los dos segmentos resultantes del proceso de divisién del AB.
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Finalmente, del andlisis realizado se puede afirmar que los cuatro estudiantes reconocen los
conceptos bésicos especificamente la linea recta y el segmento, ademas, de establecer algunas
relaciones de igualdad entre las longitudes de algunos segmentos, por lo tanto, se puede afirmar

que establecen razonamientos acordes al nivel 0 y 1 del modelo educativo de van Hiele.

4.5.2 Categoria 2: Comparacion de segmentos de igual longitud
La segunda categoria de analisis se relaciona con el nivel 2 de razonamiento y corresponde al
reconocimiento del concepto de razon, que es considerado una propiedad fundamental que el

estudiante debe reconocer para establecer la proporcionalidad entre segmentos.

Aungue esta categoria esté relacionada con el nivel 2 de razonamiento, se menciona dentro de

ella el siguiente descriptor propio del nivel 1 de reconocimiento visual.

Descriptor 1.3. Reconoce el nimero de veces que un segmento estd contenido en otro

segmento

La intencion de la siguiente pregunta es indagar por la nocion intuitiva que tenian los cuatro

estudiantes sobre el concepto de razén. Cuando la entrevistadora pregunta por: ¢cuantas veces

debes utilizar AC para formar un AB?. Los estudiantes dan las siguientes respuestas:

e Camila se queda pensando, luego mira la grafica y responde “con dos”
e Daniel, requiere que se le haga la pregunta una vez mas, pero dice: espere profe... mira la

hoja y responde “dos”
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e Laura responde inmediatamente “muchas” pero se le vuelve y hace la pregunta y
responde “con dos”.

e Andrés por su parte contesta de manera precisa “dos”.

Los cuatro estudiantes logran reconocer el niUmero de veces que un segmento esta contenido en
otro segmento, infiriéndose que manejan una nocidn intuitiva del concepto de razon. A
continuacion se muestran las imagenes que corroboran la informacion suministrada por los

cuatro estudiantes.

aas veces debes utlizar of AC para formar un AB7 SUANtss veces debes utiizar of AC para formar un AB7

Estudiante Camila Estudiante Daniel

Cusintas veces debes utiizar ol AC para formar un AB?

Estudiate Lsiira Estudiante Andrés

Imagen 4. Pregunta 6.

Nivel 2. De anélisis

Descriptor 2.1. Reconoce de manera intuitiva la propiedad transitividad entre los

segmentos

En el transcurso de este estudio, se ha mencionado que una de las propiedades que se trabaja de
manera implicita en la entrevista, es la propiedad transitiva. La imagen 5 evidencia los

razonamientos que en este sentido expresan los estudiantes y que logran inferir un manejo
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elemental de esta propiedad, pero necesario para establecer la proporcionalidad entre segmentos.
Los cuatro estudiantes reconocen la propiedad transitividad entre los segmentos como se muestra

a continuacion:

11.Ahora divide el AB en tres partes iguales.

o L S—

Si los dos puntos que marcaste los llamamos C y D ;Cémo es el tamaiio del AC

11.Ahora divide el AB en tres partes iguales.

Si los dos puntos que marcaste los llamamos C y D 4Cémo es el tamafio del AC o
con respecto al tamanio del CD Y DB?

T e \
con respecto al tamario del CD Y DB? - - 2 A o=
g EeAX=\\= en 2 Paofres

Estudiante Camila i Estudiante Daniel

11.Ahora divide el AB en tres partes iguales 11.Ahora divide el AB en tres partes

B B . . .

Si los dos puntos que marcaste los llamamos C y D (Cémo es el tamario del Ac Si los dos puntos que marcaste los llamamos C y D ¢Como es el tamafio del AC
con respecto al tamario del CDYDB? con respecto al tamafio del TD YDB?
\
[ r.\\ ¢
Estudiante Laura O Estudiante Andrés

Imagen 5. Pregunta 11.

Cuando los estudiantes reconocen que las longitudes de los segmentos son iguales, es porque de
forma intuitiva reconocen la propiedad transitiva, la cual es indispensable para que ellos lleguen
a establecer las razones correspondientes entre los segmentos que se les pide que comparen, es
decir, establezcan la razon entendida como el nimero de veces que un segmento esta contenido

en otro.

Descriptor 2.2. Establece la razén como el nimero de veces que un segmento esta contenido

en otro segmento

Al estudiante se le presenta un aporte de informacion que le brinda elementos para que

reconozca el concepto de razon como el numero de veces que un segmento estd contenido en
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otro. En la siguiente imagen se le presenta al estudiante una pregunta que pretende indagar por la
razon que se establece entre la longitud del segmento AC con respecto a la longitud del segmento

AB.

no ¢s ¢f tamano del AC con respecto al tamano del AR 8. LComo es el tamanio del AC con respecio al tamano del AB?

|, PR
Estudiante Camila 1A MiTQ Estudiante Daniel

. Como es el tamano del AC con respecio al tamano del A57?

Estudiante Laura Estudiante Andrés

Imagen 6. Pregunta 8.

Los cuatro estudiantes reconocen la razon de estos segmentos como “la mitad”, s6lo uno de
7 I - " 1 .,
ellos, Andres, es capaz de expresar esta razon en un lenguaje matematico como > entendiéndose

este nimero como la representacion de la “mitad”.

Los aportes de informacion, como ya se ha mencionado durante este trabajo, son una de las
caracteristicas fundamentales en la entrevista, le brindan a los estudiantes elementos para
construir sus razonamientos y ampliar su red de relaciones, uno de estos aportes se disefié para
clarificar el concepto de razon en un lenguaje matematico, ya que los estudiantes expresaban esta
razén como “la mitad”. El aporte de informacion le brind¢ al estudiante la informacion necesaria

para establecer dicha razon en términos simboélicos, como se muestra a continuacion.
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10. &Cué| Crees que es la razdn del }]_f con respecto al ZB’) 10. ¢ Cual crees que es la razén del /_15 con respecto al ;1—137?

\ \i (4

Estudiante Camila Estudiante Daniel

; : ar R . ¢ Cudl crees que es la razon del AC con respecto al AB?
10.4Cual crees que es la razon del AC con respecto al AB? 10.2 ' - e e

.

y

Estudiante Laura Estudiante Andrés

Imagen 7. Pregunta 10.

Los cuatro estudiantes establecen la razdn en un lenguaje matematico, expresando la razén como
1 , . . . . .
“ > ”, ademas, se rescata que las preguntas contienen un lenguaje mas preciso, de acuerdo al nivel

de razonamiento que se va adquiriendo, en el caso anterior ya se le pregunta en términos de la

“razon”.

Ampliar o modificar la red de relaciones es clave para evidenciar el progreso del estudiante a
través de los niveles, por esta razdn, es pertinente hacer la misma pregunta las veces que sea
necesario con la intencion de que el estudiante exhiba un razonamiento mas refinado. Los cuatro
estudiantes reconocen la razén como el nimero de veces que un segmento contiene a otro, en
este punto de la entrevista logran establecer, sin dificultad, a través de la comparacion entre las
magnitudes de los segmentos la razon entre éstos. A continuacion, se presenta uno de los

apartados de la entrevista que corroboran los planteamientos expuestos anteriormente.
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12. ; Cuantas veces debes utilizar el E para formar un AB? 12.; Cuantas veces debes utilizar el AC para formar un AB?

,> 1o -
Estudiante Camila ) NEEeD  Estudiante Daniel

12. ¢ Cuéntas veces debes utilizar el AC para formar un AB? 12.; Cuéntas veces debes utilizar el AC para formar un AB?

™

Estudiante Laura Estudiante Andrés

Imagen 8. Pregunta 12.

Descriptor 2.3. Reconoce la razén entre dos segmentos y descriptor 2.4. Establece la razén

entre dos segmentos expresandola en su forma simbolica

Estos dos descriptores estan relacionados con el bloque de preguntas que se describen a

continuacion:

Para estructurar los razonamientos que los estudiantes van construyendo se hace necesario
confrontarlos con preguntas que les generen reflexidn y reorganizacion de las ideas que subyacen
a este tipo de preguntas, por lo tanto, los cuatro estudiantes logran reconocer la razon,
justificando de manera precisa el por qué es esta la razon de estos segmentos. Esto lo hacen
porgue poseen una nocién implicita de la propiedad transitiva, indispensable para hacer este tipo
de justificaciones. A continuacion se evidencia en la imagen 9 las justificaciones dadas por los

cuatro estudiantes que corroboran los anteriores planteamientos.
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13.Sera que ¢con tres CD se forma un AB? ¢ Por qué? 13.Sera que con tres CD se forma un AB? ;Por qué?

Al Porauk Son gL a\
Estudiante Camila :
Estudiante Daniel

13.Seréa que ¢con tres CD se forma un AB? 4 Por qué? 13.Sera que ¢ con tres CD se forma un AB? ;Por qué?

EstiidiEts LA Estudiante Andrés

Imagen 9. Pregunta 13.

El modelo de van Hiele enfatiza que el lenguaje utilizado cuando se abordan conceptos o
situaciones por parte del profesor, debe estar acorde al nivel de razonamiento del estudiante, por
lo que en el transcurso de la entrevista se ha procurado, por un lado, que el lenguaje de las
preguntas cumpla con este aspecto, pero por otro lado, que el estudiante progrese o refine el
lenguaje propio de los conceptos involucrados en la red de relaciones. Con respecto a este ultimo
aspecto, se propicia un aporte de informacién que pretende que el estudiante no soélo logre
establecer la razon entre los segmentos, sino que llegue a simbolizarla, para esto se le presenta la

siguiente pregunta:

Entrevistadora: ¢ Como es el tamafio del AB con respecto al tamafio del CD?
Camila: “es cuatro”

Daniel: “diferente, pues uno es mds grande que el otro”

Laura: “pues cuatro porque esta partido en cuatro”

Andrés: “ahhh cuatro... facil”
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Y de la cual se puede visualizar en la siguiente imagen la forma como logran simbolizar la razon

para estos segmentos.

20. ,C6mo es el tamario del A con respecto al tamafio del CD ? 20.;Cémo es el tamafio del AB con respecto al tamaio del CD ?
A - ¢
Estudiante Camila Db e Estudiante Daniel
20.;,C6mo es el tamario del AB con respecto al tamano del CD ? 20.;Cémo es el tamarfio del AB con respecto al tamafio del CD ?

e B o - o -
©) ‘ Y \
2 ) _

Estudiante Laura Estudiante Andrés

Imagen 10. Pregunta 20.

Camila, Laura y Andrés establecen la razon y la expresan en su forma simbolica, tal como se les
pide, sin embargo, Daniel presenta dificultades para establecer la razén entre los segmentos, solo
enuncia aspectos visuales correspondientes al nivel 1 de razonamiento. Tres de los cuatro
estudiantes evidencian en sus planteamientos un progreso y apropiacion del concepto de razon,

logrando establecerla y simbolizarla.

Algo para destacar del estudiante Andrés, es que cuando va a simbolizar en la hoja la razon, al
escribirla va diciendo las siguientes palabras: “AB con respecto a CD es cuatro” evidenciandose
en lo que dice y va escribiendo en su hoja que la palabra “con respecto” para ¢él, es la raya que

separa los simbolos de los segmentos y el término “es” lo asocia con el signo igual.

En la siguiente pregunta, se pretende confrontar los razonamientos que tienen los estudiantes,
provocando sentimientos de confusion, para que logren afianzar los conceptos desarrollados
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anteriormente. Al mismo tiempo la pregunta busca ayudar a reafirmar o confrontar la red de

relaciones que han venido ampliando o modificando.

AB

21.Teniendo en cuenta la siguiente figura, ;es correcto afirmar que = = 52 21.Teniendo en cuenta la siguiente figura, ¢es correcto afirmar que == = 57
DE 3
¢Por qué? (Por qué?
B £ o — - N 3
{
Estudiante Camila 2 Porgoue : .
OVAUE Estudiante Daniel
. 3B _ .
21.Teniendo en cuenta la siguiente figura, ses correcto afirmar que % = 57 21.Teniendo en cuenta la siguiente figura, ¢es correcto afirmar que 7= = o 7
¢Por qué? ¢Por qué?
o e S — G 5. S
Estudiante Laura Estudiante Andrés

Imagen 11. Pregunta 21.

En esta pregunta, los estudiantes Camila, Laura y Andrés, niegan que la razén correspondiente

para esos segmentos sea cinco, justificandolo tal como se muestra a continuacion:
Camila: “El segmento esta dividido en cuatro”
Laura: “se forma con 4”

Andrés: “hay 4 iguales”. Este le coloca la raya encima al cuatro, pretendiendo simbolizar la

palabra segmento.

Daniel continua confundido en sus razonamientos no logra visualizar la razon que se establece

entre estos segmentos y contesta que “si”” pero no justifica su respuesta.

Esta confrontacion fortalecio en tres de los estudiantes, los razonamientos relacionados con el

concepto de razon.
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Descriptor 2.5. Establece la razon entre dos segmentos divididos en k partes iguales y la

expresa en su forma simbolica correspondiente

Mediante el mecanismo visual geométrico empleado, se proporcionan elementos para que el
estudiante reconozca que la razon se establece a partir de comparar las longitudes de los
segmentos, asi mismo, es posible establecer la razén para un segmento dividido en k partes
iguales. A continuacion se muestra la situacion que se les presentd y los razonamientos que éstos
hicieron cuando se les indagaba por la razén entre los segmentos resultado de dividir el AB en k

partes iguales.

28.5i se ubicara sl AC fuera del AB. ;Cual es la razon del AB con respecto 28.Si se ubicara el AC fuera del AB. ;Cuél es la razén del AB con respecio
al AC? al AC?
N
R
B _ ¢
~. i
O ferey

29.,Cémo crees que seria la razén entre el AC yel AB?

29. ; Como crees que seria la razén entre el AC yel AB?

©

o > 2@ ke
. . U ‘\ V¢ I s
Estudiante Camila Estudiante Daniel
28.Si se ubicara el AC fuera del 4B. +Cual es la razén del AB con respecto 28.Si se ubicara el AC fuera del AB. ;Cudl es la razén del AB con respecto
YT al AC?
o

29.;Coémo crees que seria la razén entre el AC yel AB?

TR Estudiante Andrés
Estudiante Laura

Imagen 12. Preguntas 28 y 29.
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Seguidamente, se presentan los dialogos correspondientes de cada uno de los estudiantes.

e Entrevistadora: ¢Cual es la razén entre el AB con respecto al AC?
Camila: “cinco”
Entrevistadora: “;en cinco partes esta dividido el segmento?”
Camila: “no en muchas”
Entrevistadora: “;y que es muchas?”
Camila: “k”
Entrevistadora: “y ¢, Cual es la razén entre el AC con respecto al AB?”
Camila: “mmmno se... k”
Entrevistadora: “como era la razon para el segmento dividido en dos, en tres y en cuatro

partes iguales”

H I3 I’ HP -4 1
Camila: “mmm...un k”, esto refiriéndose a p

. . . 1
Camila con dificultad reconoce que la razon entre los segmentos es k y - apesar de que hubo la

necesidad de recordar parte del proceso que se habia desarrollado durante la entrevista.

e Entrevistadora: “;Cudl es la razén entre el AB con respecto al AC?”
Daniel: “diferente”
Entrevistadora: “;Qué es diferente?”
Daniel: “que tienen tamarios diferentes, uno es mds grande que el otro”
Entrevistadora: “;Cudl es la razén entre el AC con respecto al AB?”

Daniel: “diferente, este es mds pequeiio que este”
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Daniel por su parte, continla presentado dificultades para establecer la razon; en las dos

preguntas que se le hicieron las respuestas fueron “diferentes”, refiriéndose al aspecto visual de

los tamafios de los segmentos.

Entrevistadora: “;Cudl es la razén entre el AB con respecto al AC?”
Laura: “que se saco AC y quedo AB”

Entrevistadora: “;esa es la razon?”

Laura: “si seriora”

Entrevistadora: “y ¢, Cual es la razén entre el AC con respecto al AB?”

Laura: “no se”

Como se pudo evidenciar, Laura tampoco logra establecer la razon entre los segmentos.

Entrevistadora: “;Cudl es la razén entre el AB con respecto al AC?”
Andrés: “k partes”
Entrevistadora: “;Cudles la razon?”

Andrés: “k”
Entrevistadora: “;Cudl es la razén entre el AC con respecto al AB?”

i)

Andrés: “mmmmm...’

Entrevistadora: “para el segmento dividido en dos partes la razon era”

A “«“ . Iz = 1
Andrés: “un medio... ahhh ya see es un k”, refiriéndose a p

Andrés logra establecer las razones correspondientes cuando se comparan las magnitudes de los

segmentos que resultan de la division del AB en k partes iguales.
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Tanto a Camila como Andrés, presentaron dificultades a la hora establecer la razén entre la

comparacion de la magnitud del segmento pequefio y el mas grande, sin embargo, lograron

. L. . - 1
expresar esta razon en terminos SlmbO|ICOS, como P

De acuerdo a los razonamientos que exhibieron los cuatro estudiantes, es posible afirmar que,
Camila y Andrés presentan un progreso a un nivel 2 de razonamiento, pues reconocen y
establecen la propiedad fundamental que les permitira establecer la proporcionalidad entre
segmentos, mientras que Laura, aunque demuestra en sus razonamientos un progreso del nivel 1
al 2, le hace falta consolidar los razonamientos que hace en torno al concepto de razén y Daniel
continua en un nivel 1 de razonamiento, pues identifica solo aspectos visuales que poseen los
conceptos involucrados en las relaciones proporcionales que se establecen entre los respectivos

segmentos.

4.5.3 Categoria 3: Estableciendo segmentos proporcionales

Esta categoria esta relacionada con el nivel 3 de razonamiento, el cual pretende que el estudiante
relacione las propiedades que ha consolidado durante su proceso de razonamiento en el
transcurso de la entrevista. En este caso se pretende que, identifique la relacion de equivalencia
existente entre las razones de los segmentos dados, de tal manera, que reconozca la

proporcionalidad entre los segmentos.

Nivel 3. De clasificacion o de relaciones
Descriptor 3.1. Identifica la relacion de equivalencia entre las razones
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Las preguntas que se presentan en la imagen 13 marcan el paso del nivel 2 al nivel 3 de

razonamiento, pretenden que el estudiante reconozca que hay una relacion de equivalencia entre

las razones de los segmentos dados. En estas preguntas, el mecanismo de visualizacion funciona

dividiendo dos segmentos de diferente tamafio

partes iguales, que llamamos k partes.

30. Si dividieramos ambos segmentos por su punto medio como se muestra en

la ilustracién. ,Cémo es la razén del AF con respecto al AC ? y ¢Coémo es
la razén del AE con respecto al AB ?

\

-
2

A

31..Cémo son las razones que obtuviste de las comparaciones de los
segmentos?

O

Estudiante Camila

30.Si dividiéramos ambos segmentos por su punto medio como se muestra en

la ilustracion. ¢ Cémo es la razén del AF con respecto al AC ? y ;Como es

la razén del AE con respecto al 4B ?

31.;,Cémo son las razones que obtuviste de las comparaciones de lo

segmentos?

“" Estudiante Laura

en dos, tres, cuatro y hasta cualquier nimero de

30. Si dividiéramos ambos segmentos por su punto medio como se muestra en

la ilustracion. ¢ Como es la razén del AF con respecto al AC ? y ¢Como es

la razén del AE con respecto al AB ?

31.;,Cémo son las razones que obtuviste de las comparaciones de los

segmentos?

lqualeS eorgue Alek Lo i
Fstudiante Daniel

30.Si dividiéramos ambos segmentos por su punto medio como se muestra en

g 5 TV —_
la ilustracién. ¢Cémo es la razon del AF con respecto al AC ? y {Coémo

R

— ' .
| AE con respecto al AD

- —

¢ H a
31.;Cémo son las razones que obtuviste de las comparaciones de los

segmentos?

Estudiante Andrés

Imagen 13. Preguntas 30 y 31.
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Camila, Laura y Andrés muestran en sus planteamientos un dominio del concepto de razén y

logran percibir que existe una relacion entre las razones que establecieron y Daniel continGa

resaltando aspectos visuales surgidos de la comparacion de las longitudes de los segmentos.

Descriptor 3.2. Reconoce y justifica la proporcionalidad entre segmentos

El dltimo aporte de informacion le brinda al estudiante informacion en relacion con la

proporcionalidad que se establece entre segmentos. Luego de esto, se plantean preguntas donde

el estudiante logre evidenciar que reconoce y justifica la proporcionalidad entre segmentos. A

continuacion se presenta la imagen 14 con las respuestas dadas por los estudiantes.

32. Si dividimos ahora ambos segmentos en tres partes iguales. ;Como es la
razén dei AF con respecto al AC ? Y ¢Como es la razén del AE con

respecto al AB 2

33. i Los segmentos anteriores son proporcionales? ;Por qué?

Estudiante Camila

32. Si dividimas ahora ambos segmentos en tres partes iguales. ;Como es la
razon del AF con respecto al AC ? Y ;Cémo es la razén del AE con

respecto al AB ?
RSN T,

A L B S - A —

) f—
~

33. s Los segmentos anteriores son proporcionales? ;Por qué?

A e A T A
Qe v S NORo

Estudiante Laura

32. Si dividimos ahora ambos segmentos en tres partes iguales. ;Cémo es la
razén del AF con respecto al AC 2 Y ¢Coémo es la razén del AE con

respecto al 4B ?

x—;) !‘V"‘f‘. (Sd
D t ‘YL eNé.x \K

33. ¢ Los segmentos anteriores son proporcionales? ; Por qué?

;7 .l PC‘?{(\ 2 Soon L oA

Estudiante Daniel

32. Si dividimos ahora ambos segmentos en tres partes iguales. ;Cémo es la
razén del AF con respecto al AC ? Y ¢Cbémo es la razén del AE con

respecto al AB?

33. ; Los segmentos anteriores son proporcionales? ¢ Por qué?

Estudiante Andrés

Imagen 14. Preguntas 32 y 33.
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Tres de los cuatro estudiantes logran establecer la razon entre los segmentos y justifican las
relaciones proporcionales que se establecen entre estos, gracias a que reconocieron que al tener
razones equivalentes los segmentos son proporcionales. Daniel no logra progresar en su nivel de

razonamiento, sigue enunciado aspectos visuales del objeto de estudio.

De la misma manera como se establecieron las razones para el segmento dividido en tres partes
iguales, lo hacen para el segmento dividido en cuatro partes iguales, logrando reconocer y

justificar la respectiva proporcionalidad entre los segmentos dados.

Descriptor 3.3. Reconoce y justifica la proporcionalidad entre segmentos divididos en k

partes iguales

Finalmente, el mecanismo disefiado en la entrevista, buscaba que el estudiante comprendiera el
e 1 . . .

concepto de razén de manera general como k o e siendo la razon el numero de partes en que

estaba dividido el segmento, por lo tanto, se pretende que reconozcan la proporcionalidad
respectiva de los segmentos divididos en k partes iguales. A continuacion, se muestran las

iméagenes extraidas del guion de entrevista realizado.
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36.Si dividiéramos ambos segmentos en K partes. ; Como es la razén del AE

con respecto al AB?Y ¢ Como es la razoén del AF con respecto al AC ?

¢ Por qué?

S e

AF
37.Es correcto afirmar que T =

Estudiante Camila

36.Si dividiéramos ambos segmentos en K partes. ;Como es la razon uer o

e ) - T
con respecto al AB ? Y ¢ Cémo es la razon del AF con respecto al AC

AE
— ¢ Por qué?
apt oy

HE
i

37.Es correcto afirmar que

Estudiante Laura

36.Si dividieramos ambos segmentos en K partes. ;,Cémo es la razon del AE

con respecto al AB?Y ¢,Coémo es la razoén del AF con respecto al AC ?

Lo wmk
K

~ il = n\X P
\/‘,\\,\Q\ww

(“ > 1
DiYrerey \D\
37.Es correcto afirmar ueA—F:— j— Ax &?
37. q 3 ap cPorques
51 Poyayuoe Dan \los wvigmo-=
</ r A AL VO Vi [ 5 e

" A A
eov\kado

Estudiante Daniel

36.Si dividiéramos ambos segmentos en K partes. ;Como es la razén del AE

con respecto al AB?Y ¢, Como es la razoén del AF con respecto al AC?

. K c

]

P

AE )
== ; Por qué?

AF
s rrecto afirmar que = =
37.Es correc q A B

Estudiante Andrés

Imagen 15. Preguntas 36 y 37.

De los anteriores planteamientos, observamos que Camila y Andrés logran establecer las razones

entre los segmentos que se les pide y reconocen la proporcionalidad respectiva entre los

segmentos divididos en k partes iguales. Laura manifiesta de nuevo dificultades en el

establecimiento de las razones cuando se trata de este tipo de generalizaciones, es decir de la

P 1 - . . .
razon como -. Por su parte Daniel no logra avanzar hacia un nivel 2 de razonamiento.

De acuerdo a lo anterior, se puede afirmar que Camila y Andrés establecen razonamientos

acordes a un nivel tres, al igual que Laura, sin embargo, ésta no logra expresar la razon como k 0
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y Daniel se queda razonando en un nivel 1, ya que sus razonamiento se enmarca en el

Bl

reconocimiento de aspectos visuales del objeto de estudio.
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5 CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

El presente capitulo describe las principales conclusiones que se obtuvieron del desarrollo del
trabajo de investigacion, retomando esencialmente, las relacionadas con los objetivos y la
pregunta de investigacion, ademas, se mencionan algunos aspectos que podrian ser utilizados

para profundizar en este tipo de estudios y formular futuros trabajos de investigacion.

5.1 Conclusiones relacionadas con los objetivos

De acuerdo al objetivo general propuesto para este trabajo de investigacion: Caracterizar el nivel
de razonamiento que exhiben los estudiantes de 5° de la Institucion Educativa Antonio Roldan
Betancur, con respecto a las relaciones proporcionales entre segmentos, en el contexto del

modelo de van Hiele.

Y retomando los objetivos especificos propuestos para la consecucion de este objetivo general.

e Disefiar e implementar un guion de entrevista de caracter socratico que permita detectar
el nivel de razonamiento en que se encuentra un estudiante sobre el concepto de
proporcionalidad, teniendo como mecanismo visual geométrico la division de segmentos.

e Establecer descriptores de nivel en el marco del modelo educativo de van Hiele para la
comprension del concepto de proporcionalidad desde su aspecto visual geométrico,

referido a las relaciones proporcionales que se establecen entre segmentos.

Se presentan las siguientes conclusiones derivadas del proceso investigativo desarrollado:
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En primera instancia, se dio paso a la elaboracion de un guion de entrevista de carécter socratico,
que durante el proceso fue sometido a una revision detallada de cada una de las preguntas, de tal
manera que estuviera en correspondencia con lo planteado en el modelo de van Hiele, esta
entrevista se consolidd como un instrumento importante que permitid identificar y describir la
manera como razonaban los estudiantes, cuando establecian relaciones proporcionales entre

segmentos.

El lenguaje utilizado durante el guion de entrevista permitié refinar el lenguaje simbolico que el
estudiante empleaba, este elemento permitidé que la entrevista se convirtiera en una experiencia
de aprendizaje y a su vez en una estrategia que permite identificar el nivel de razonamiento que
exhibe un estudiante, ya que al modificarse su lenguaje, se amplia 0 modifica la red de relaciones

que éste tiene de los conceptos involucrados en las relaciones proporcionales entre segmentos.

El guion de entrevista disefiado para este estudio, tuvo en cuenta un mecanismo de visualizacion
geométrico que estuviera acorde al nivel de escolaridad de la poblacion participante, de tal
manera que, se pudiera identificar y caracterizar el nivel de razonamiento de estos estudiantes, y
al mismo tiempo, estuviera en relacién con lo planteado por el MEN (2006) en sus Estandares de

Competencias Basicos.

El disefio de una propuesta metodoldgica para abordar el estudio de la proporcionalidad,
principalmente desde su aspecto geométrico y no desde su aspecto numérico, especificamente
para segmentos proporcionales, permitio determinar la manera como razonan los estudiantes en
relacion a este concepto. Ademas, desde esta perspectiva, se convirtio en una experiencia de
aprendizaje significativa para el estudio de la proporcionalidad, en el contexto del nivel de

escolaridad de grado quinto.
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Las situaciones proporcionales en contextos geomeétricos que se propusieron en el transcurso de
la entrevista, permitieron abordar el estudio del concepto de proporcionalidad desde las raices
epistemoldgicas e historicas propias del concepto, donde se precisa que la razon es clave para
adquirir la comprension del concepto de proporcionalidad en este nivel de escolaridad. Las
magnitudes, longitudes y las medidas conmensurables y no conmensurables relacionadas con los
segmentos, que posteriormente fueron fundamentadas en el teorema de Thales, son algunos de
los aspectos que se resaltan y dan paso a nuevos andlisis en los procesos de ensefianza y

aprendizaje de las matematicas, abordados desde su aspecto historico-epistemologico.

Las propiedades y estructura de los niveles de razonamiento del modelo educativo de van Hiele,
y la experiencia de la investigadora como docente, permitieron que se construyeran con
anterioridad unos descriptores hipotéticos, que fueron refinados durante el desarrollo del trabajo
de campo y la recoleccion y analisis de la informacién, los cuales dieron lugar a la
caracterizacion del proceso de razonamiento que los estudiantes exhibian con respecto a las

relaciones proporcionales entre segmentos.

Teniendo en cuenta lo anterior, la caracterizacion de la manera como razonan los estudiantes con
respecto a las relaciones proporcionales entre segmentos, se logré realizar mediante: el disefio y
aplicacion de la entrevista de caracter socratico, las caracteristicas y fundamentos teéricos de los
niveles de razonamiento propuesto en el citado modelo, el mecanismo de visualizacion

geométrico propuesto y los descriptores construidos en relacién a estos aspectos.

Ademas, durante el desarrollo de la investigacion se socializaron en diferentes eventos de
cardcter nacional e internacional los avances del estudio, este espacio de interaccion con

diferentes investigadores en educacién matematica permitid que a través de los aportes,
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comentarios y preguntas que estos generaban, el trabajo se consolidara, validara y lograra

alcanzar los objetivos de investigacion propuestos.

5.2 Conclusiones relacionadas con la pregunta de investigacion
¢Como son los razonamientos que exhiben los estudiantes de 5° de la I. E. Antonio Roldan
Betancur, sobre las relaciones proporcionales entre segmentos, en el contexto del modelo de van

Hiele?

La caracterizacion realizada a los estudiantes, a través de los descriptores disefiados y refinados,
logra presentar como son los razonamientos que exhiben los estudiantes de quinto grado sobre
las relaciones proporcionales entre segmentos. Esta caracterizacion estd en correspondencia con
los niveles de razonamiento propuestos en el modelo educativo de van Hiele, de tal manera que
con ellos, se puede dar respuesta a la pregunta de investigacion. Por ejemplo, para indagar como
son los razonamientos en el caso de Daniel, se puede responder que es un estudiante que
identifica y diferencia una linea recta de una linea curva, representa graficamente segmentos de
recta, representa simbdlicamente segmentos de recta, identifica la igualdad entre los tamafios de
los segmentos y reconoce el nimero de veces que un segmento esta contenido en otro segmento,
por lo tanto, podemos concluir que los razonamientos que exhibe este estudiante en el contexto

de este modelo son acordes al nivel 1 de razonamiento.

Teniendo en cuenta lo anterior, los razonamientos de los cuatro estudiantes de quinto grado
fueron caracterizados a través de los descriptores, que permitieron a su vez, determinar el nivel
de razonamiento que exhibia cada uno de ellos. Los andlisis y resultados al respecto se pudieron

observar en el capitulo 4 del presente trabajo.
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5.3 Futuros trabajos de investigacion

El presente estudio centro su interés en la construccion de una entrevista de carécter socratico,
que caracterizd los razonamientos que exhibian los estudiantes de quinto grado y, determingé el
nivel de razonamiento con respecto a las relaciones proporcionales entre segmentos. Sin
embargo, teniendo en cuenta los resultados de esta investigacion, se deja abierta la posibilidad de
dar continuidad a otros estudios enfocados en el contexto del modelo educativo de van Hiele, que
pretendan indagar por la manera como razonan los estudiantes en relacién a un concepto

matematico susceptible de una componente visual geométrica.

En este sentido, también se podrian desarrollar estudios que indaguen sobre el aspecto
prescriptivo del modelo, para pretender que un estudiante avance de un nivel de razonamiento al
inmediatamente superior, con respecto a las relaciones proporcionales entre segmentos. Estos
estudios pueden retomar el disefio de modulos de aprendizaje, que estén en correspondencia con
las fases de aprendizaje del modelo educativo de van Hiele, para propender por el progreso a

niveles mas avanzados de razonamiento.

Teniendo en cuenta que el presente estudio abordd mediante la entrevista de caracter socratico un
mecanismo de visualizacion geométrico para las relaciones proporcionales entre segmentos, se
puede dar continuidad con un estudio que disefie un guion de entrevista de caracter socratico
para la comprension del teorema de Thales, con estudiantes de un nivel superior de escolaridad,

partiendo del disefio metodolégico implementado en esta investigacion.

El disefio de la entrevista de caracter socratico realizado en esta investigacion, permitio observar
el proceso de razonamiento que realiza un estudiante para establecer relaciones proporcionales

entre segmentos, especialmente al retomar razones internas. De acuerdo al mecanismo de
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visualizacion propuesto en este estudio, se puede disefiar un guion de entrevista de caracter
socratico que permita identificar los razonamientos que tienen los estudiantes cuando establecen

relaciones proporcionales entre segmentos relacionando razones externas.

El estudio abordo el concepto de proporcionalidad a partir de un mecanismo de visualizacion
geomeétrico, referido a la division de segmentos en partes iguales, de tal manera que el estudiante
pudiera establecer las relaciones proporcionales entre éstos, a través de la comparacion entre sus
longitudes, retomando lo anterior, se podria realizar un estudio que emplee el mecanismo de
razonamiento propuesto, pero con otro tipo de contexto geométrico, como puede ser la division
en partes iguales de rectangulos, tridngulos equilateros o cubos; tal como se presentd en el

capitulo dos, en las aplicaciones del concepto objeto de estudio.

Las relaciones proporcionales que se proponen en el presente estudio fueron establecidas a partir
de la conmensurabilidad de los segmentos, sin embargo, basados en este trabajo de investigacion
podrian desarrollarse estudios que indaguen por el nivel de razonamiento que un estudiante

presenta cuando se enfrenta a situaciones en que los segmentos sean inconmensurables.

En esta investigacion se dio gran importancia a los contextos geométricos que favorecen la
visualizacion y el razonamiento de conceptos, en correspondencia con lo desarrollado en el
modelo educativo de van Hiele, por lo tanto, utilizar herramientas tecnoldgicas (Tecnologias de
la informacion y la comunicacién, TIC), facilitan la representacion y visualizacion de objetos
matematicos, que podrian convertirse en un medio para el disefio de experiencias de aprendizaje

acordes con los intereses de una investigacion en el campo de la educacion matematica.

En este sentido, en la actualidad, el potencial que ofrecen los medios tecnoldgicos en la

ensefianza y aprendizaje de las matematicas, es cada vez un campo investigativo susceptible de
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ser explorado, involucrando procesos que permitan identificar niveles de razonamiento o que
puedan ayudar a los estudiantes a su progreso en el desarrollo del pensamiento matematico. Para
esto, la utilizaciéon de Applets, software como el GeoGebra, Manipuladores virtuales, entre otros,
se constituyen en medios que pueden permitir la visualizacién, representacion y la interaccion

para el razonamiento y construccién del conocimiento matematico.
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Anexo A.2. Ponencias, talleres o conferencias
Durante el desarrollo del trabajo de investigacion se socializaron en varios eventos los avances
de éste, a continuacion, se presentan los eventos con sus respectivos certificados, en los cuales se

participo.

e Moddulo de aprendizaje desde el modelo de Van Hiele para la comprension del concepto
de proporcionalidad. Ponencia. IV Congreso Internacional de Formacion y Modelacion
en Ciencias Bésicas. Organizado por la Universidad de Medellin, Medellin, Colombia,

mayo de 2012.

Congreso Internacional
de Formacion
y Modelacidn

en Ciencias Basicas UNIVERSIDAD DE MEDELLIN

CERTIFICA QUE:

/TANITH CELENY IBARRA MUNOZ

PONENTE

Asisti6 al IV Congreso Internacional de Formacién y Modelacién de las
Ciencias Basicas, realizado los dias 9, 10 y 11 de mayo de 2012 en la
Universidad de Medellin, con una intensidad de 24 horas.

: _Tose ALBETORIA VASRUEZ
ALBA LUZ/MUROZ RESTREPO JOSE ALBERTO RUA VASQUEZ
Vicerrectora Académica Jefe Departamento

de Ciencias Basicas
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e La comprension del teorema de Thales y la entrevista de caracter socratico. Ponencia.
X111 Encuentro Colombiano de Matematica Educativa. Organizado por ASOCOLME y la

Universidad de Antioquia, Medellin, Colombia, octubre de 2012.
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ASOCIACION COLOMBIANA
DE MATEMATICA EDUCATIVA

1 O ENCUENTRO COLOMBIANO
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- u ca t Iva UNIVERSIDAD DE MEDELLIN SRR

ECME - 13

CERTIFICAN QUE |

Tanith Celeny Ibarra Muioz, Edisen Sucerquia Vegu, Carlos Mario Jaramilio Lopez presentaron en el 13°
Enciientro Colombiana de Matematica Educativa ja comunicacida-hreve La conuprension del teorema de ’

Thzles y i2 entrevista de cardcter socratico. l

Medellin, octubre 11, 17 v13 de 2012 ‘
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ol JOSE ALBEdRTQ RUA CARLOS ARTURO SANDOVAL C. GILBERTO DE J. OBANDO Z.
efe Departamento de Clen(la’s Basicas Decano Facultad de Educacién Presidente Asociacién Colombiana de
Universidad de Medellin Universidad de Antioquia Matemética Educativa
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e EIl concepto de proporcionalidad en el contexto del modelo de van Hiele. Ponencia. 1V
Congreso Internacional de Formacion y Modelacion en Ciencias Basicas. Organizado por

la Universidad de Medellin, Medellin, Colombia, mayo de 2013.

Congreso Internacional
de Formacion y Modelacion

en Ciencias Basicas

CERTIFICA QUE:

TANIT CELENY IBARRA MUNOZ

Asistio en calidad de
PONENTE

Con su presentacion: “EL CONCEPTO DE PROPORCIONALIDAD DESDE LOS NIVELES DE VAN
HIELE”, dictado en el marco del V Congreso Internacional de Formacién y Modelacion en Ciencias
Basicas, realizado en la Universidad de Medellin los dias 8, 9 y 10 de mayo de 2013.

KAy 7 .
__Tose ALBRELTORGA VASRUE2
ALBA J/UZ MUNOZ RESTREPO JOSE ALBERTO RUA VASQUEZ
Vicerrectora Académica Jefe

Departamento de Ciencias Basicas
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e El concepto de proporcionalidad en el contexto de modelo de van Hiele. Ponencia. XIV
Encuentro Colombiano de Matematica Educativa. Organizado por ASOCOLME vy la

Universidad del Atlantico, Barranquilla, Colombia, octubre de 2013.
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TANITH CELENY IBARRA, EDISON SUCERQUIA VEGA, CARLOS MARIO JARAMILLO
LOPEZ

Presentaron la Comunicacién Breve titulada
EL CONCEPTO DE PROPORCIONALIDAD EN EL CONTEXTO DEL MODELO DE VAN HIELE

en el 14° Encuentro Colombiano de Matemdtica Educativa ECME-14, realizado en la Universidad del
Atlintico (Barranquilla - Colombia) los dfas 9, 10 y 1 de octubre de 2013.

W
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e Relaciones proporcionales entre segmentos en el contexto del modelo de van Hiele.
Ponencia. V Congreso Internacional de Formacion y Modelacion en Ciencias Basicas.

Organizado por la Universidad de Medellin, Medellin, Colombia, mayo de 2014.
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Internacional de

Formacion y
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CERTIFICA QUE:
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