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La Aritmética como herramienta para mejorar la calidad de la educacién matematica.

Introduccion.

A través de la historia de la humanidad el hombre siempre se ha planteado problemas importantes, problemas
que se han convertido en situaciones especiales y que han marcado caminos a seguir por cada una de las
disciplinas en las cuales se ha dividido la intencion de alcanzar el conocimiento. De la tradicidn de la ilustracion
heredamos una idea del conocimiento como algo “objetivo”, y mediante la facultad de la razdn, separada
nitidamente de la naturaleza, luchamos por lograr la objetividad. Segun este punto de vista la razén es
soberana y constituye la fuente del conocimiento. Como la razon es una facultad universal puede producirnos
conocimiento objetivo e imparcial. La mision de la razdn es discernir las leyes que rigen el mundo empirico de la
naturaleza (Seidler 2000) .

Los filosofos no dejan de preguntarse qué es el hombre?, los genetistas se preguntan: cdmo actuan las células
para tomar del ADN sélo la informacién que necesitan?, los psicdlogos cognitivos vienen preguntandose hace
mucho: cdmo aprende el ser humano?, los antropdlogos siguen en la espera de que aparezca el eslabon
perdido, quien tal vez nunca haya existido, los matematicos a través de la modelacion piensan hallar el molde
perfecto para el mundo.

Todos estos problemas se particularizan alin mas y se convierten en preguntas especificas las cuales han
surgido desde estos grandes interrogantes. En las matematicas hemos tenido problemas clasicos: Aquiles y la
tortuga, la cuadratura del circulo, la duplicacién del cubo, la triseccion del angulo, el teorema de Pitagoras, el
teorema de Fermat, las preguntas planteadas por el Caballero de Meré, la botella de Klein, la braquistocrona, el
postulado de las paralelas, y cien més, quienes han dado la oportunidad de escarbar en esta hermosa pero a
veces misteriosa ciencia.

Existen también problemas clasicos de menor complejidad y que han servido no solo para entretener hordas de
estudiantes si no también para despertar en ellos suficientes inquietudes que les permitan adentrarse un poco
mas en las distintas ciencias. Estos problemas sencillos pero divertidos, se convierten en herramientas
especiales a las cuales pueden acceder facilmente los docentes para generar ambientes de discusion mas
especiales, mas profundos, los cuales se salen de las preguntas y respuestas tradicionales que siempre se
encontraran en los libros de texto.



El presente trabajo tiene la intencionalidad de generar en los docentes, de manera inicial y en los estudiantes,
por transitividad del conocimiento adquirido por los docentes, una aproximacion a cuatro temas especificos de
las matematicas, como son: las ternas pitagdricas, las bases numéricas y la divisibilidad. Lo anterior en lo que
se refiere a la aritmética en si, ya que el otro tema, los acertijos, como bien sabemos hacen parte del legado
general de las matematicas, y no podriamos llevarlo a ninguna de sus ramas especificas, llAmense aritmética,
algebra, trigonometria, calculo, etc.

1. Problema Objeto de Estudio

1.1 Antecedentes

Los docentes de la educacion basica secundaria se encuentran enfrentados constantemente a diferentes
cambios y directrices emanadas desde los ministerios de educacion y desde las secretarias de educacion,
estas directrices tienen el objeto el tratar de mejorar la calidad intelectual de los estudiantes con el fin de lograr
el que sean mas competitivos, manejen mejor los temas tratados en el aula, desarrollen diferentes
competencias que puedan aplicar a cualquier area y por supuesto pretenden lograr que el estudiante se
convierta en un sujeto social, un sujeto que se apegue a unos parametros previamente establecidos y que lo
determinaran como un elemento constituyente de la sociedad.

Pero, ¢qué pasa con la educacién matematica? Parece que hace tiempo se encontrara en un callejon sin
salida, resultados en pruebas como SABER e ICFES dejan entrever que los resultados estan muy lejos de
satisfacer los deseos de nuestras secretarias y ministerios e incluso los de nosotros mismos. Parece que no se
ha generado un aprendizaje significativo en nuestros estudiantes. Un aprendizaje es significativo cuando la
nueva informacion se ancla y genera cambios en la estructura cognitiva del sujeto. Pero si nuestros estudiantes
no pueden recordar lo ensefiado, no aplican adecuadamente lo aprendido, no aportan explicaciones de los
fendmenos consistentemente con el contexto, o cuando con gran dificultad trasfieren la nueva informacién a
otros contextos diferentes de aquel que fue ensefiado (Quiroz 1997), podremos decir que no estan en realidad
aprendiendo lo ensefiado, que no les estamos ensefiando a nuestros estudiantes a aprender pensando.

La nueva moda son los estandares para la educacion en nuestro pais, después de haber pasado por objetivos
especificos, indicadores de logros y competencias. Bueno, pero qué son los estandares? “Un estandar es una
proposicion que puede ser utilizada para juzgar la calidad de un curriculo de matematicas o de unos métodos
de evaluacion. Por ello, los estandares son proposiciones acerca de lo que se valora, no es pues propiamente
lo que se evalua sino lo que se valora, lo que se tiene por valioso”. Esta definicidn es la propuesta por el NCTM
“‘National Council of Teachers of Mathematics”; la cual tiene sede en Reston, Virginia, cerca de Washington.



También proponen que los estandares deben ser adquiridos para: (1) asegurar la calidad, (2) indicar metas y
(3) promover el cambio.

Podriamos pensar nosotros entonces que los estandares serian la seleccién que hace el Ministerio de
Educacion del nivel del logro que considera basico para una calidad aceptable en cada grado. Necesitarian
entonces de una determinacion previa de los niveles de logro, y s6lo entonces se puede fijar uno de esos
niveles como estandar basico para cierto grupo de grados, otro para el siguiente grupo y asi sucesivamente.

Dejando atras las ambiciones gubernamentales debemos preguntarnos: ;estamos satisfechos con el
desempefio y con el resultado de nuestros estudiantes en las asignaturas que impartimos?

Si la pregunta es si, pues simplemente debemos tomar nuestras pertenencias e irnos a dar la vuelta al mundo
bien sea en bicicleta o en barco, lo que nos tome mas tiempo. Esto con el objeto de no hacerle mas dafio a los
chicos. Si la respuesta es no, debemos estar muy contentos pues es la respuesta correcta, pero debemos
también ponernos a trabajar en este frente de batalla y la batalla aqui no es contra los estudiantes, no, la batalla
aqui es por los estudiantes y en contra de nuestros modelos de ensefianza tradicionales, los cuales no
proporcionan un aprendizaje significativo, los cuales no conocen de la importancia de la Inter.-trans-
disciplinariedad.

Es hora ya de desmontar nuestros viejos y mal entendidos modelos de ensefianza-aprendizaje para innovar con
otros en los cuales se tome al estudiante como eje central de todos los procesos y en donde los docentes
podamos llegar a convertirnos en un intermediario entre las inquietudes de los jovenes y los conocimientos
desarrollados a ese respecto por la humanidad. Esta dificil tarea nos corresponde a todos los docentes,
querdmoslo o no y se convierte en la posibilidad de repensar nuestra practica docente, nuestros modelos de
aprendizaje y también nos da la gran posibilidad de repensarnos a nosotros mismos como parte de la
coexistencia de este planeta.

1.2. Justificacion.

La aritmética puede considerarse como la madre de las matematicas en un sentido practico, pues el nacimiento
de ésta surge desde el desarrollo de aquella, desde su conocimiento, desde su descubrimiento.

La aritmética se ha ensefiado siempre de manera superflua e incipiente en nuestras escuelas. Se trabaja
generalmente en los cursos de matematicas de los grados sexto y séptimo, dando sélo unas pequefias bases
sobre la teoria de numeros, las cuales no tienen una continuidad adecuada y terminan siendo olvidadas
rapidamente por los jovenes estudiantes. Pero si fuéramos un poco mas criticos con nosotros mismos y con el
conocimiento, observariamos la gran virtud de la aritmética, los grandes desarrollos intelectuales que pueden
lograrse a través de su estudio constante y minucioso, la capacidad de abstraccion que puede generarse en los



sujetos a través del trabajo con ella. La verdad sobre la falta de su imparticidon en las escuelas se debe al
desconocimiento que sobre la misma tenemos los docentes. Nuestros estudiantes no han podido profundizar en
esta materia, pues los docentes no la conocen y peor aun le temen. Es algo asi como una ciencia oculta, una
ciencia de las tinieblas a la cual se le teme porque no se le conoce.

Si observamos libros de texto para la ensefianza de las matematicas de hace varios afios podemos darnos
cuenta como ésta era propuesta como eje central del conocimiento matematico, pero a medida que fue
pasando el tiempo, fueron introduciéndose nuevos temas, sobre todo el algebra, la cual al tener una mayor
simplicidad y periodicidad se hacia mas asequible para los estudiantes, terminando por desplazar a la aritmética
de su lugar de jerarquia. No es que quiera decirse que con el hecho de ensefiar aritmética estaremos
solucionando los problemas que han tenido y vienen teniendo los estudiantes en la comprension matematica,
no, simplemente se considera que una profundizacion en esta parte de la matematica, le dara a nuestros
estudiantes herramientas fundamentales para el conocimiento integral de esta ciencia y le proporcionara una
mirada distinta de las mismas.

Para ello se propone que los docentes sean en primera instancia quienes retornen a la aritmética, para que
desempolven o renueven sus conocimientos; eso si, llegando aqui a través de situaciones especiales y no
desde un recetario comun que se encuentra en cualquier libro antiguo. Llegar a la aritmética desde la
experimentacion y decimos esto queriendo referirmos al juego, a la modelacién de situaciones cotidianas a
través de la aritmética. Este trabajo es un esfuerzo en ese sentido, pues se considera que una vez el docente
se sienta cautivado, atrapado, enamorado de la fina relacion que existe entre las situaciones cotidianas y la
aritmética, podra entonces transmitir, transportar, compartir, reflejar, ensefiar ese amor a sus estudiantes.



2. Objetivos
2.1 Objetivo General

- Proporcionar a los docentes de la basica secundaria una aproximacion a la aritmética desde situaciones
particulares que permitan la introduccién, el mejoramiento y la profundizacion de temas especificos.

2.2 Objetivos Especificos

- Motivar a los docentes de la basica secundaria para que tengan un contacto mas profundo con la
aritmética, llevandola al salon de clases de una forma mas ludica que como hasta ahora se venia

dando.

- Profundizar en diversos aspectos de la aritmética a través del trabajo con temas especificos, los cuales

permitiran un mejor proceso en los niveles de abstraccion y formalizacion.
- Reconocer en los estudiantes sus diversas potencialidades a través del trabajo con diferentes

tematicas, las cuales pueden darles diferentes lineas de profundizacién en su educacion matematica.
- Mostrar las matematicas desde una de sus vertientes mas divertidas, a través de la introduccién de

diversos tipos de acertijos.

- Indagar acerca del nivel de aritmética que se imparte en las instituciones escolares de ensefianza

media en la ciudad.

- Reconocer la inter-trans--disciplinariedad de la aritmética en el contexto actual de la ensefianza de las

ciencias.



3. Marco Tedrico
3.1 Sobre el desarrollo de la aritmética.

3.1.1. Reflexion sobre los nimeros.

Los numeros, aun perteneciendo al mundo espiritual, son los constituyentes de nuestra representacion del
mundo fisico. Cualquier cosa es, en ultima instancia, cantidad, numero. Una linea es un cierto numero de
puntos unidos. Una superficie es un numero de lineas unidas. Un volumen es un numero de superficies unidas.
Cualquier objeto es, en ultima instancia, un cierto nimero de unidades de existencia combinadas de acuerdo
con las leyes de la geometria. De modo que el nimero es la representacion méas sublime de la realidad
sensible. Todo lo existente es reducible a nimeros y geometria. Detrds de cada numero estan las diferentes
realidades fisicas que ese numero recoge. Y viceversa: cada realidad fisica puede ser sublimada en un
numero.

Ello mostraba que el verdadero objeto del conocimiento han de ser los numeros y la geometria. Y esas
realidades no precisan de los sentidos para ser estudiadas. Es fatuo utilizar los sentidos para recabar
informacién sobre el mundo. Los seguidores de Mileto habian intentado comprender los fenémenos que
conocian a través de los sentidos. Primero observaban y luego trataban de explicar lo observado. Los
pitagoricos, por el contrario, pretenden transferir a las cosas y a los fenémenos las cualidades de armonia y
orden que preexisten en la razon. Las cosas no son como son, sino como las concibe la razén del hombre. En
este sentido se ha calificado el pitagorismo como el primer racionalismo de la historia de la filosofia, porque
trata de imponer a las cosas el orden de la razon.

Las elaboraciones pitagdricas responden a una marafia de ideas religiosas y matematicas pero sin ser
contrastadas en ningin momento con la observacién. "El circulo y la esfera son figuras perfectas
geométricamente. Por tanto, la Tierra y los cuerpos celestes deben tener forma esférica y moverse en circulos".
Otro ejemplo: puesto que el 10 es un numero sagrado (porque 10=1+2+3+4), debia haber 10 cuerpos en el
firmamento: la Tierra, la Luna, el Sol, los cinco planetas, la esfera de las estrellas fijas y ... como faltaba uno, no
dudaron en afirmar la existencia de una Antitierra que por estar situada en las antipodas de la Tierra no es
visible a los humanos.

Pero se llegd a descubrir la inconmensurabilidad de la diagonal del cuadrado con el lado. Una diagonal no mide
un numero decimal (i.e. racional) exacto de veces el lado. Si las lineas hubieran sido puntos unidos, la diagonal
hubiera sido d= A.p y el lado I=B.p por lo que el cociente d/I habria sido un nimero racional A/B formado por la
relacion entre dos enteros. Si las mediciones mostraban que no era asi, se caia por tierra el hecho de que
cualquier linea es una sucesién de puntos y por tanto el que toda realidad material sea en Ultima instancia
cantidad o numero. La diagonal era el primer caso de una realidad fisica que no podia ser "sublimada" en un
numero, ni grande ni pequefio. Ello conducia a pensar que cualquier linea no consiste en un nimero
determinable de puntos y que por tanto es infinitamente divisible. Los puntos pitagoricos que eran los pequefios



ladrillos que componian el universo, habian quedado reducidos a la nada. Quedaba rota la identidad pitagorica
entre las matematicas y el mundo fisico.

El descubrimiento del caracter irracional (no expresable como fraccion) de la raiz de 2 sumié a la comunidad
pitagérica en una profunda crisis: incluso se afirma que la hermandad pitagérica intenté ocultar el
descubrimiento. Hubo una division en la comunidad: algunos continuaron trabajando los nimeros (la aritmética)
pero desprovistos del contenido fisico que habian tenido. Otros se dedicaron a estudiar las posibles
aplicaciones practicas de los numeros. Recibieron el desprecio de los fildsofos por considerar que las
aplicaciones préacticas podian ser de interés para los comerciantes fenicios pero no para los cultos griegos.

Otros desecharon las matematicas y centraron su atencion
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medida, algunas otras figuras, Boecio, Fibonacci,
Bradwardine, Nemorario, aunque de calidad muy inferior a
los griegos. Boecio era un romano de familia noble. Estudid
en Atenas filosofia y matematicas. A su regreso a Roma fue nombrado senador y sin causa aparente fue
encarcelado y ejecutado en el 524 d.C. En la soledad de la carcel escribio su obra De consolatione philosophiae
que lo haria inmortal. Antes, sin embargo, habia escrito distintas obras menores sobre aritmética, geometria,
musica y astronomia. Eran obras elementales faciles de entender que fueron bastante populares en la Edad
Media. Incluimos aqui un incunable de la Opera de Boecio del afio 1492 donde podemos apreciar los nimeros
poligonales como n(n+1)/2 -nimeros triangulares- y los 3n(n-1)/2 -nimeros pentagonales-.
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Lo mas importante de este periodo fue la difusion y consolidacion de nuestro actual sistema de numeracién
hindu-arabe, especialmente Util para las actividades comerciales. Por esto, fue en las activas republicas
alemanas e italianas donde, ya en el Renacimiento, se produjo la mayor profusion de aritméticas: la de
Francesco Pellos, Luca Paccioli, Stiefel ... Este ultimo fue un personaje singular. Se orden6é monje en Esslingen,
su ciudad natal en 1511, luego durante los afios de la Reforma se convirtié en

seguidor de Lutero y estudiando la Biblia comenz6 a interesarse por una HIER ONIMI
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basado en su misticismo numérico, comenzo a predicar el fin del mundo para el
18 de octubre de 1511 estando a punto de ser linchado por sus seguidores al
no ocurrir nada ese dia. En 1544 después de 9 afios de estudio sistematico de
la Matematica publica su Arithmetica integra donde mejora la representacion de
las potencias de la incognita en una ecuacion y utiliza por primera coeficientes
negativos sin embargo, incomprensiblemente, segira ignorando las soluciones
negativas de una ecuacion. Podemos apreciar aqui (superior) una primera
edicion de la Arithmetica integra de Stifel donde se ve claramente el uso de los o
simbolos +, -y el simbolo para la raices que ya eran usados con regularidad o i 0
por aquella época, al menos en las ciudades asociadas de la Hansa, por una pléyade de maestros aritméticos
en cuyas obras se desarrolld gran parte de la notacién hoy habitual: el +y - para la suma y la resta, o el signo
para las raices.

Pero sin duda alguna, el mayor logro matematico del siglo XVI fue la resolucion por radicales de las ecuaciones
de tercer y cuarto grado. En cuatro mil afios, desde que los babilonios descubrieran como resolver la de
segundo grado, casi nada nuevo se habia logrado en este campo. La historia de la resolucion de las
ecuaciones de tercer y cuarto grado tiene, ademas, todo el colorido de la época: intrigas, desafios publicos,



acusaciones de plagio. Sus protagonistas, Tartaglia y, sobre todo, Cardano, médico, matematico, filésofo,
escritor y astrélogo, representan fielmente las miserias y virtudes del hombre renacentista.

HIZRORYMI CARDA NI

Tartaglia - o el tartamudo como el mismo se autodenominaba- naci6 en 1499 o 1500.
Fue autodidacta desde los 14 afios, edad en la que aprendié a escribir. Luego ensefi6
matematicas en Verona hasta que en 1534 se traslada a Venecia donde murié en
1557 en la misma pobreza que le acomparié toda su vida. El primero en encontrar
una formula para resolver ciertos tipos de ecuaciones cubicas fue Scipione del Ferro
aunque no los publico. Un discipulo suyo, Antonio Fiore
se hizo con ellos afios mas tarde. Al mismo tiempo
Tartaglia que estaba estudiando el mismo tipo de '
ecuaciones descubri6 mas casos que los que podia
resolver Fiore. Todo esto concluyé en un desafio
\publico donde ambos contrincantes, Tartaglia y Fiore,
proponian una serie de problemas y el que mayor,
cantidad resolvia resultaba vencedor. Es fécil adivinar que Tartaglia salié airoso
de semejante duelo matematico. Es ahi donde entra nuestro tercer personaje:

Girolano Cardano. Cardano fue un médico de éxito y un reputado astrélogo -
predijo incluso el dia de su muerte: 21 de septiembre de 1576. 'Y acerté!-. Su
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primera obra matematica fue Practica Arithmeticae (derecha) publicada en 1539 y
de la que incluimos un ejemplar de la primera edicion publicada en Milan. Al enterarse del gran éxito de
Tartaglia contactd con el y luego de rogarle largamente para que le ensefiara la férmula este ultimo accedié a
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dérsela no sin antes hacerle jurar que no la haria publica pues pensaba
publicarla el mismo y ganar fama y dinero. Aunque hay quien asegura que
Cardano no tardd ni un minuto en romper su promesa, lo cierto es que tardé 6
afios en revelar la famosa férmula, probablemente debido, en parte, a que
Tartaglia no acababa de publicarla y por tanto decide incluirla en su Ars Magna
(izquierda) cuya primera edicion de 1570 podemos admirar en la fotografia de
la derecha, abierta ademés por la pagina donde Cardano introduce los
numeros complejos a partir de un sencillo problema geométrico que dicho en
el lenguaje habitual seria el siguiente: Dado un segmento de longitud 10
unidades, dividirlo en dos partes de forma que forme un rectangulo de area
igual a 40 unidades cuadradas - es facil ver que el problema se reduce a la
ecuacion x2-10x+40=0, cuyas soluciones son complejas-. Tartaglia encajé
muy mal el golpe de Cardano culminando ésto con un desafio en Milan en

1548 entre Ferrari, yerno de Cardano, y Tartaglia que casi termina en tragedia para Tartaglia segun sostienen
ciertos historiadores de la época y que terminé; en un “"Empate técito".
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A raiz de la polémica entre Cardano y Tartaglia, Rafael Bombelli, el dltimo de los algebristas italianos del
Renacimiento quien habia leido el Ars Magna de Cardano a los 19 afios, decidio escribir un tratado de algebra
que permitiese a cualquiera dominar el tema sin recurrir a ningun otro libro -debemos destacar que el Ars
Magna de Cardano estaba escrito de manera muy poco clara-. Su obra L'Algebra, de la que presentamos un
ejemplar de la segunda edicién de 1579 (izquierda), contiene un tratado completo de toda el algebra conocida
en su época. En particular en su L'Algebra utiliza por primera vez los numeros complejos en una aplicacion
esencial: la resolucion de la ecuacion cubica irreducible, o sea, la que tiene sus tres raices reales; usando,
como el mismo cuenta, una «idea loca» que consistia en considerar que las raices de lo que hoy denominamos
complejos conjugados tendrian que ser a su vez complejos conjugados y por tanto se podia operar con ellos
formalmente aunque no existieran. !Como le hubiese gustado a Bombelli saber que esa ecuacion es imposible
de resolver por radicales sin pasar antes por el campo complejo como se demostraria dos siglos y medio
después a partir de los resultados de Galois!

Para terminar este periodo de nuestra Exposicion destacaremos la figura del francés Frangois Viéte, quien,
junto con los algebristas italianos, es sin duda la figura cumbre del lgebra renacentista. Fue precisamente
Viete quien dio el paso decisivo de distinguir simbdlicamente las incognitas de los parametros constantes, y
apuntd algo hoy habitual pero muy novedoso en aquellos tiempos: la importancia del algebra de especies o
magnitudes. Una de sus primeras obras es la que vemos aqui (izquierda). Se trata de su Canonem
mathematicum de la cual se desconoce el lugar y fecha de edicién -aunque es posible que sea de la primera-.
Viete apuesta decididamente por las fracciones decimales aunque fue Stevin -quien nuevamente aparecera en
la seccion dedicada al calculo- quien difundié el uso de los decimales fuera del ambito matematico.

3.2. Los Estandares Académicos.

Siguiendo con la reflexién que nos planteabamos en los antecedentes del presente trabajo, podriamos ampliar
el tema propuesto sobre los estandares académicos, en lo que se refiere a la propuesta emanada del Ministerio
de Educacion Nacional. Alli se plantean los siguientes prop6sitos generales del curriculo de matematicas:

- Generar en todos los estudiantes una actitud favorable hacia las matematicas y estimular en ellos el interés
por su estudio.

- Desarrollar en los estudiantes una sélida comprension de los conceptos, procesos y estrategias basicas de la
matematica, e igualmente, la capacidad de utilizar todo ello en la solucién de problemas.

- Desarrollar en los estudiantes la habilidad para reconocer la presencia de las matematicas en diversas
situaciones de la vida real.

- Suministrar a los estudiantes el lenguaje apropiado que les permita comunicar de manera eficaz sus ideas y
experiencias matematicas.



- Estimular en los estudiantes el uso creativo de las matematicas para expresar nuevas ideas y
descubrimientos, asi como para reconocer los elementos matematicos presentes en otras actividades creativas.
- Retar a los estudiantes a lograr un nivel de excelencia que corresponda a su etapa de desarrollo.

El curriculo de matematicas tendra los siguientes componentes:
- Pensamiento numérico y sistemas numéricos.
- Pensamiento espacial y sistemas geométricos.
- Pensamiento métrico y sistemas de medidas.
- Pensamiento aleatorio y sistemas de datos.
- Pensamiento variacional y sistemas algebraicos y analiticos.
- Procesos matematicos.

Rescatamos aqui la propuesta para el pensamiento numérico y sistemas numéricos por su estrecha relacion
con el tema a desarrollar: “En este componente del curriculo, se procura que los estudiantes adquieran una
comprension solida tanto de los numeros, las relaciones y operaciones que existen entre ellos, como de las
diferentes maneras de representarlos”.

Expresado de esta forma, parece muy vago e incluso superficial. Se ve entonces en los estandares un gran
alejamiento de la educacion matematica basada en la aritmética, lo cual dificultara en gran medida el desarrollo
de los estudiantes hacia procesos de abstraccion, generalizacion y formalizacion del pensamiento matematico.

Si revisamos uno a uno los estandares para cada grado, podremos percibir que existira una profundizacion
realmente limitada en el pensamiento numérico y los sistemas numéricos, asi:

Grado 6°

- Realiza operaciones aritméticas de manera precisa y eficiente con los nimeros enteros, fraccionarios y
decimales; utiliza la calculadora solo para los casos mas complejos.

- Comprende el sistema de numeracidn en base 2, sus aplicaciones en la informética y puede convertir un
numero en base 2 a uno en base 10y viceversa.

- Distingue entre nimeros racionales e irracionales y da ejemplos de ambos.

- Comprende el concepto de radicacion y su relacidn con la potenciacién.

- Entiende el concepto de proporcion, conoce sus partes, propiedades, y las aplica para resolver problemas
practicos de proporcionalidad.

- Comprende los conceptos de interés simple y compuesto y puede calcularlos.

Grado 7°
- |dentifica la base y el exponente de una potencia y sus propiedades.
- Multiplica y divide potencias de la misma base.



- Explica por qué un nimero diferente de cero, elevado al exponente cero es igual a uno.
- Interpreta las potencias con exponentes fraccionarios y negativos y realiza operaciones combinadas con ellas.

Grado 8°
- Reconoce las propiedades de los numeros irracionales.
- Comprende el significado y las propiedades de la recta real.

Grado 9°

- Reconoce progresiones aritméticas y sus propiedades.

- Deduce formulas para un término cualquiera, asi como la suma de los términos de una progresion aritmética.

- Reconoce progresiones geométricas y sus propiedades.

- Deduce formulas para un término cualquiera, asi como la suma de los términos de una progresion geométrica.
- Identifica fenémenos en la fisica, la ingenieria, la economia u otras ciencias que pueden modelarse mediante
progresiones aritmeéticas y geométricas.

Grado 10°

- Utiliza los argumentos de la teoria de numeros para justificar las relaciones que involucran a todos los
numeros reales.

- Desarrolla comprension sobre permutaciones y combinatoria como una técnica de conteo.

Grado 11°
- Reconoce una sucesién y sus propiedades.
- Reconoce una serie y sus propiedades.

Como vemos, los estandares curriculares no “profundizan” en diversos campos de la aritmética, los cuales
proporcionarian a los individuos unas mejores bases y unas mejores herramientas, las cuales repercutirian en
un mejor dominio de temas subsecuentes. Ademas de ello, si observamos las otras lineas de “pensamiento
matematico” propuestas por los estandares y revisamos cada una de ellas en cada uno de los grados del
bachillerato, nos daremos cuenta que el esfuerzo del Ministerio de Educaciéon Nacional apunta hacia otras
ramas y pretende dejar relegada a nuestra querida aritmética.

No de acuerdo con esto, hacemos un esfuerzo por demostrar a través del presente trabajo, la importancia que
tiene la misma en el desarrollo del pensamiento formal de los estudiantes. Las tematicas aqui expuestas
pretenden guiar a los docentes hacia un “rescate” urgente y necesario de la aritmética y su ensefianza a
profundidad en las Instituciones de Béasica Secundaria, con el fin de lograr unos mejores resultados con
nuestros estudiantes y también con el deseo ferviente de alcanzar los propdsitos generales del curriculo de
matematicas.



3.3. Fundamentos Pedagodgicos de la Propuesta de Intervencion Académica.

La propuesta que se pretende llevar a cabo radica en la exposicion de una serie de tematicas relacionadas con
la aritmética y con la cual se pretenden alcanzar los siguientes objetivos:

- Motivar a los docentes de la basica secundaria para que tengan un contacto mas profundo con la
aritmética, llevandola al salon de clases de una forma mas ludica que como hasta ahora se venia
dando.

- Profundizar en diversos aspectos de la aritmética a través del trabajo con temas especificos, los cuales
permitiran un mejor proceso en los niveles de abstraccion y formalizacion.

- Reconocer en los estudiantes sus diversas potencialidades a través del trabajo con diferentes
tematicas, las cuales pueden darles diferentes lineas de profundizacién en su educacion matematica.

- Crear la mentalidad de que las matematicas son para todos y cada uno de nosotros, haciendo de ellas
una disciplina recreativa y divertida.

Es muy importante que el estudiante sepa de antemano los objetivos que se pretenden lograr con el trabajo a
realizar, asi estos objetivos planteados como tal no pueda entenderlos en primera instancia. Es dificil que un
estudiante comprenda que se quiere alcanzar con él un nivel de pensamiento formal y que nos estamos
basando para ello en la teoria expuesta por Jean Piaget, en donde plantea que para unas edades entre 11y 15
afos “los estudiantes estaran en capacidad de realizar operaciones mentales que pueden aplicarse a lo posible
e hipotético, ademas de lo real, al futuro asi como al presente y a afirmaciones o proposiciones puramente
verbales o légicas. Los adolescentes adquiriran un pensamiento cientifico, con su razonamiento hipotético-
deductivo y el razonamiento ldgico con su razonamiento interproposicional”.

Y en donde se quiere que también adquieran unos “conceptos cientificos” mediante la instruccién, la cual
vendria a convertirse en una generalizacion de las observaciones realizadas por parte de los jovenes, en las
tematicas especificas. Estos conceptos cientificos vendran a reemplazar los conceptos previos, no formales,
espontaneos pues compartiran los referentes, aunque posean en Ultima instancia significados distintos.

No se quiere decir con esto que se pretenda que el estudiante llegue a convertirse en un acumulador de
informacidn, que su formacion se convierte en algo enciclopédico. No, por el contrario, se pretende que el
estudiante una vez comprenda los conceptos pueda “trabajar” con ellos de manera que pueda reformularlos,
ampliarlos, extrapolarlos a otros contextos, etc. Para ello debe prestarse especial interés a los métodos y al
saber qué proposito tienen, es decir, saber de dénde parte y a donde llevan. La propuesta que se viene
desarrollando hace un esfuerzo en tal sentido, y esto se ve reflejando en la forma de exposicidn de cada uno de
las tematicas.



Los métodos tienen una orientacion, una dinamica, de las cuales los resultados y teoremas aislados carecen.
El estudiante sera “conducido” paso a paso y con una intencionalidad a través de todo un proceso, el cual lleva
a un fin (generalizacion). Debe entenderse que es mucho mas importante para su desarrollo mental el proceso
en si y no el fin alcanzado; si se hace especial énfasis en ésto, podremos encontrarnos rapidamente con
estudiantes capaces de hacer diversos desarrollos en diversas ciencias, dejando de lado el caracter
transmisionista de resultados de nuestra ensefianza. Este proceso, genera cambios en la estructura cognitiva
del sujeto, genera un mejoramiento en su capacidad de afrontar diversas situaciones que se le presenten en la
cotidianeidad, pues ésta no esta llena de resultados sino de procesos.

Pero, ¢como llevar a cabo esos procesos para la interiorizacion de métodos y no de teoremas?

La respuesta no es sencilla pero podriamos basarnos en la propuesta realizada por Pozo y Postigo (1993), en
donde se propone que “el docente de hoy debe de adoptar como uno de sus objetivos, ayudar a los alumnos a
aprender y a hacer ciencia mediante procedimientos y estrategias que favorezcan un aprendizaje
autocontrolado en el que se evidencie el manejo de competencias tales como: el anélisis, la reflexion y la
sintesis, las cuales consolidan la autorregulacion. Se propone entonces una reorganizacion de los contenidos
curriculares mediante una taxonomia procedimental en la cual se identifican cinco niveles taxonémicos que son:

Procedimientos para la adquisicion de la informacion.

Procedimientos para la interpretacion de la informacion.

Procedimientos para el analisis de la informacién y la realizacién de inferencias.
Procedimientos en la comprensién y la organizacion conceptual de la informacioén.
Procedimientos en la comunicacion de la informacién conceptual.

o RN~

La implementacién de dichos procedimientos se desarrolla mediante la aplicacién de unidades didacticas que
permiten establecer relaciones entre el conocimiento cotidiano y el conocimiento cientifico, las cuales no se
deben programar como simples contenidos sino que deben atender igualmente a los medios, a la manera en
que se va a ensefiar y a la forma como van a ser aprendidos los nuevos conocimientos, lo que permite
identificar con claridad la manera y el instante de los procesos de ensefianza y aprendizaje en el que se van a
ensefiar dichos procedimientos, los cuales indiscutiblemente deben tener una estrecha relacion con los
objetivos planteados para cada area y momento de los procesos.

Finalmente se debe tener presente que el objetivo de la unidad didactica no es transmitir técnicas de estudio
sino propiciar que los estudiantes implementen estrategias que les permitan abordar las exigencias académicas
en un contexto cotidiano.

Para que dicho objetivo se cumpla “en la unidad didactica se deben contemplar cuatro componentes esenciales
los cuales son: area o areas y contenidos curriculares, los objetivos y las habilidades cognitivas implicadas, la
estrategia que pretende ensefiarse, descripcion de las actividades de ensefianza y aprendizaje y de la



evaluacién, junto con las distintas acciones, tareas y ejercicios que ejecuten el profesor y los alumnos”
(Monereo y Castelld, 1998).

El modelo retomado para este trabajo sobre el disefio de una unidad didactica es el planteado por Jorba y
Sanmarti (1994), debido a que éste permite el desarrollo de aptitudes y habilidades metacognitivas. (Diagrama
de la pagina siguiente)

La propuesta de intervencion pedagdgica: “‘La Aritmética como herramienta para mejorar la calidad de la
educacion matematica®, presenta su mayor aporte en la etapas de exploracion e introduccion del concepto o
procedimiento, pues es aqui, a través de situaciones especiales en donde se espera “capturar” al estudiante.
Una vez “superadas” estas etapas, es tarea docente alcanzar una formalizacién de los conceptos mediante un
trabajo que no deje de largo las etapas iniciales, si se utilizan estos referentes adecuadamente, sera mucho
mas facil abordar etapas como son la estructuracion de los conceptos o la aplicacién de los mismo a contextos
diferentes.



ETAPAS EN EL PROCESO DE APRENDIZAJE

ESTRUCTURACION

Actividades de:
- Sistematizacion
- Estructuracion légica

Aplicacién del concepto en ejercicios académicos
para:

INTRODUCCION
DEL CONCEPTO O

- Familiarizarse con el contenido

PROCEDIMIENTO introducido.
- Reconocer las posibilidades que
ofrece.
- Memorizar.
A
Plantear situaciones progresiva-
mente mas abstractas, empezando
por las mas intuitivas y manipuladas
que faciliten la construccion del
conocimiento por parte del alumno.
EXPLORACION
APLICACION
Partir de situaciones reales, concretas y
simples en las cuales se presenten los
conceptos o procedimientos que se quieren Aplicacién del concepto o
ensefiar desde diversos puntos de vista para: procedimiento a situaciones reales
- Que los alumnos sepan cual sera el objeto concretas, simples 0 complejas para:
del aprendizaje y cual sera su utilidad.
- Reconocer cuéles son los conocimientos - Interpretar la realidad
previos de los alumnos sobre el tema. - Saber utilizar el nuevo aprendizaje
- Reconocer su utilidad en nuevos
contextos.
SIMPLE > COMPLEJO

Modelo Didactico de Jorba Y Sanmarti




4. Desarrollo de la Propuesta de Intervencion Pedagégica.
4.1. El Teorema de Pitagoras y las Ternas Pitagdricas.
4.1.1. Objetivos de la Unidad:

- Profundizar en el trabajo con el teorema de Pitagoras observando algunas demostraciones propuestas.

- Conocer algunos puzzles o rompecabezas pitagéricos con el fin de realizar actividades ludicas al
interior de las clases.

- Introducir el concepto de terna a través de la cotidianeidad del estudiante.

- Inducir al estudiante para que a través de la observacion de registros ordenados (tablas) pueda llegar a
realizar deducciones y generalizaciones de férmulas matematicas.

- Profundizar en los niveles de generalizacién y abstraccion que se desarrollan en los estudiantes a
traves del trabajo, bien sea individual o colectivo.

Sugerencia: Este tema debe ser tratado después de haber introducido el teorema de Pitagoras, esperando que
se haya desarrollado el tema a cabalidad. De esta forma, el trabajo expuesto aqui servira para el reforzamiento
0 mejoramiento conceptual y para el estudio de los numeros cuadrados y triangulares, asi como para el
conocimiento de las relaciones que suceden al interior de las ternas pitagoricas.



4.2. El Teorema de Pitagoras

¢ Recuerdas el teorema de Pitagoras? Imagino que si. Pues tal vez sea aquello que los estudiantes recuerdan
mas facilmente después de haber pasado por el bachillerato. No sé si lo hagan por su nombre o por que han
trabajo mucho con él.

Pero, ¢quién fue Pitagoras?
Acaso sera alguien que se convirti6 en un mito por demostrar, o tal vez, sélo por divulgar algun tipo de
informacidn?

La mayoria de los estudiosos de la Historia Antigua coinciden en que Pitdgoras de Samos (siglo VI a.C.) fue un
hombre excepcional, reconocido por la sociedad de su tiempo. De sus discipulos sobresalieron algunos,
quienes estaban fuertemente influenciados por las ideas del matematico. Encabezado por Pitagoras, este grupo
de estudiosos constituyd la llamada Orden Pitagérica, que era casi una hermandad. Sus miembros compartian
creencias de todo tipo y realizaban investigaciones en comunidad, celando hasta la muerte los resultados
obtenidos.

Los pitagoricos hicieron grandes contribuciones en el area de las Matematicas, atribuyendo todos los
descubrimientos obtenidos a su maestro. El Teorema de Pitagoras es la principal aportacion de esta Orden y
establece que: “El area del cuadrado construido sobre la hipotenusa de un triangulo es igual a la suma de las
areas de los cuadrados construidos sobre los catetos.”

B
AN +B=C

La gran mayoria de los profesores de la educacion secundaria se ocupa de dar a conocer el Teorema y también
de aplicarlo con el objeto de hallar algun cateto o la hipotenusa cuando se conocen los otros dos valores, pero
en realidad, ;cuanto se trabaja a cabalidad con dicho teorema? jcuando nos detenemos para compartir con los
estudiantes las diferentes formas que existen para demostrarlo? ¢, Propiciamos actividades ludicas alrededor de
este Teorema?



Debemos entonces reflexionar frente a ello y dejar de lado las dificultades que podamos creer que existan, para
trabajar de lleno en este importante tema con los estudiantes.

Existe controversia entre los matematicos acerca de la forma en que los pitagéricos demostraron tan conocido
teorema. Se sabe que existen cientos de demostraciones de este teorema, queremos compartir algunas de

ellas, las cuales pueden servir de base para futuras demostraciones. Aqui estan:

4.2.1. Demostraciones del Teorema de Pitagoras.

% ‘-s- I - ; —
=Y @ e «;Q\«cf Euclides, en el Libro | de los Elementos proposicion 47 demuestra

" S °, 44,*_, L?"“- o el teorema de Pitagoras: En los triangulos rectangulos el cuadrado
g& ";[; :&L_\-\vf‘ft sobre el angulo opuesto al angulo recto es equivalente a los
=3 J?;" w,;}:,\c‘iﬂ:{:‘f cuadrados sobre los lados que forman el angulo recto.

e e A o
’:_'_',' J'E"’j "8 .1:”:" 'f Prueba que el area del cuadrado NMBC es igual a la suma de las
g (WL‘_,’r.J—u L,,_h::( areas de los cuadrados ABPQ y CAED.
*-. e :“_;‘Jv:-: .
Ll SRt Fekdy= Para ello, trazamos por A una perpendicular a CB hasta que corte
‘::"“J": a NM en A" y que divide al cuadrado NMBC en dos rectangulos
1 T S2iher A'MBA"y NA'A"C. A continuacion unimos A con My C con P.
-‘*-::J;u
Cfﬁ(”"&"ﬂ‘"’" .:r- Los triangulos MBA y CBP son iguales pues tienen el mismo

angulo B =90 + t e iguales los lados que lo determina
BP=AByBM=BC
Manuscrito arabe del siglo XIlI ( y )

Se verifica:
[Area triangulo MBA] = 1/2 MB.MA" = 1/2 (MB.MA") =
= 1/2 [Area rectangulo A'MBA"']
Por otra parte:
[Area triangulo CBP] = 1/2 BP.QP = 1/2 (BP.QP) =
= 1/2 [Area cuadrado BPQA]

Por tanto: )
[Area triangulo MBA] = [Area triangulo BPC] =
= 1/2 [Area cuadrado BPQA] = 1/2 [Area rectangulo A'MBA"’]

Es decir el cuadrado BPQA y el rectangulo A'MBA™ son
equivalentes. Andlogamente demuestra que el rectangulo NA'A”'C
es equivalente al cuadrado CAED.




En la proposicion 48 del Libro | de los Elementos, Euclides
demuestra que si el cuadrado construido sobre uno de los lados de
un triangulo es equivalente a los cuadrados, juntos, de los otros
dos lados, el angulo formado por esos dos lados es recto es decir
el reciproco de la Proposicion 47.

(Esta es la demostracién que hace Euclides en los Elementos,
C aunque se han adoptado algunas notaciones actualizadas).
Sea el triangulo ABC y supongamos a 2 = b 2 + ¢ 2

b Tracemos por A una perpendicular a AC y sobre ella tomamos AD
igual a AB. Unamos D con C.

Como DA = AB = ¢ también lo seran sus cuadrados, es decir

DA2=AB2=¢?
Si sumamos b2, tendremos

DA2+b2=¢c2+Dp2

Pero

m2=DA2+Db?2
(pues DAC es recto; ) y

a2=p2+¢2

(por hipétesis), luego el cuadrado sobre el lado DC (es decir m2)
es equivalente al cuadrado sobre BC (es decir a2), por lo que el
lado DC seré igual al lado BC.
Puesto que DA es igual a AB y AC es comin DAy y AC seran
iguales a BAy AC y la base DC igual a BC por lo que el angulo
DAC seré igual a BAC, y como DAC es recto, el BAC también es
recto.

Puede que lleves razon Pitagoras
pero t0dos $e reiran de ¢i §i a eso
10 llamas hipotenusa

Observemos otras demostraciones,
comprobaciones, comentarios, etc. relacionados
con el teorema de Pitégoras:

podousTomI de| griego UmoTel s
fijar, sujetar fuertemente una cosa a otra.
kdBeTes (cateto) perpendicular, linea que cae a plomo.




C- Apunte (#1). Facilitada por José Carrién.

Demostracién atribuida a Leonardo da Vinci.

Siguiendo la construccion resulta que el triagulo A“BC™ es

B- simétrico del triangulo ABC respecto al punto O centro del cuadrado
A mayor.

D Por otra parte, los cuadrilateros ABC"A™ y A"B"CA son
congruentes  (tienen el  mismo  aspecto y  area)
La figura formada por los dos cuadrados menores, el triangulo ABC
y su simétrico AB'C” tiene un eje de simetria DE y se compone de
dos cuadrilateros iguales DBCE y DEC'B’

Si se gira DBCE un angulo de 90° a la derecha con centro en By se
hace coincidir con ABC”A™, los hexagonos BCECBD vy
A"B"CABC™ son equivalentes. Si restamos de ambos los dos
AT triangulos que forman parte de ellos obtenemos el T. de Pitagoras.

Apunte (#2).

q+E

a a+b

Una de las demostraciones mas antiguas e intuitivas sobre el teorema de Pitdgoras es la siguiente, que
puede seguirse faciimente a partir de la construccién gréfica que se muestra.

Partimos del triangulo rectangulo R cuya area es 1/2 a b. A continuacién construimos un cuadrado cuyo
proceso se describe en el grafico anterior.

El lado del cuadrado asi obtenido es a + b y su area (a + b) 2. Dicho cuadrado consta de cuatro tridngulos
rectangulos cuya areaes4 (1/2ab)=2ab
y un cuadrado interior de lado c y area c 2.

Igualando ambas areas tendremos: (a +b)2=c2+2abdedondea2+b2=c2




Si las superficies S, S"y S”" son semejantes,
entonces )
Area (S) = Area (S') + Area (S)

Apunte (#3). Generalizacion del teorema de Pitagoras.
Para los semicirculos de la figura, a partir de la
expresion
c2=a2+ b2 multiplicando ambos miembros por =
resulta

o s s s

— CE' fmg— (bz -.f-g'?):_ b2 F (;52

ot & & &

de donde Area (Semicirc. S) = Area (Semicirc.S") + Area
(Semicirc.S™)

Apunte (#4). Relaciones métricas en el triangulo rectangulo.

A

—wi}

11 ﬁnB

El triangulo ABC es rectangulo en C.

C -

Teorema del cateto:
En el tridngulo ADC

En el tridangulo BCA

b
sen(B)=— — b=csen(E)
¢
Multiplicando miembro a miembro ambas
expresiones

Teorema de la altura:
En los triangulos rectangulos ADC y DBC resulta:
h = m.tag(A) h = n.tag(B)
Multiplicando miembro a miembro ambas expresiones
h2=m.n.tag(A).tag(B) = m.n
(pues
tag(A).tag(B) = tag(A).tag(90 - A) = 1).

Es decir:

"En todo tridngulo rectangulo la altura relativa a la
hipotenusa es media proporcional entre los dos
segmentos que determina sobre ella"




_mcsen(B) _
cos(A)

b::'

_moezen{?0-A) .

cos(A)
Es decir:

"En todo triangulo rectangulo un cateto es media
proporcional entre la hipotenusa y su proyeccion

sobre ella"

&

Teorema de Pitagoras:

Aplicando el teorema del coseno o ley de los cosenos (Trigonometria) a cada uno de los catetos del

triangulo ABC resulta:

a2="b2+c? - 2bc*cosA
b2=2a2+ c2-2ac*cosB
c2=a2+b2-2ab*cosC

Si el angulo C =90°, entonces como sabemos que: cos 90° = 0, se obtendria el Teorema de Pitagoras

c2=a?+b?-2ab*0)
c2=g2+ph?

A partir del triangulo rectangulo MPT
trazamos por M una paralela a la
hipotenusa (PT)yporPy T
perpendiculares a dicha paralela de
forma que se determinan los
triangulos rectangulos MNP y VMT.
También construimos sobre la
hipotenusa el triangulo rectangulo
PST.

Apunte (#5).
En T1 resulta sen (x) = b/c y en T4 sen (x) = PN /a de donde PN =

ab/c y por construccion TV = PN = ab/c

Por otra parte, en T4 cos (x) = MN/a 'y en T1 cos (x) = a/c de donde
MN =a?/c.

Ademas en T3 sen (x) = VM/b = b/c de donde VM = b ?/c

(A partir de estos datos podemos comprobar que

Ar2=An+An
pues los tridngulos T2, T3 y T4 son semejantes; ver Apunte (#3)).

La figura asi construida podemos mirarla de dos formas: formada
por el rectangulo VNPT y el triangulo rectangulo T2 o bien por el
rectangulo MPST vy los triangulos T3y T4.

Evidentemente: Area (VNPT) + Area (T2) = Area (MPST) + Area
(T3) + Area (T4)

Calculando el area de cada una de estas composiciones,
identificando y simplificando las expresion obtenida obtendremos el
Teorema de Pitagoras.




Apunte (#6). Diseccion de Perigal

En Wennington (Essex) esta la abandonada
tumba del matematico inglés Henry Perigal
(1801/1898). En ella puede adivinarse la
inscripcion: "[...] estudioso e ingenioso
geometrista. Investigd y enuncio las leyes del
movimiento circular compuesto. Querido y
admirado por un gran numero de parientes y
amigos"

Se le atribuye una ingeniosa comprobacion del teorema de
Pitagoras. Sobre el mayor de los cuadrados construidos sobre los
catetos se determina el centro (no necesariamente ha de ser este
punto) y se trazan dos rectas paralela y perpendicular a la
hipotenusa del triangulo. Con las cuatro piezas obtenidas mas el
cuadrado construido sobre el otro cateto podemos cubrir el
cuadrado construido sobre la hipotenusa.

Apunte (#7). Una demostracion del teorema de Pitdgoras

atribuida a J. A. Garfield (vigésimo Presidente de los EEUU)

Uniendo los puntos M y N obtenemos un trapecio cuya area es:
(@+b)2.(a+b)=a22+b22+ab

Por otra parte, dicha area es la suma de los tres triangulos
rectagulos que lo determinan. Sumado dichas areas:
(a.b)2+(a.b)2+c?2=ab+c?2
Igualando ambas expresiones y simplificando obtenemos que
a22+b22=c2
y simplificando resulta el teorema de Pitagoras.

Apunte (#8).

Con centro en O trazamos una semicircunferencia de radio c;

consideramos un punto P y a partir de €l construimos el triangulo

rectangulo de lados a, by c. (Primera figura)

A continuacidn construimos el tridngulo MNP. Dicho tridngulo es

rectangulo y en él la altura relativa a la hipotenusa es a.

Dicha altura determina sobre la hipotenusa los segmentosc + by

c - b. Aplicando el teorema de la altura (Apunte #4) resulta:
a2=(c+b).(c-b)y=c2-b2

esdecirc2=a2+b?




Apunte (#9). El Teorema de Pitagoras en el espacio. Facilitada por José Carridn

D2=c2+(?2
d2=a2+b2

D2=g2+p2+¢2

Apunte (#10). Expresién vectorial del teorema de Pitagoras

(En lo que sigue designaremos en negrita las magnitudes vectoriales y las operaciones efectuadas
respecto a un sistema de referencia ortonormal)

Dados dos vectores x e y la condicidn necesaria y suficiente para que dichos vectores sean ortogonales es
que
Ix+yllz=1xlz+]lyll?

siendo " x ” =++/X.X |3 norma del vector x.

De dicha definicion de la norma resulta que || x || 2 = x.x (es decir, la norma al cuadrado de un vector es el
producto escalar del vector por él mismo).

Demostracién
[[x+yl[2=(x+y)(x+y)=x.x+y.y+2x.y=[[x]2+][y[[2+2x.y

i i r
Luege X1y =x.y=0=|x+y| =|x| +|¥]




Apunte (#11).
Comparando cuadrados.

A partir del triangulo rectangulo
inicial de hipotenusa c y catetos a'y
b, construimos los cuadrados de
lados a + b tal como aparecen en la
figura primera.

El primer cuadrado esta formado por
cuatro triangulos iguales (T1, T2, T3,
T4) y por un cuadrado de lado c, por
lo que su area es

c2+4A(T)

siendo A(T) el area de uno
cualquiera de los triangulos.

El segundo cuadrado esta formado
por dos cuadrados de ladosay by

los triangulos T1, T2, T3y T4 y su
areaes

a2+b2+4 A(T)

Igualando ambas expresiones y
simplificando obtenemos que

c2=32+p2

3 2
) b
1
2
a
b 2
a b
2
b
1
2
a a b

Esta es una de las mas intuitivas demostraciones del teorema de
Pitagoras y, posiblemente, una de las que utilizaran los pitagéricos.




Apunte (#12) Rompecabezas.

Si trazamos en cada uno de los cuadrados construidos sobre los
catetos una diagonal y una paralela a la hipotenusa c¢ del triangulo
rectangulo obtenemos ocho triangulos con los que podemos
recubrir el cuadrado construido sobre la hipotenusa.

Expresemos las areas de cada uno de estos tridngulos en funcion
de los lados a, b y ¢ del triangulo rectangulo.

Por definicidn
sen (8) =b/c; cos (d)=alc

Por otra parte, debido a la igualdad de los triangulos obtenidos
bastara calcular las areas de, por ejemplo, los triangulos 1, 2, 5 y 6.

Aplicando el teorema del seno al
triangulo 1 resulta
| 3 %
sen (135—8)  zen (45)
de donde
B 42

i=————
sen (1535-8&) 2

Desarrollando sen (135 - ) obtenemos

sen (135 - d) = sen (135) cos (8) - sen (8) cos (135) = sen (45) cos

() + sen (d) cos (45)
es decir
sen (135 §) = £[5+EJ
2h\c @
Sustituyendo en el valor de x obtenido anteriormente
_ b A2 b
N2 [ a+ b] 2 a+b
2 C

y el &rea del triangulo 1 es

bc b_1 b7
at+bc Za+b

1
El area del triangulo 2 es

L = l1::-:+15|En (&)= l1::u
2 2




2
1 1 lab
A ="bxeen(® -81=—bxcos(d)=—
2 2 G0-91=3 O =2

Anéalogamente resulta:
3

_1ab 1
3 Za+h b 2a+h

Puede comprobarse que
8

Zﬁai =a’+b? =¢?

=1

Apunte (#13) Kou ku.

Uno de los primeros libros chinos dedicados a la matematica y la
astronomia es el Chou Pei (aprox. 300 a.C.). En él se hece
referencia al teorema de Pitagoras (kou ku) mediante una
comprobacion.

A partir de la figura, un cuadrado de lado 7, si retiramos los cuatro
triangulos de las esquinas (dos rectangulos de area total 2 x(3 x 4)
= 24 unidades cuadradas) queda un cuadrado de lado 25 unidades
cuadradas. Por lo tanto su lado es 5.
Entonces

(3+4)2-2x(3x4)=32+42=52

Durante el siglo Il esta comprobacién fue fundamentada por varios
matematicos chinos. Una de ellas es la siguiente.

Si el lado mas corto (kou) es a, el mas largo (ku) es b y la diagonal
(shian) es c resulta:

c2 = area(GHEF) = area(LIJK) + 2 x(a x b) =
= area(LIJK) + area(GLFD) + area(KECF) =
= area(APLG) + area(PBEK) =a2+b?2




Apunte (#14) Triangulos rectangulos en la proporcion durea
Supongamos un tridngulo rectangulo ABC y a partir de él
construimos otro triangulo rectangulo tomando como hipotenusa el
cateto mayor del dado y como cateto mayor el cateto menor del
triangulo rectangulo considerado. Impongamos la condicion de que
ambos tengan los mismos angulos.

Entonces ambos tridngulos rectangulos seran semejantes y se
verificara
LR
a C &

Determinando R

Puesto que el tridngulo 2 ha de ser rectangulo
al2=c¢c2+ p2
y de (#1)

2
JRZ=J+(%}::R4=Rz+h¢R4—R?4=0

Mediante el cambio de variable R2=1t resultat2-t-1=0 cuyas

soluciones son 1 = 5 t2 = 1= Pgiando el nimero aureo.
Entonces

Ry=+4%, Ry=x./1-@
Por la naturaleza del problema consideramos k=Fk; = 2

Supongamos b = ko > 0.
De (#1) tendremos

kp=ak z}azk—':':k—':I
E B

= kﬂ

L=—= —

E &

de donde
ke VY (kY 1+&
al+cl=| L 4{—§]:k3———:k§:ﬁ

e & @2

Los tridngulos de la forma

son triangulos rectangulos.




\Valor del angulo &
En el tridngulo 1

tag(8)= g IR S tag(i] = 28°10' 21.747"

= 75

independientemente del valor de b = ko

También los triangulos de la forma

@,;@:(@E,%,E]

son rectangulos, tienen los mismos angulos que los anteriores y
estan con ellos en la proporcion 1/R.

Siko = T los triangulos rectangulos (c.a.b)= (1’ “’@“@)y

(p.c.a)= {L@,l, N

o Json semejantes y estan en la proporcion

c
e 2
A { B B

N

1IR.

En el Apunte #14 se hace un estudio interesante sobre el triangulo rectangulo cuyos lados toman los

e
valores 2 donde ¥ representa el nimero aureo.

Donde aparece el numero aureo siempre hay sorpresas en forma de relaciones con cierta belleza. Es un
numero que por si solo puede sostener una publicacién. Un ejemplo es este triangulo.

Puede agregarse alguna consideracion que aumenta la fascinacién de este triangulo (o sus semejantes).




2
Si multiplicamos los lados por ¥, podemos escribir la terna como
3 4 5
(37
™~ Una forma en que los exponentes nos recuerdan definitivamente a la

s mas famosa terna de los triangulos rectangulos, (3, 4, 5)
3! ) Vo Esto admite la siguiente consideracion:

Si nos proponemos encontrar el triangulo rectangulo cuyo cateto mayor

\ sea la media aritmética entre la hipotenusa y el otro cateto encontramos
/ el familiar (3, 4, 5) 0 semejantes.

o §i tel proposito es idéntico, pero con la media geométrica, encontramos

éste.

e

3
Vi
Una aparicién geométrica:

Sobre el primer cuadrante de unas coordenadas cartesianas trazamos el semicirculo de radio unidad y
centro en eje Y distante la unidad del centro. Por supuesto resulta tangente al eje X. Este semicirculo
admite infinitas tangentes, de las cuales las que se tracen "por arriba" es decir con pendiente negativa se
cortan con ambos ejes. La longitud del segmento determinado por estos cortes dependen del punto de
tangencia. Pueden tener cualquier longitud por encima de cierto valor, es decir existe una que es minima.

El triangulo formado por el origen de coordenadas y los cortes en los ejes, forman un triangulo rectangulo

que se corresponde exactamente con la terna propuesta arriba. El nimero ¥ aparece también en las
coordenadas del punto de tangencia....
El triangulo superior, por encima de la ordenada L' se corresponde con la primera terna aqui mencionada:

ey

... y si seguimos mirando: mas cosas

El matematico indio Bhaskara  ||Apunte (#15) Bhaskara (1114-1185)
hizo una reconstruccion del
teorema de Pitagoras a la que
solo le afadio la palabra jMIRA!
de forma que a partir de la
observacion de la figura se
pudiera reconstruir el teorema.
Esta reconstruccion aparece en
su obra VijaGanita (en la que por
primera vez aparece la division
de un nimero (distinto de 0) por
cero.

Su obra Lilavati contiene varios iM[R;‘\'—
problemas relacionados con el
teorema de Pitagoras como los
siguientes:




4.3. Ternas pitagéricas

¢ Qué es una terna?

Podriamos decir sencillamente que una terna es una agrupacion de tres elementos, tres monedas, tres cartas,
tres personas, harian una terna. Hay ternas famosas como lo son: la santisima trinidad (padre, hijo y espiritu
santo), el triatlén (natacion, ciclismo y atletismo), los tres chiflados, etc.

¢ Por qué sera que tres elementos son tan representativos?, todo tiene que ver con la magia del nimero 3. La
tendencia para asociar este nimero 3 con lo elevado se remonta a la antigiedad. Miremos la opinion de los
Pitagdricos frente a los nimeros: el niumero 1 no era un numero, es la fuente, el origen mismo de los numeros
ya que todos ellos entran dentro de su concepto, todo se reduce a ella, asi, la dualidad es una dualidad, la
trinidad una trinidad y la tetraktys, un conjunto de nimeros, el nimero dos representa la dualidad, la diferencia,
este es el primer nimero femenino, soluble y terrenal, el numero tres es un numero masculino, celestial e
indisoluble. Este nimero es especial para los pitagéricos, es el primer niumero perfecto, en él estan contenidos
la dualidad y la unidad, Aristoteles en su obra De Coelo, escribe:

Lo corpéreo no tiene, fuera del nimero tres, ninguna otra magnitud; por eso los pitagoricos dicen que todo se
determina por medio de la trinidad, pues el principio, el medio y el fin son el nimero del todo, que es el niumero
tres.

La mitologia griega nos cuenta sobre las Tres Gracias. Neptuno lleva un tridente que lo identifica como su
simbolo, y el Oraculo en Delfos se colocaba ante un tripode. Los hechizos y juramentos, se repiten
comunmente tres veces. Los mayas disponian de 3 calendarios (lunar, solar y venusino). El numero 3 también
aparece frecuentemente en las leyendas: hay tres deseos, tres adivinanzas y tres acertijos.

Ya que sabes algo mas sobre el nimero tres, te invitamos a observar el siguiente juego que te llevara a conocer
las famosas ternas pitagéricas,
Juguemos:
Toma dos fracciones cuyo producto sea 2.
SUmale 2 a ambas fracciones.
Divide una fraccién entre otra, no importa como.
Eleva el numerador al cuadrado y sumale el denominador al cuadrado.
Saca la raiz cuadrada del resultado.
Te daras cuenta que es un nimero entero y podras concluir que:
El numerador al cuadrado mas el denominador al cuadrado te daran un nimero cuadrado, o sea que:

OTMmoOO®w>

X2+y2:22



Para los pitagoricos, toda triada de numeros enteros positivos (x,, Y, z) que hiciera verdadera la ecuacién
X2+ y2 = 72, era llamada una terna pitagorica.

Algunos ejemplos de ellas pueden ser:
(3,4,5) (6,8,10) (9,12,15) (7,24,25) (12,16,20) (20,21,29)
Pero comprobemos lo anterior a través de un sencillo ejemplo:
A. Toma dos fracciones cuyo producto sea 2:
715 y 1017
B. Siimale 2 a ambas fracciones:
17/5 y 2417
C. Divide ambas fracciones:
1191120 0 120/119
D. Eleva el numerador al cuadrado y sumale el denominador al cuadrado:
(119)2 + (120)2 = 14161 + 14400 = 28561
E. Saca la raiz cuadrada del resultado:
7¢(28561) = 169
F. CONCLUSION:
(119)2 + (120)2 = (169)2 LA CUAL ES UNA TERNA PITAGORICA! (119, 120, 169)
Pero, ;como podemos demostrar esto?

Reemplaza los nimeros que diste en el ejemplo, por letras y sigue el mismo procedimiento que realizaste,
vamos, animate:




A. Sean a/by 2b/a las fracciones en cuestion.

B. Suméndole 2 a cada una: a/b +2 y 2b/a +2, se obtiene : (a+2b)b y (2b+2a)/a

C. Dividiendo la primera entre la segunda se obtiene, como numerador a(a+2b) y como denominador 2b(a+b).
Viene ahora lo interesante , sillamamoss=a+b; t=b se obtiene que:

2b(a+b) se convierte en 2st, el cual seria digamos y.

a(a+2b) = a(atb+b) ycomoa=s-b y (atb) +b es (s+b) tenemos que (s-b) (s+b) = (s-t) (s+t) =s2-t2,
el cual seria digamos x.

D. Elevando el numerador y el denominador al cuadrado tendriamos que

z2= (2st)2 + (s%-12)2, 0 sea

72= 4242 + g4 - 2822 + {4 ;

Z2 =g+ 28212+ t4 | llevandonos a z 2= (s2 + 12)2

E. Finalmente, sacando la raiz cuadrada tenemos que z = s2 +{2; z = (a+b)2+b2.

En el ejemplo (7/5 y 10/7)setiene:a=7;b=5;

Por lo tanto: z = (7+5)2 + (5)2= (12)2+ (5)2= 144 + 25 =169 y

y=a(a+2b)=7(7+2*5) = 119 ; x = 2b( a +b) = 2*5(7+5) = 120 ; (a +b)2 +b2= 169
(119,120, 169) es una terna pitagorica!

De todo lo anterior podemos concluir varias cosas:

Primero, que podemos hallar ternas pitagéricas a través de las siguientes férmulas:

X= s-t2 ; y=2st ; z= %42 (ecuaciones 1)



En donde s y t son numeros enteros de diferente paridad y se debe cumplir que s >t . Estas formulas
aparecieron por primera vez en los Elementos de Euclides y cuando mcd(x,y,z) = 1 decimos que tenemos una
terna pitagérica primitiva.

Segundo que pueden darse infinitos ejemplos que verificaran las ecuaciones anteriores:

S t X y VA
4 3 7 | 24 | 25
6 5 11 | 60 | 61
7 2 | 45 | 28 | 53
9 4 | 65 | 72 | 97
8 1 63 | 16 | 65
5 2 | 21|20 | 29
7 6 13 | 84 | 85
Tabla 1

Observa esta tabla con detenimiento y trata de establecer relaciones entre los nimeros que aqui aparecen,
volveremos sobre ella mas tarde para que la analicemos a profundidad.

Estas ecuaciones se conocen desde la época de Diofanto de Alejandria y es a él a quien se le atribuye su
deduccién. Pero, ¢quién fue Diofanto? Muy poco se sabe de su vida. Por referencias histéricas se sabe que
vivié entre el afio 150 a.C. y el 350 d.C. La obra mas conocida de este matematico griego es Aritmética,

DIOPHANTI

ALEXANDRINI
ARITHMETICORVM
LIBRI SEX,

ET DE NVMERIS MVLTANGVLIS
LISER VNVS
CFM COMMENTARIIL C.G. BANETT V. C.
O bt rimba ?&u-w\‘ Sraasrss Toirfans,

una coleccién de 130 problemas, distribuidos en 13 libros, de los que s6lo se conservan 6. La mayoria de ellos
son de ecuaciones lineales y cuadraticas, pero siempre con solucién positiva y racional, pues en aquella época
no tenian sentido los numeros negativos y mucho menos los irracionales. Se le conoce como el padre del
Algebra y a las ecuaciones de primer grado se les llama también, ecuaciones diofanticas".



Sobre su tumba, a manera de epitafio uno de sus alumnos escribio el siguiente problema:

El texto original era: "Transelnte, esta es la tumba de Diofanto:
"Hic Diophantus habet tumulum, qui tempora es él quien con esta sorprendente
vitae distribucién te dice el numero de afios que
illius mire denotat arte tibi: vivio. Su nifiez ocupd la sexta parte de su
Egit sextantem juvenis; lanugine males vida; después, durante la doceava parte su
vestire hinc coepit parse duodecima; mejilla se cubrié con el primer bozo. Pas6
septante uxori post haec sociatur et anno aun una séptima parte de su vida antes de
formosus quinto nascitur, vice, puer. tomar esposa y, cinco afios después, tuvo
Heminam aetatis postquam attigit ille paternae, un precioso nifio que, una vez alcanzada la
infelix, subita morte peremptus, obit. mitad de la edad de su padre, pereci6 de
Quattuor aestates genitor lugere superstes. una muerte desgraciada. Su padre tuvo
Cogitur hinc annos illius assequere". que sobrevivirle, llorandole, durante cuatro

afos. De todo esto se deduce su edad."
¢ Podrias t, hallar la edad a la cual muri6 Diofanto?
Solucién:
Sea x la edad a la que murié Diofanto, entonces, segun lo dicho:

X=XB6+x1M12+Xx[7T+5+x2+4
X = 84 afos

Diofanto, Fermat y la Arithmetica han estado estrechamente relacionados a lo largo de la historia de las
matematicas. Todo empezd cuando Fermat, en su ejemplar de la Arithmetica, escribié al lado del problema 8
del Libro II:

f'.

RN Fermat
Cubum autem in duos cubos, aut quadratoquadratum in duos quadratoquadratos, et generaliter nullam in
infinitum ultra quadratum potestatem in duos eiusdem nominis fas est dividere cuius demostrationem mirabilem
sane detexi. Hanc marginis exiguitas non caperet

Es decir, que la ecuaciéon x"+yn=zn no tiene soluciones enteras para n > 2.



Siempre que n = 2 las soluciones podran hallarse por medio de las férmulas dadas en las ecuaciones 1 0
también a través de las siguientes expresiones, y se llamaran ternas pitagoricas.

x=2a+1; y=a2+2a; z=2a2+2a+1 (ecuaciones 2)
paraa=1,2,3, ..

Observemos esto para lo anteriormente hallado. Si en las ecuaciones 1 reemplazamos el valor de x, y y z por
los valores respectivos dados para s y t, tendriamos que:

X = s2-f2 y = 2st Z =522

X=(ath)2-b2 ; y=2(atb)b ; z = (atb)? + b2

X = a2 +2ab + b?- b?

y = 2ab + 2b?

z=a?2+2ab+b2+ b2

X= a2 +2ab ; y=2ab +2b? ; z=a2+2ab+2bh2

Siaes1:

x=1+2b; y=2b+2b?; z=1+2b+2b? con b=1,2,3,..

Ya van varias formas de hallar solucion a las ternas pitagéricas:

X y z
s2-t2 2st s2+2 Cons,teZ y s>t
s2-1 2s s2+ 1 ConseZyt=1

a2 +2ab 2ab + 2b? a2+2ab+2b2 |Cona,beZ

1+2b 2b +2b? 1+2b+2b2 |Paraa=1yconb=1,23,..

Volviendo a la demostracion de la proposicién de Fermat, podemos decir que éste ha sido, hasta hace poco, el
problema mas famoso, al menos mas popular, de las matematicas y a su resolucién se haya unido el nombre



de grandes matematicos.

Al mismo Fermat se le atribuye una demostracién para el caso n =4 y a Euler una para n = 3. Dirichlet (1805-
1859) y Legendre (1752-1833) también intervinieron y probaron la proposicion para n = 5.

Y muchos otros como Sophie Germain, Lamé, Kummer, Gerd Faltings, etc. Por fin, en 1995 el inglés Andrew
Wiles lo logro (después de algunos sustos).

“No hay otro problema que pueda justificar lo mismo para mi. Fue la ilusidn de mi infancia. Nada puede
reemplazar eso. Lo he resuelto. Intentaré resolver otros problemas, estoy seguro. Algunos serédn muy dificiles y
tendré una sensacion de realizacion otra vez, pero no hay ningun problema matematico que me pueda cautivar
como lo hizo Fermat [...]"

Regresando a la Tabla 1, qué observaste?

Puede observarse que de los valores de x, y y z. Todos los nimeros x son impares, todos los y son pares y
todos los z son impares. Se cumple que x= s?-t2; y=2st; z=s2+t2; y que s,t pertenecen a los enteros con s mayor
que ty med(s,t)=1, ademas de ello, syt tienen diferente paridad. También se cumple que mcd (x, y, z) = 1,
llevandonos esto a una definicion:

Definicién 1 : Toda tripleta de numeros enteros positivos (X, y, z) que satisfacen la ecuacion x2+y2 =22 tal que
mcd(x, y, z) = 1 es una terna pitagérica primitiva (tpp).
Cuando en la tripleta anterior, med(x, y, z) # 1, decimos simplemente que es una terna pitagérica (tp).

Pero, ;sera que esto se sigue cumpliendo indefinidamente?

¢, Sera que siempre que s y t sean de diferente paridad encontraremos los mismos resultados?

Observemos las ternas pitagdricas resultantes de unos nimeros generadores s y t que sean de la misma
paridad, pon toda la atencion sobre los numeros de la tabla para que puedas detectar aspectos interesantes:

6 | 28 | 96 | 100




9 7 32 | 126 | 130

5 3 16 | 30 | 34

14 4 1180 | 112 | 212

21 9 | 360 | 378 | 522
Tabla 2

¢ Qué puedes observar?

¢ Cuando s y t son de la misma paridad, cdmo son x, y y z?
¢ Podrias demostrar esto?

¢ Qué pasa con el med(x, y, z) ?

Miremos ahora algo més interesante, lo cual tiene que ver con las ternas pitagoricas y es lo que sucede cuando
surgen de numeros generadores consecutivos, asi:

S t X y z
2 1 3 4 )
3 2 ) 12 | 13
4 3 7 24 | 25
5 4 9 | 40 | 41
6 5 11 | 60 | 61
15 | 14 | 29 | 420 | 421
22 | 21 | 43 | 924 | 925

Tabla 3
¢ Como son aqui x y y?

Pareciera que si sy tson enteros consecutivos, con s menor que t, entonces y y z, serén enteros consecutivos
también. ; Cémo probar esto? Recuerda que si no puedes lograrlo al final del capitulo encontraras la solucién. Y
vamos, no te apures a buscarla, trata méas bien de hacerlo. Inténtalo sabiendo que s seraigual at +1.

Hay en esta tabla algo mucho mas interesante, qué es?

Observa cuidadosamente el valor de x y comparalo con los valores dados para s y t.

¢ Qué relacién encuentras entre ellos?



Y la Ultima pregunta sobre esta tabla, sera que las ternas encontradas son primitivas o no?

Bueno, hasta ahora hemos generado ternas pitagdricas con las ecuaciones 1, qué pasara en el caso de que t
seaigual a 1, quedando las ecuaciones de la siguiente forma: x =s2— 1,y =2s; z =52 +1?

Observemos algunos ejemplos en la siguiente tabla:

S t X y

2 1 3 4 S
3 1 8 6 10
4 1 15 8 17
5 1 24 | 10 | 26
6 1 35 | 12 | 37
15 1 1224 | 30 | 226
22 1 | 483 | 44 | 485

Tabla 4

Encuentras algo nuevo?
Mira como son x y z, pareciera que siempre z es dos unidades mayor que x, ademas, parece que y sera
siempre par, esto es obvio!

Generemos ahora ternas pitagéricas con las ecuaciones 2, en primer lugar recordémoslas:
X=a2+2ab

y = 2ab + 2b?
z=a%+2ab+2b2

A b X y z

1 1 3 4 5

6 5 96 110 | 146
7 2 77 36 85
9 4 153 | 104 | 185
1 8 17 144 | 145
7 6 133 | 156 | 205
6 7 120 | 182 | 218




5 2 45 28 53
2 5 24 70 74

Tabla b
Realiza cuidadosamente todas las observaciones que puedas y trata de sacar conclusiones al respecto. No te
aceleres, si deseas puedes darle mas valores a los numeros generadores a y b.

Por ultimo, antes de irnos a descansar, generemos unas ternas pitagdricas con las ecuaciones 2, pero haciendo
a=1,conlocual x,yy z quedarian asi:

x=1+2b

y =2b+2b?

z=1+2b+2b2
a b X y z
1 1 3 4 5
1 3 7 24 25
1 5 1 60 61
1 2 5 12 13
1 4 9 40 41
1 6 13 84 85
1 7 15 112 | 113

Tabla 6

Bueno, lo de siempre y esperamos que esta vez demuestres todo lo que puedas concluir.

4.4. Problemas Resueltos

Después de tanto esfuerzo y de estar jugando con el teorema de Pitagoras y las ternas pitagéricas, vamos a
tomarnos un descanso y también unas cervecitas. Mientras tanto solucionemos los siguientes ejercicios:

Problema1. Encontremos todos los triangulos rectangulos con lados enteros, cuyo perimetro sea un numero
cuadrado perfecto.



B

Es muy facil, sélo basta hallar los nimeros enteros A, By C que cumplan que A + B + C = k2. Si utilizamos las

ecuaciones 1, reemplazandolas en la anterior, tendriamos:

S22+ 2st + s2+t2= k2

252 + 2st = k2

2s (stt)=k2

¢ Qué valores de s y t nos serviran? Que tal si t es la octava parte de s, asi : t = s/8, por qué?

Miremos:

2s (s *+s/8) = k2, operando el paréntesis y simplificando:
9s2/4 = k2 para lo cual k seria 3s/2

¢, Sera que esto si funciona?

A+ B+ C =s2-(s/8)2+ 2s(s/8) + s2+ (s/8)2 = k2

= §2- §2/64 + $2/4 + 52+ 5264 = k2

=282 + 824 = 9s2/4 = (3s/2)2

Pero, ¢puede ser s cualquier valor?
Pues obvio que no.

Es facil ver que con s aumentado de 8 en 8, partiendo desde 8 y con t la octava parte de s; el valor de k se

aumentara de 12 en 12, comenzando desde 12, luego:
A+B+C=(8a)2—a2+2(8a)a+ (8a)? +a2=144 a2 = (12a)?
A=(8a)2-a? ; B=16a2 ; C=(8a)?+a2 paraa=1,2,3,..n

Todos los triangulos pitagéricos generados con estas ultimas ecuaciones satisfacen que su perimetro es un

cuadrado perfecto

1 8 1 63 16 65 144 12
2 16 2 252 64 260 576 24
3 24 3 567 144 585 1296 36
4 32 4 1008 256 1040 2304 48




Tabla 7
Recuerda siempre poner en juego tu capacidad de observacion con el fin de encontrar relaciones al interior de
la tabla. ¢ Encuentras algunas?

Vamos, especula todo lo que quieras, que es de ahi de donde surgen las teorias matematicas.

Resumiendo

Si queremos hallar todas las ternas pitagéricas cuyo perimetro sea un cuadrado perfecto, podemos utilizar las
siguientes formulas:
X = (8a)? - a? y=16a?  z=(8a)?+a? paraa=1,2,3,..n (ecuaciones 3)

Pero estas soluciones tienen sus limitaciones y no se generaran aqui todas las ternas posibles. Observemos
ahora otra posible solucién:

Partiendo de

2s(stt)=xty+z=k2

Sihacemos s =2a? y t=b?-2a? obtenemos que:

X+y+2z=(2a2)?2- (b2 - 2a%)2 + 2(2a2)(b? - 2a2) + (2a2)% + (b2 — 2a2)2 y después de un poco de algebra nos
queda que:

X +y+ z = 4a2 b2 que es un cuadrado perfecto, bajo estos parametros:

X = b2(4a2- b?)

y = 4a2(b? - 2a2)

z=8a*-4a%?2 +b*

Existe la condicion, de que: v2a<b < 2a, asi:

a b X y z X+y+z V(x4y+2)
3 5 275 252 373 900 30

4 6 1008 256 1040 2304 48

4 7 735 1088 1313 3136 56

5 8 2304 1400 2696 6400 80

5 9 1539 3100 3461 8100 90

6 9 5103 1296 5265 11664 108

6 10 4400 4032 5968 14400 120

6 11 2783 7056 7585 17424 132

Tabla 8




¢, Qué encuentras de nuevo en esta tabla comparativamente con la anterior? ¢ Existe alguna terna igual a las
generadas por las ecuaciones 37 ;A qué se debe esto? ;Se generaran en el desarrollo de las tablas, ternas
iguales? ¢ Por qué? ; Quedaré el problema completamente resuelto?

Recordando

También puedes hallar ternas pitagéricas cuyo perimetro sea un cuadrado perfecto, a través de las siguientes
formulas:
X = b2(4a2- b?) y =4a2(b? - 2a?) z=8a%-4a%? + b*

Endonde v2a<b<2a (ecuaciones 4)

Aqui hay otro problemita igualmente interesante, trata de hacerlo y después observa su solucidn. En realidad no
es tan complicado:

Problema 2. Tres hermanas, un poco mayores (algunos dicen que son brujas), vinieron en estos dia a mi tienda
y me pidieron que les vendiera tres tapetes para decorar sus mansiones. Las tres me traian la misma condicion,
la forma de los tapetes debia ser la de un tridngulo rectangulo, y sus areas y perimetros deberian ser iguales.
Ademas todas tres querian tapetes de diferentes dimensiones. En este momento empecé a creer lo que decian
sobre que eran brujas.

Una de ellas, la mayor, me advirti6 muy quedamente, si satisfaces nuestros deseos te recompensaremos
ampliamente, de lo contrario preparate para vivir en el fango. Espero que puedas ayudarme a encontrar las
dimensiones de estos tres tapetes, aunque yo en mi interior me estoy preparando para vivir en el fango.
Matematicamente podriamos decir que lo que queremos es hallar todos los tridngulos rectangulos con lados
enteros tales que la magnitud del area sea igual a la magnitud de su perimetro. Es decir, hallar todas las ternas
pitagoricas( x, y, z) que cumplan con las condiciones anteriores.

Sean x e y los lados del triangulo rectangulo.
Si PERIMETRO = AREA , entonces debe cumplirse que: x +y + (x2 + y2)12 = (1/2)xy

Despejando la raiz cuadrada, elevando al cuadrado y simplificando:
x2+y2=[(12)xy -x-yJ?

X2+ y2= (1/4)(xy)2 + x2 + y2 - (x2)y - x(y2) + 2(xy)

0= (x.y)? - 4(xy)(xty) + 8(xy)

0=(xy)-4.(xty) +8

Despejando x de esta ecuacion: x = (4y —8)/(y -4), de donde se deduce que 'y-4' es un divisor de 8:
Observemos las posibles soluciones que satisfacen lo anterior:




Divisoresde 8 | Valoresdey Valores de x Valores de z
y-4= 5 12 13
y-4=2 6 8 10
y-4=4 8 6 10
y-4=8 12 5 13

De lo cual puedes concluir que las unicas ternas que satisfacen las condiciones dadas, serian: (5,12,13) y
(6,8,10). Los anteriores resultados nos darian, para (5, 12, 13) un area y un perimetro de 30 y para (6, 8, 10) un
areay un perimetro de 24.

Por lo tanto hay solo dos tapetes posibles y si no puedo engafiar a las brujas con algun truco me iré de sapo.
Gueret! Gueret! Gueret!

Problema 3. En vista de tanta tristeza generada por la situacion anterior, no me queda nada mas remedio que
ponerme a beber con mis amigos, pero lo unico que no le hace mucho dafio a mi delicado estomago son unas
cervecitas...

Resulta que ya he perdido la cuenta de cuantas llevamos y nos pondremos a contarlas. jDios Santo! jEl
cantinero dice que le debemos cuatrocientas cervezas!

Para contarlas primero organizamos un cuadrado con las botellas vacias y mientras nos tomabamos otras
cervecitas vino la mesera refunfufiando y diciendo que tantas botellas le estorbaban mucho para pasar. Sin mas
ni mas construyd dos rectangulos, apoyandose en dos lados del cuadrado inicial y diciéndome que en uno de
ellos habia 36 botellas mas que en el otro. ;Cuéntas cervezas nos habiamos tomado hasta ese momento?
Ayudame a solucionar esta cuestion pues de lo contrario me tocara pagar cuantas cervezas diga el cantinero.

Si pudimos formar un cuadrado con las botellas que nos habiamos tomado, quiere decir que el nimero de ellas
debe ser un cuadrado perfecto. Si dividimos este cuadrado p2 = p*p en dos rectangulos de lados p y n el
primeroy p y (p-n) el segundo. Se debe cumplir que: p*n — p(p-n) = 36

pn - p2 +pn =36

2pn — p2 = 36 llevandonos a la ecuacion p2 -2pn- 36=0

~b ++/b® - 4ac

Si en la ecuacion cuadratica 2a

a=1,b=-2n, c=- 36, nos quedaria que:

—(=2n) +/(~2n)? - 4(1)(-36)
2(1)
2n+/4n” + 4(36)
2
Simplificando un poco y sabiendo que s6lo nos sirve la raiz positiva, tendriamos que:

, para lo cual




n++n®+36

n2+ 36 debe ser un cuadrado perfecto, lo cual se cumple cuando n =8

Sin=8,p=8++/8"+36;p=18

Y el nimero de cervezas que le debo al cantinero es de p2 = 182= 324

Los rectangulos hechos por la mesera tendrian como lados (18, 8) y (18, 10)
El cuadrado inicial tenia 18 botellas de lado y no le debo 400 si no 324 cervezas, 0 sea que aun nos podemos
tomar unas cuantas cervecitas mas.

4.5. Problemas Propuestos

1. ¢ Cudl de todas las demostraciones dadas para el teorema de Pitagoras te parece la mas interesante y por
qué? ;,Cual te parece la mas sencilla?
¢ Podrias tu buscar en algin texto otra demostracion? Mejor aun, podrias tu inventarte una nueva
demostracién? jDeja volar tu imaginacién y ayudate de la geometrial

i

2. Dicen que existia una congregacion de personas seguidoras de Pitagoras, eran los llamados Pitagéricos,
aqui encontraras los versos de oro de la escuela Pitagorica. ;Cuanto difieren de nuestros llamados
mandamientos?, jcuanto se asemejan a ellos?, ;crees tU que nuestras posiciones frente a la vida son muy
distintas? Comparte tus ideas con tus compafieros.

Honra a los dioses inmortales del modo establecido por la ley.
Venera el juramento y también a los nobles héroes.
Y lo mismo a los genios subterraneos, de acuerdo con los ritos tradicionales.
Honra a tu padre y a tu madre asi como a tus parientes.
Haz tu mejor amigo a quien sobresalga por sus virtudes.
Sé amable con tus palabras y Util con tus obras.
No te enojes por las faltas leves que cometan tus amigos.

Actla segun tus facultades, teniendo en cuenta que el poder esta muy cerca de la necesidad.
Aprende que, por una parte, las cosas son asi; y por otra, acostumbrate a dominar lo siguiente:
Primero el estdmago y después el suefio, el impulso sexual y la ira.

No cometas ninguna accion vergonzosa
Con otro ni a solas, porque, ante todo, te debes respetar a ti mismo.

Sé justo en palabras y actos
Y razonable y sensato en todo lo que hagas.

No olvides que la muerte es el destino de todos.

Y que es condicion de la fortuna aumentar y disminuir.



Los sufrimientos que la suerte proporciona a los hombres proceden de los dioses.
Soporta tu destino sin indignarte.
Aunque es conveniente que corrijas este destino segun tus facultades.
Ten presente que el destino no da mas sufrimiento a los buenos.
De las muchas palabras que pronuncian los hombres, unas son buenas y otras malas.
Que ellas no te turben ni ejerzan influencia sobre ti.
Soporta con paciencia y dulzura la mentira.
Procura cumplir siempre lo que te voy a decir ahora:
Que nadie, ni con palabras ni con actos,
Te convenza de que debes hacer o decir lo que no sea mejor.
Reflexiona antes de cometer una accion estulta
Pues es propio de los hombres decir palabras necias y ejecutar actos malos.
Realiza ahora lo que no pueda perjudicarte después.
Abstente siempre de lo que no conozcas.
Aprende todo lo necesario para que tu vida sea mas feliz.
No conviene que descuides la salud de tu cuerpo
Para lo cual procuraras descubrir la justa medida en comidas, bebidas y ejercicios fisicos.
Entiende por justa medida la que no te cause dolor.
Acostumbrate a llevar una vida pura, limpia y viril.
Procura no hacer nada que pueda traer la envidia sobre ti.
No gastes insensatamente, como los que ignoran la honesta proporcion de lo bello;
Pero tampoco seas avaro. Lo mejor en todo es la justa medida.
Haz lo que no te perjudique, pero reflexiona antes de obrar.
No permitas que el dulce suefio cierre tus ojos
Sin haber repasado contigo mismo lo que hayas hecho durante el dia.
¢ En qué he faltado? ;Qué he hecho? ; He omitido alguna obligacion?.
Repasa también todas las acciones que hayas realizado, empezando por la primera y sin olvidar ninguna.
Repréndete si has cometido algun acto malo y regocijate con los buenos.
He aqui lo que debes hacer. He aqui la tarea que reclama tu cuidado.
He aqui lo que debes amar. He aqui lo que te encaminara por la senda divina.
Antes de empezar cualquier tarea
Pide a los dioses que santifiquen tu esfuerzo.
Si pones en practicas estas normas, conoceras los lazos que une a los dioses inmortales con los hombres
mortales
Y aprenderas a conocer los elementos que pasan y los que permanecen.
Y conoceras, como es justo que se conozca, que la Naturaleza es una y semejante en todo.
Y asi no esperaras lo que no puede esperarse, ni habra secreto alguno para ti.
Y sabras también que los hombres padecen los males que ellos escogen
Porque son tan desgraciados que no ven los bienes que estan a su lado.
Ni los oyen, porque son muy pocos los que saben librarse del mal.
Tal es el destino que ciega su mente. Como cilindros que ruedan
Van de un sitio para otro padeciendo males infinitos,
Impotentes para reconocer la discordia funesta que les es innata,
A la que no voy a provocar, sino esquivarla huyendo de ella.
Padre Zeus; tu podrias liberar a los hombres de innumerables males,
Mostrando a cada uno el genio que lo guia.



Y en cuanto a ti, hombre, ten confianza, porque la raza de los mortales es de origen divino,
Y su naturaleza sagrada le revela todas las cosas.
Practicando lo que te ordeno, disfrutara de sus beneficios
Y en cuanto sea curada tu alma quedaras libre de todos los males.
Evita los alimentos indicados en los libros de las Purificaciones y de la Salvacion del alma.
Sin embargo, reflexiona sobre cada cosa
Tomando como guia del carro de tu alma la recta razon.
Y una vez que te hayas liberado de tu envoltura carnal, iras al éter impalpable
Y seras inmortal: un dios incorrupto en vez de mortal.

3. La guadua rota
Si una guadua de 8 metros de altura se ha roto por el viento de tal manera que su extremo superior queda
apoyado en el suelo a una distancia de 4 metros de su base, ¢a qué altura del suelo se rompi6?

4. El gavilan y la culebra

Un gavilan real se encuentra posado en el extremo de un poste vertical en cuya base hay un agujero de
culebra; observando la culebra a una distancia del pie del poste igual a tres veces su altura, el gavilan se lanza
sobre ella en linea recta mientras la culebra intenta ganar su agujero. Si el gavilan captura a la culebra cuando
ambos han recorrido exactamente la misma distancia, sa cuantos centimetros de distancia del agujero se
produjo la captura?

5. Piensa en ternas de numeros reales, cuantas ternas habra de ellos que cumplan con la siguiente condicion:
Al restar cualquiera de ellos del producto de los otros dos, el resultado nos dé solamente uno? (ojo, no
necesariamente tiene que ser una terna pitagérica).

6. Se sabe que todas las soluciones enteras de la ecuacion x2 + y2 = z2 vienen dadas por las expresiones:
x=2st;y=s2-1;z=s2+12 parasytenteros arbitrarios. Hallar una expresion similar de cémo se
expresarian las soluciones enteras para la ecuacion x2 + y2 = 2z2,

7. Ademas de las formas de hallar ternas pitagéricas que vimos anteriormente, existen algunas otras, como por
ejemplo:
X=n

1 .
=—(n"-1
y 2( )

7= l(n2 +1)
2
En donde n es un numero impar, mayor que 1.
Encuentra algunas ternas pitagéricas a través de estas nuevas formulas, y dinos, qué relacién encuentras entre
X, yyz?
Observa la tabla 3 en el texto y saca tus propias conclusiones!



6. Division y Divisibilidad
6.1. Objetivos de la Unidad:

- Introducir tematicas como el maximo comun divisor, las congruencias y el minimo comun multiplo, a
través de situaciones cotidianas

- Profundizar en los temas relacionados con la divisibilidad.

- Conocer las diferentes reglas que existen para saber si un numero es o no divisible por otro, llegando a
proponer generalizaciones para cualquier numero.

- Aplicar los temas relacionados con la divisibilidad a la cotidianeidad de los estudiantes.

- Profundizar en los niveles de generalizacion y abstraccion que se desarrollan en los estudiantes a
traves del trabajo, bien sea individual o colectivo.

Sugerencia: Con el fin de lograr una mejor comprension y nivel de trabajo, los siguientes temas deberian
trabajarse en los grados 10° u 11°. Existe la posibilidad de un gran acercamiento de las presentes tematicas
con la cotidianeidad de los estudiantes; seria muy importante ahondar en este aspecto. En lo referente a las
congruencias, podemos decir que es un tema que no se trabaja de manera obligatoria en el bachillerato, sin
embargo seria de gran utilidad trabajarlo, debido a su gran relacion con diferentes temas de las matematicas;
asi mismo seria de gran ayuda a los estudiantes que participan en jornadas interinstitucionales o en olimpiadas
de matematicas.



6.2. ;Qué es la division?

‘Divide y venceras” reza un popular refran, esto se refiere a que la division genera debilidad y por lo tanto
dificultad para enfrentarse a un enemigo. Debemos entender entonces que cuando estamos dividiendo estamos
realizando un proceso inverso al de multiplicacion, el cual pretende aumentar las cifras. Todos sabemos
también de la multiplicacion de los panes y los peces. Pero esta multiplicacion se realizo haciendo una division,
iqué paraddjico!, Jesus repartia pan y pescado a todos los que lo escuchaban y al final pudieron recoger mucho
mas de lo que habia inicialmente. Lastima que esto no pase en la realidad.

En la realidad, un dividendo se reparte en unos cocientes dependiendo de lo que divisor proponga y se deja un
residuo que nos dice si al hacer dicha reparticion la division es exacta o no.

Pero la division esta en muchos otros lugares, observemos: las ligas deportivas cuentan con divisiones bien
sean inferiores o superiores, las cuales tienen como objeto congregar las distintas partes que la conforman. Los
ejércitos cuentan con divisiones con el fin de ser més eficientes. También existen las divisiones politicas de los
paises, las cuales se convierten en fronteras a veces infranqueables e imposibles de vencer, sobre todo para
nosotros los latinos quienes llevamos un sello en nuestra frente.

¢ Y t que otras clases de “divisiones” conoces?

En las matematicas la division pretende “repartir” una cantidad en otras mas pequefias pero iguales, claro que
estamos hablando aqui de una division entera. Si pasamos a una definicion mas estructurada, podriamos decir
que la division es la operacion contraria a la multiplicacion, la cual se representa por el signo + 6 /.

¢ Conoces alguna otra forma de expresar la division?

Por ejemplo, se representaria la division de 10 entre 2 de la siguiente manera: 10 +2=10/2=5

El numero 10 se llama dividendo y es la cantidad que se pretende repartir o dividir. EI numero 2 se llama divisor
e indica en cuantas partes va a dividirse. Y el nimero 5, el cual es el resultado de esta division se llama
cociente y se refiere a la cantidad que se repartira a cada uno de los divisores.

Cuando tenemos por ejemplo: 20/3, lo podriamos expresar de la siguiente manera:

20 |3
2 6

Cuando la divisidn no es exacta, se genera un residuo, por ejemplo si dividimos 20 entre 3, el resultado seria de
6 y se dejaria un residuo de 2.



6.3. Definicion de division
La division entera entre dos numeros naturales se puede proponer de la siguiente forma:

Entre dos numeros naturales a > b se llama divisién entera de a entre b a la operacion en la que se obtienen
otros dos numeros, ¢, cociente y r, resto, que cumplen las siguientes relaciones:

a=b-c+r

0<r<b

Entre dos polinomios P(x) y Q(x) tales que grado de P(x) = grado de Q(x), se llama division entera de P(x) entre
Q(x) a la operacion en la cual se obtienen dos polinomios, C(x), cociente, y R(x), resto, que cumplen las
siguientes relaciones:

P(x) = Q(x) - C(x) + R(x)

grado de R(x) < grado de Q(x)

Cuando el resto es cero (r = 0 0 R(x) = 0) se dice que la division ha sido exacta.

6.4 Definicion de Divisibilidad.

Sia>b. b|a(que selee: b dividira aa -dejando residuo cero-) siy solo si existe un entero k tal que a = kb

6.5. Criterios de divisibilidad
¢ Qué diferencias crees que existe entre la division y la divisibilidad?
¢, Por qué no piensas en algunas reglas que conozcas para saber si un numero es divisible 0 no por otro?

Vamos, trata de recordarlas.

La divisibilidad de un numero se refiere a la “capacidad” de ser “repartido” en cantidades iguales, en general, se
refiere a la posibilidad de dividir un nimero por otro, sin dejar residuo.

Aqui se exponen varias reglas que te permitiran conocer facilmente la divisibilidad de un numero cualquiera:



1. Todo numero es divisible por uno, sea como fuere y nos dejara como resultado el mismo nimero, por lo
tanto diremos que el numero 1 es el mddulo de la division.

2. Todo numero cuya primera cifra de la derecha sea par (recuerda que el cero es un numero par), es
divisible por dos.

3. Unnumero es divisible por tres, si la suma de las cifras que lo componen es divisible por tres.

4. Un numero es divisible por cuatro, cuando sus dos Ultimas cifras de la derecha forman un mdltiplo de
cuatro o son dos ceros.

5. Un ndmero es divisible por cinco, cuando termina en cero o en cinco.

6. Todo numero pary que la suma de sus digitos sea divisible por tres, sera divisible por seis.

7. Divisibilidad por 7: Para saber si un nimero es divisible por 7: retire el ultimo digito, multipliquelo por
dos y réstelo de lo que ha quedado del nimero. Si el resultado es un numero divisible por 7 (incluyendo
el cero), entonces el nimero original también lo es.

Por ejemplo, para 203, retiramos el 3, al multiplicarlo por dos nos da 6 y restandolo del nUmero que nos quedo:
20-6=14.

Podemos decir entonces que 203 es divisible por 7.

(Esta regla es recurrente; puede usarse sucesivamente tantas veces como se quiera hasta obtener un nimero
que sepamos que es divisible por 7).

Otro criterio de divisibilidad por 7:

Para saber si un nimero es divisible por 7 0 no, usamos los coeficientes 1, 2 y 3 asi: multiplicamos el digito de
las unidades por uno, el de las decenas por 3 y el de las centenas por 2, el cuarto digito por —1, el quinto por —
3, el sexto por -2, el séptimo por 1y asi sucesivamente. Luego sumamos los numeros hallados, si el resultado
es divisible por 7, entonces el numero original lo es también.

Por ejemplo para: 348967129356876.

6+21+16-6-15-6+9+6+2-7-18-18+8+12+6=16
Por lo tanto el niumero no es divisible por 7.

Si el numero fuera 348967129356874, seria multiplo de 7,pues el resultado seria 14 en vez de 16.

En forma general lo podriamos expresar de la siguiente manera: dado un nimero onmlkjihgfedcba, se calcula lo
siguiente:

at3b+2c-d-3e-2f+g+3h+2i-j-3k-2l+m+3n+20.

El nimero 1001 o alguno de sus multiplos es divisible por siete (7), once (11) y trece (13).



8. Un numero es divisible por ocho (8), si el nimero formado por sus tres Ultimas lo es, o cuando son cero.
Por ejemplo: 1234533888 es divisible por 8; pero 1234886 no lo es.
Otro criterio de divisibilidad por 8 es el siguiente: si el digito de las centenas par, sera divisible por 8 si los
ultimos dos digitos lo son. Si el primer digito es impar, reste 4 de los ultimos dos digitos, el numero sera
divisible por 8 si los digitos resultantes lo son.

9. Un numero es divisible por nueve (9), si la suma de sus cifras lo es.
10. Todo numero terminado en cero (0) es divisible por diez (10).

11. Un nimero es divisible por once (11), si la diferencia entre la suma de sus cifras de lugares impar y la
suma de sus cifras de lugares par lo es.

Por ejemplo para: 365167484. Sumamos el primero, tercero, quinto y séptimo digito :
3+5+6+4+4=22

Sumamos el segundo, cuarto, sexto, y octavo digito:

6+1+7+8=22

Si la diferencia, incluyendo el cero, es divisible por 11, entonces el niumero original sera divisible por él:
22-22=0

Concluimos entonces que 365167484 es divisible por 11.

12. Un numero es divisible por 12 si es divisible por tres y por cuatro al mismo tiempo.

13. Para saber si un numero es divisible por 13, realiza el siguiente proceso: Elimina el ultimo digito del
numero dado; a continuacién resta nueve veces ese digito al nimero obtenido. Si el resultado es
divisible por 13, también lo es el numero original. (Esta regla es recurrente; puede usarse
sucesivamente tantas veces como se quiera hasta obtener un nimero que sepamos que es divisible
por 13).

Por ejemplo para el niumero: 16312179

1631217 - (99) = 1631136
163113 - (6*9) = 163059
16305 - (99) = 16224
1622 - (4*9)= 1586
158 - (6*9) = 104

104 es divisible por 13, pues 104 = 13 * 8, por lo tanto 16312179 también lo es.



Observemos otro criterio de divisibilidad por 13 : Sea el nimero ABCDEFGHI. Tomando los

digitos de las unidades, decenas, centenas,... sumamos el producto de los mismos por los

contenidos en la serie siguiente: 1, -3, -4, -1, 3, 4, 1, -3,... (la serie se repite de seis en seis
elementos).

Por ejemplo: 55041103 es divisible por 137:

1% 1*3

(-3)H  -3*0
(4G -4*1
-1*F  -1*1
3E 3*4

4*D 4*0

1*C 1*5

(3B -3*5
(-4)A

Suma 0

Si la suma es divisible por 13 (el 0 incluido), entonces ABCDEFGHI también.
Ejemplo 2: 4233931 es divisible por 137
(1*1)-(3*3)-(4*9)~(1*3)+(3*3)+(4*2)+(1*4)= - 26
La respuesta es si, ya que -26 lo es.
¢, Cual de los dos criterios expuestos para la divisibilidad por 13 te parece el méas practico?
14. Para cualquier nimero primo p, (excepto 2 y 5), se podria crear una regla de divisibilidad utilizando el
siguiente método:
Encuentre un m, tal que m sea (preferiblemente) el minimo multiplo de p que termine en 1 0 en 9. Elimine el ultimo digito del nimero dado y reste (si

el maltiplo termina en 9) o sume (si termina en 1) el digito eliminado multiplicado por el entero mas cercano a m/10. Por ejemplo, si m = 91, el nimero
mas cercano a 91/10 = 9.1 es 9; y para 3.9, seria 4.

Verifique si el resultado es un mdltiplo de p (incluido el cero). Puede utilizar este procedimiento hasta que el
resultado sea obvio.

Por ejemplo: Observemos si 14281581 es divisible por 17.



En este caso, hallamos primero el m que me satisfaga lo propuesto, asi m= 51 (que es 17*3), eliminando el
ultimo digito y restando lo indicado.

1428158 - 5*1 = 1428153

142815 - 5*3 = 142800

14280 - 5*0 = 14280

1428 - 5*0 = 1428

142 - 5*8 =102

10-5*2 =0, el cual es un mdltiplo de 17, asi que
14281581 sera multiplo de 17.

Miremos ahora otro ejemplo: Sera 7183186 divisible por 467

Sabemos que 46 no es un ndmero primo, pero su factorizacion es 46 = 2*23. Asi que 7183186 debera ser
divisible por 2 y por 23 al mismo tiempo. Como el nimero es par, es divisible por 2. Sélo falta observar si es
divisible por 23:

m = 3*23 = 69, hallamos aqui el menor m que terminaen9o0en 1 m/10=6.9
=7 Recordemos que aqui debemos adicionar

718318 + 7*6 = 718360

71836 + 7*0 = 71836

7183 + 7%6 = 7225

722 +7*5=1757

715+77=124

12+ 7*4=40

4+ 7*0 = 4 (no divisible por 23), luego 7183186 no es divisible por 46.

Pudimos haber detenido el proceso de calculo, cuando se observara que el resultado es obvio y no hasta el
final. En el primer ejemplo se sabe que 102 es divisible por 7, para el Segundo ejemplo nos damos cuenta
faciimente que 40 no es divisible por 23.

La idea que deja este método es que se puede restar m veces el ultimo digito y dividirlo por 10 o adicionar m
veces el ultimo digito y dividirlo por 10.

15. Todo divisor de un numero, lo es también de sus mdltiplos.

16. Un divisor comun de dos numeros, lo es también de la suma o resta de dos multiplos de ellos.

17. Un numero es divisible por veinticinco, cuando termina en dos ceros o cuando estas Ultimas cifras son
multiplo de veinticinco.



6.6. Temas relacionados con la division

Existen una gran variedad de temas relacionados con la division y que en ultimas se pueden generar o derivar
de ésta, tal es el caso del maximo comun divisor, observemos la introduccion de este tema a través de un
sencillo y divertido ejercicio.

Una rana se encuentra sobre una piedra que esta en un charco; existen alli muchas mas piedras que forman
una linea y que se encuentran equidistantes una de otra. La rana al saltar avanza 8 piedras hacia adelante o
retrocede 5 piedras hacia atras y sélo esto, ya que sus fuertes patas no le permiten hacer saltos mas pequefios.

SN

Si la rana quiere avanzar s6lo hasta la piedra siguiente, cdmo puede hacerlo?
Por qué no tratas de experimentar con alguna cantidad de saltos hacia adelante o hacia atras para ver que
pasa’?

Si la rana da inicialmente 3 saltos hacia adelante, avanzaria hasta la piedra nimero 24 y como volveria para
avanzar s6lo una piedra desde su lugar inicial?

Si retrocede 4 saltos se encontraria a 4 piedras del lugar hasta el cual quiere avanzar, entonces cémo puede
hacerlo?

La respuesta seria, dando en total 7 saltos hacia delante y 11 saltos hacia atrés. Claro estd que los saltos
puede darlos de manera aleatoria hacia adelante y hacia atras, lo importante aqui es que se cumpla el nimero
de saltos.

Claro esta que seria mucho mas facil que la rana s6lo diera 2 saltos hacia adelante y 3 saltos hacia atras para
llegar a la siguiente piedra.

¢ Habra mas formas de llegar a la piedra siguiente?
¢, Seré que existen infinitas formas en las cuales pueda jugar la rana dando saltos adelante y hacia atras con el
fin de llegar hasta la piedra siguiente?

Si consideramos los desplazamientos hacia adelante como un valor positivo y los desplazamientos hacia atras
como un valor negativo, podriamos construir la siguiente tabla:



Saltos hacia delante Saltos hacia atras Avance Retroceso
2 3 8 -5
7 11 8 -5

Como vamos a avanzar hasta la piedra siguiente podriamos decir que:

1=(8)x2+(5x3)
1=16-15

y para los otros saltos seria:

1=(8)x7+(-5x 11)
1=56-55

Si sumamos y restamos al lado derecho un mdltiplo de 5 x 8, a cualquiera de estas igualdades, ésta se
conservaria. Un ejemplo seria 2 x 8 x 5:

B)x7+2x8x5+(-5x11)-2x8x5

1=
1=(8)x 17 + (5)x (-27)

Podemos observar entonces que existen infinitas maneras de avanzar hasta la siguiente piedra por parte de la

rana.

Si la rana avanzara 8 piedras hacia delante y 6 hacia atras con sus saltos, podria llegar a estar en la siguiente
piedra?

Construyamos una tabla para ver el desplazamiento que hace la rana:

Saltos hacia Saltos hacia atras Avance Retroceso Espacio neto
delante avanzado
1 1 8 -6 2
2 1 16 -6 10
1 2 8 -12 -4
2 2 16 -12 4
1 3 8 -18 -10
2 3 16 -18 -6
3 3 24 -18 6




Como vemos solo podriamos avanzar o retroceder distancias que son multiplos de 2.

En el ejemplo anterior donde a y b son 8 y 6 respectivamente, sabemos que el maximo numero que los divide
exactamente a los dos es, mcd(a,b) = 2, luego podriamos encontrar dos numeros enteros tales que:

2 =8x + 6y
2=8x(-2)+6x(3)

2=8x(4)+6x(5)
2=8x(-5)+6x(7)

etc, propongamos ahora una generalizacion:
Para el primer caso podriamos decir que existen infinitos numeros x, y que satisfacen la igualdad que tiene la
forma:

1=8x + b5y

Debemos hablar aqui de un concepto como es el de maximo comun divisor, éste es el mayor numero que divide
a otros dos, en esta caso, el mayor numero que divide a8yab5esel 1y solo él.

Podemos expresar ahora la siguiente conjetura:

“Si a y b son numeros naturales, primos relativos o sea que mcd(a,b)=1, se puede expresar el 1 como una
combinacion lineal de a 'y b, es decir, existen enteros x y y tales que:

1=ax+by

Seré vélida esta conjetura para todos los casos?
¢, Qué ocurrird si a y b no son primos relativos?, o sea, si el med(a,b)=1

Para el segundo caso en el cual 2 = 8x + 6y

podriamos generalizar diciendo que: “Sean a y b dos numeros naturales y d su mcd, entonces d se puede
expresar como la combinacion lineal de a y b, asi:

d=ax+by



En donde los coeficientes x y y son numeros enteros”
En el primer caso en donde la rana deberia avanzar sélo un espacio, teniamos que:
1=8x + 5y

si multiplicamos a ambos lados de esta igualdad por 2 obtenemos:

2=16x + 10y
Por 3 obtenemos:

3 =24x + 15y
por 7 obtenemos:

7 = 56x + 35y

y asi sucesivamente. De lo anterior podemos concluir que se puede obtener cualquier nimero entero a partir de
la ecuacion 1= 8x + Sy, donde por ejemplo: x =7 ey =-11.
Luego para K € Z se cumple que:

K = a(xK) + b(yK)

De acuerdo a esto la rana podria ubicarse en cualquier piedra del charco con sus saltos hacia atras y hacia
delante.

Miremos ahora el caso en el cual la rana avanza 8 espacios hacia adelante y 6 hacia atras, con sus saltos.
En este caso 2 = 8x + 6y,

ahora si multiplicamos por 2 a ambos lados de esta ecuacion nos quedaria:

4 =16x + 14y
multiplicando por 3 : 6 = 24x + 18y
y multiplicando por 5: 10 = 40x + 30y

De esto podemos concluir que sélo los multiplos de 2 se pueden obtener a partir de la ecuacion
2 = 8x + 6y, con esta conclusién deducimos que la rana no podria alcanzar la siguiente piedra, o de forma mas
general, no podra estar en piedras cuyo nimero sea impar.



Luego, si los nimeros correspondientes a los espacios recorridos en cada salto de la rana, cumplen la
condicion de ser primos relativos, entonces la rana podra recorrer cada una de las piedras del charco. De lo
contrario, podria avanzar una distancia minima que es igual al maximo comun divisor de los numeros
correspondientes a los espacios recorridos en los saltos hacia adelante y hacia atras.

6.7. Propiedades del Maximo Comun Divisor y del Minimo Comiin Multiplo

El maximo comun divisor de dos numeros se define, como su propio nombre indica, como el divisor
mas grande que ambos numeros tienen en comun. Si disponemos de la factorizacion de ambos
numeros, entonces el maximo comun divisor se obtiene quedandose solamente con aquellos factores
comunes a ambas descomposiciones y elevados al menor de los exponentes con los que aparezcan.

El minimo comin multiplo, nuevamente como indica su nombre, es el miltiplo mas pequefio que
ambos numeros tienen en comun. Atendiendo a las descomposiciones de ambos numeros, el minimo
comun multiplo se obtiene considerando todos los factores distintos que aparecen (comunes y no
comunes), cada uno de ellos elevado al mayor exponente con el que aparezca.

180 =2°3%5
225=32°

mcd (180, 225) = 3°5 =45
mcm (180, 225) = 223%52 =900

El maximo comun divisor y el minimo comun multiplo pueden expresarse de la siguiente forma:

mcd(a,b) = (a,b)
mcm(a,b) = [a,b]

Si pensamos un poco se podrian proponer las siguientes propiedades para el med y el mem
1. Siay b son positivos y b es multiplo de a, se cumple que (a,b) =a y [a,b] =b.

2. El maximo comun divisor de dos numeros, también es el maximo comun divisor de la resta de estos dos
numeros, por lo tanto: (a,b) = (a, b-a)



3. Si un numero es multiplo de otro, el mas grande sera el mcm de los dos y el mas pequefio seré su med. Por
ejemplo: 12 es multiplo de 6 y 6 es divisor de 12.

mem (6, 12) =12

mcd (6, 12) = 6

4. El mcm de dos numeros primos entre si es igual al producto de estos numeros. Asi:
7'y 12 son primos entre ellos
mem (7,12) =7 12 = 84

5. El producto del mecm por el med de dos nimeros cualesquiera es igual al producto de estos numeros. mcm
(a,b) xmed(a,b) =axb
mem (12, 15) = 60
med (12,15)= 3
mem . med =60 . 3 =180
(12.15=180)

6. Los divisores comunes de dos 0 mas numeros son divisores del mcd de estos numeros.
El 2 es divisor de 12y 18

mcd (12, 18) = 6

El 2 también es divisor de 6.

7. Los multiplos comunes de dos 0 mas numeros son multiplos del mcm de estos nimeros.
12 es multiplo de 6 y 6 es divisor de 12.
El mem (15, 18) = 90. Cualquier multiplo comin de 15y 18, por ejemplo 360, también lo es de 90.

8. Si dividimos dos numeros por su mcd, los cocientes que se obtienen son primos relativos.
El mcd (25, 80) = 5. Si dividimos 25y 80 entre 5, obtenemos, respectivamente 5 y 16. Estos nimeros son
primos relativos.

9. Para calcular el mcd de tres numeros, a, b, ¢, se halla el mcd de dos de ellos, d, y luego se halla el med de d
y el tercer nimero, ya que:

mcd(a, b, ¢) = med(d, ¢)

en donde d = mcd(a, b).

10. Esta es tal vez la propiedad méas importante y la cual da como resultado una importante generalizacion:
Sid es divisor comun de ay b, y a>b, entonces d es divisor del resto de dividir a entre b.



Esta propiedad justifica el siguiente razonamiento: para hallar el mcd(a, b) se divide a entre b, obteniendo un
cociente b1y un resto r1. Entonces:

d =mcd(a, b) = med(b, r1)

Ahora se procede de forma analoga con b y r1: se hace la division entera entre b y r4, obteniendo un cociente b
y un resto rz. Entonces:

d =mcd(b, r1) = med( r1, o)

Se prosigue asi sucesivamente obteniendo nimeros cada vez menores. De esta forma se llegaré a una division
exacta. El divisor de dicha division, que es el resto de la anterior, es el med, buscado.

Como ejemplo obtengamos el mcd(640,270)

640 | 270
100 2

270 | 100
70 2

100 |70
30 1

70 | 30
10 2

30 L 10
0 3

Los célculos pueden resumirse del siguiente modo:

Cociente 2 2 1 2 3
“Dividendo” 640 270 100 70 30 10
“Residuo” 100 70 30 10 0

Podremos entonces concluir que mcd(640,270) = 10



Esta generalizacion, como dijimos anteriormente es algo muy importante en el desarrollo de las matematicas y
se conoce como el algoritmo de Euclides.

Pero, ¢quien fue este matematico de quien tanto se habla? ; Conoces alguna otra temética relacionada con él?

6.8. La Importancia de Euclides

Este fue un matematico griego, cuya obra principal y reconocida mundialmente, “Elementos de geometria’, es
un extenso tratado de matematicas en 13 volumenes sobre materias tales como geometria plana, proporciones
en general, propiedades de los nimeros, magnitudes inconmensurables y geometria del espacio. Se cree que
estudid en Atenas con discipulos de Platon. Ensefid geometria en Alejandria y alli fundd una escuela de
matematicas. Los Calculos (una coleccién de teoremas geométricos), los Fendmenos (una descripcion del
firmamento), la Optica, la Divisién del canon (un estudio matemético de la musica) y otros libros se han atribuido
durante mucho tiempo a este matematico. Sin embargo, la mayoria de los historiadores cree que alguna o todas
estas obras (aparte de los Elementos) se le han adjudicado erroneamente. Los historiadores también
cuestionan la originalidad de algunas de sus aportaciones. Probablemente las secciones geométricas de los
Elementos fueron en un principio una revision de las obras de matematicos anteriores, como Eudoxio, pero se
considera que Euclides hizo diversos descubrimientos en la teoria de numeros.

Los Elementos de Euclides se utilizaron como texto durante 2.000 afios, e incluso hoy, una versién modificada
de sus primeros libros constituye la base de la ensefianza de la geometria plana en las Instituciones Educativas
de la ciudad.

Se habla mucho acerca de Euclides y de su contribucion a las matematicas, de todas sus recopilaciones y de
sus tratados, pero tal vez después del 5° postulado de Euclides, el tema que recuerda mas su nombre es el
llamado algoritmo de Euclides, visto con anterioridad.



6.9. El Concepto de Congruenciay su Utilidad

Supongamos que se tienen un edificio de dos pisos con las habitaciones numeradas como se muestra en el
cuadro.

Ad. | 2 4 6 8

13579...........‘.
|

¢ En que piso localizamos el cuarto No. 98 ?

En realidad se ve muy fécil que es en el primer piso, pues en el segundo piso estan las habitaciones con
numeros impares y en el primer piso estan los de numeros pares.

Observemos ahora un edificio diferente, el cual posee 5 pisos y en donde las habitaciones estdn numeradas de
la siguiente manera:

Ad. | 5 10 | 16 | 20




¢ En qué piso localizamos el cuarto No. 987 ; Se ve tan facil aqui como se vio en el ejemplo anterior?

En el ejemplo anterior, por su sencillez, pudimos mentalmente dividir al conjunto de los enteros (positivos) en
dos clases distintas: pares e impares. En este segundo ejemplo tenemos que dividirlos en 5 clases distintas y
ser capaces de ubicar a cualquier entero en alguna de ellas.

Si observamos detenidamente la figura, podemos ubicar las habitaciones de la siguiente manera:

No. de Piso Caracteristica Forma
Primer piso: Multiplos de 5 5k
Segundo piso: Los que exceden en una unidad a un mdltiplo de 5 5k+ 1
Tercer piso: Los que exceden en dos unidades a un multiplo de 5 5k+ 2
Cuarto piso: Los que exceden en tres unidades a un multiplo de 5 ok+ 3
Quinto piso: Los que exceden en cuatro unidades a un multiplo de 5 ok+ 4.

Después de este pequefio analisis, podemos decir que el cuarto No. 98 se encontraria en el cuarto piso, puesto
que 98 = 5(19) + 3.

Obsérvese que los del primer piso son aquellos numeros que al dividirse entre 5 dejan residuo cero, los del
segundo piso son aquellos que al dividirse entre 5 dejan residuo 1y asi sucesivamente.

Si consideramos el conjunto de los enteros, con este criterio podemos dividirlos en 5 clases, asi:
Co={...,-15,-10,-5,0, 5, 10, 15, ...}

Ci={.,-14,-9,-4,1,6,11,16, ...}

C2={...,-13,-8,-3,2,7,12,17, ...} (Clases residuales mddulo 5)
Cy={..,-12,-7,-2,3,8,13,18, ...}

Cs={..,-11,-6,-1,4,9,14,119, ...}.

La caracteristica de la clase Cres que al dividirse cualquiera de sus elementos entre cinco, deja residuo r.



En general tenemos la siguiente definicion:

“Decimos que los enteros a y b son congruentes moédulo m, m>0 si al dividirse entre m dejan el mismo residuo,
y lo denotaremos como:

a= b (mod )
Ejemplos:
-13 = 17 (mod s5) pues ambos pertenecen a Co.
5 =15 (mod s5) pues ambos pertenecen a Co

8 =17 (mod 3) pues al dividirse entre 3, dejan residuo 2.
Observemos la siguiente proposicion: - a= b (mod m) < m | (b-a).

Demostracion:
a) (—)
Sia=mgi+ryb=maq+rcon0<r<m - b-a=m(qe-q1) > m|(b-a).

b) (<)
m | (b-a) — b-a = mk para algun entero k

Por el algoritmo de la divisiona=mqgi+rryb=mgz+r2con0<ri<m,0<r<m
restando estas igualdades obtenemos:

b-a =m(qz2- q1) + (r2 - r1). Pero como b-a = mk , tenemos que r2-r1 =0y por lo tanto ro = 4,
por lo que a= b (mod )

La relacién congruencia mddulo m tiene las siguientes propiedades:

a) a= a (mod m)

b) Si a= b (mod m) entonces b= a (mod )

c) Sia= b (mod m)y b= c (mod m) entonces a= ¢ (mod m)



Es de esperarse, que las congruencias se comporten en muchos aspectos como igualdades. Esta semejanza
queda ilustrada en el siguiente teorema:

Sean a, b, ¢ enteros y m entero positivo.
1. Si a= b (mod m) entonces:
a) a+x = b+x (mod m) para todo entero x.
b) ax = bx (mod m) para todo entero x
2. Sia=b (mod m)yc=d (mod m), entonces:
a) a+c = b+d (mod m)
b) a-¢ = b-¢ (mod m)
¢) ac = bd (mod m)

d) a" = b" (mod m) para todo entero positivo n



6.10. Problemas Resueltos sobre Congruencias

1. Divisibilidad por 9: Demuestre que un entero N, expresado en notacidn decimal, es divisible entre 9 si y sélo
si la suma de sus digitos es divisible entre 9.
Solucién: seaN=aparaz ... an1 an

N = anx100 + a1 X101 + an2x102 x ... x a1x10™1 + ao x10n

Como

100 =1 (mod 9) — anx100 = an (mod o)
10" =1 (mod 9) — an-1x10" = an.1 (mod o)
102 =1 (mod 9) — an2x102 = an2 (Mod o)

101 =1 (mod 9) — a1x10™1 = a4 (mod o)
100 =1 (mod 9) — aox10" = ap(mod o)

Sumando término a término, obtenemos: N = ap+ar+az + ... + an1 + an (Mod o)
Lo cual significaque 9|N <> 9| (ap+as+az+ ... +an1 +an)

Podemos ahora mencionar otro importante teorema de esta teoria de congruencias:
Si ca= cb (mod m) y (c,m) = d, de modo que m = dw, entonces a= b (mod w).

Demostracién: ¢ =dvy m =dw donde (v,w) = 1.
dw | c(a-b) y por lo tanto w | v(a-b) y como (v,w) = 1 se tiene que w | (a-b), es decir a= b (mod ).
Como un caso particular tenemos el siguiente resultado: Si ca= cb (mod m) y (c,m) = 1, entonces a= b (mod )

A continuacién enunciaremos sin demostracidn un importante resultado de la teoria de los nimeros, conocido
como el Teorema de Fermat:
Si p es primo y no divide al entero a, entonces aP! = 1 (mod p).

2. Demuestre que si (n,7) = 1 entonces 7 | (n'2-1)

Observe que no podemos aplicar directamente el teorema de Fermat pues n'3-'= 1(mod3) y lo que queremos
es congruencia médulo 7.

Si(n,7) =1, entonces 7 no divide al entero n, y por el teorema de Fermat n’-! = 1 (mody)

Es decir né = 1 (mod7). Si elevamos al cuadrado en ambos miembros de la congruencia, tendremos que

(n )2= (1)2 (mody), es decir n'2 = 1 (mody), lo cual significa que 7 | (n12-1).



3. Determine para qué enteros positivos n, 271 es divisible por 7.
Sin = 3k por lo siguiente:
a.Sin=3k—-2n=(B)k=8k=1k=1(mod7) —7]|(2"-1)
b.n=3k+1— 2n=(23)k(2)=8k(2) =2 (mod 7)
c.n=3k+2—2"=4 (mod 7)

4. Pruebe que 2" + 1 nunca es divisible por 7.

Del ejercicio anterior se observa que para cualquier enteron, 2" =162 6 4 (mod 7) y por lo tanto 2"no es
congruente con —1 médulo 7 y como -1 = 6 (mod 7),

2" no es congruente con 6 mddulo 7 y en consecuencia 2" +1 no podra ser congruente con 7 médulo 7.

5. Demuestre que si 7 no es un divisor de n, entonces n6 = 1996 (mod 7).
Por el teorema de Fermat, né = 1 (mod 7), y 1= 1996 (mod 7)

6. Demuestre que para todo entero no negativo n, 17 es un divisor de 342 + 26n+3,
Para n = 0 se cumple que 32 + 23 = 17 lo cual significa que 32 + 23 = 0 (mod17)
es decir 32 = -23 (mod17). Si elevamos a la potencia impar 2n + 1, obtendremos
(32 )2n+1 = (23 2n+1(mody7)
34n+2 = 2603 (mod7)
34n+2 4 26043 = () (mod17)
lo cual significa que 17 es un divisor de 3412 + 26n+3,

7. Demuestre que para todo entero no negativo n, se cumple que (n3-n)( 584 + 34n+2) es mltiplo de 3804.
Como n3-n = (n - 1)(n)(n + 1), es multiplo de 6 y el nimero 584 + 34n*2 gs par, por ser suma de impares, y 3804
= s0lo restaria probar que 317 | (584 + 34n*2) |0 cual es completamente analogo al ejercicio No. 6 y se deja
como ejercicio al lector.

8. Encuentre un numero que al dividirse por 10 deja residuo 9, al dividirse por 9 deja residuo 8 y asi
sucesivamente hasta que al dividirse por dos deje residuo 1.

Tal nimero N debe cumplir lo siguiente:

N = 9 (mod1o) pero como 9= -1 (mod1g) —N = -1 (modo)

N=8(modg) " "  8=-1(modg) —N =-1(modo)

N=7(mods) " " 7=-1(mods) —N =-1(mods)

N =1(mody) " " 1= -1(modz) — N = -1 (mod.)



De las ultimas congruencias a satisfacerse por N tenemos que :
N+1 debe ser multiplo de 2,3,4,5,6,7,8,9 y 10, siendo el menor de esos nimeros
N+1 = (10)(9)(4)(7) = 2520 y por lo tanto el niumero buscado es N = 2519.

9. Encontrar el numero natural N mas pequefio que cumple las siguientes condiciones:
a. Enlarepresentacion decimal, termina en 6.
b. Siel 6 es trasladado al principio del nimero, el resultado es 4N.

Al nimero N lo podemos expresar de la forma

N =10y + 6 por ejemplo abc6 = (abc)(10) + 6

6(10m) +y =4(10y +6) " " " 6abc = 6(103) + abc = 4(abc0) + 6

6(10m) —24 = 3%y

Lo cual significa que 6(10m) = 24 (mod 39).

Es decir al dividir 600...0 ( m ceros) deja residuo 39, y tal nimero es 600,000
En consecuencia N = 153,846.

10. Una oficina de Turismo va a realizar una encuesta sobre numero de dias soleados y numero de dias
lluviosos que se dan en el afio. Para ello recurre a seis regiones que le transmiten los datos de la siguiente
tabla:

Regidn Soleados o lluviosos Inclasificables
A 336 29
B 321 44
C 335 30
D 343 22
E 329 36
F 330 35

La persona encargada de la encuesta no es imparcial y tiene esos datos mas detallados. Se da cuenta de que,
prescindiendo de una de las regiones, la observacion da un nimero de dias lluviosos que es la tercera parte del
de dias soleados. Razonar cual es la region de la que prescindira.

Al suprimir una region, la suma de dias soleados o lluviosos de las restantes ha de ser multiplo de 4. Las seis
regiones suman 1994 que dividido entre 4 da resto 2. El Unico dato de esta columna que da resto 2 al dividirlo
entre 4 es 330 correspondiente a la region F.



En términos de congruencias tenemos que:
336= 0 (mod 4)
321=1 (mod 4)
335= 3 (mod 4)
343= 3 (mod 4)
329= 1 (mod 4)
330= 2 (mod 4)

1994= 10 (mod 4)
pero como 10= 2 (mod 4), tenemos que 1994= 2 (mod 4).

Si omitimos 330, obtendremos una cantidad congruente con 0 , lo cual significa que deja residuo 0 al dividirla
entre 4.

A la congruencia 1994 = 2 (mod 4) , le restamos la congruiencia 330= 2 (mod 4), obteniendo
1664= 0 (mod 4)

En consecuencia, suprimiendo esta region (F) quedan entre las cinco restantes 416 dias lluviosos y (3)(416) =
1248 dias soleados.

11.Demuestre que si a es primo con 240 entonces 240 es un divisor de a*- 1.
La factorizacion de 240 en primos es: 240 = (24)(3)(5)

Asi pues, debemos probar que 24| a4-1,3|a*-1,5]|a*-1

Claramente, por el teorema de Fermat, 3 |a*-1y5|a*-1

Como (a, 240) = 1y 2 es un factor de 240, 2 no puede ser un factor de a y en consecuencia
a=2k+1—a2=4k2+4k+1esdeciraz—1=4k(k+1)ycomok(k + 1) es par — 8 | a2-1.

Por otro lado como a es impar, a2 también es impar y por lo tanto a2 +1 es par
8laz-1y2|a?2-1— 24| a*-1
12. En una seccién anterior habiamos planteado la forma de hallar la divisibilidad de un nimero utilizando una

serie de coeficientes positivos y negativos que se multiplicaban por cada uno de los términos del numero al cual
se le buscaba la divisibilidad. He aqui el método por el cual puede hallarse esta serie “magica” de nimeros:



1=1(mod 13)

10 =-3 (mod 13) (10 — (-3) es divisible por 13)
100 = -4 (mod 13) (100 - (-4) es divisible por 13)
1000 = -1 (mod 13) (1000 — (-1) es divisible por 13)
10000 = 3 (mod 13)

100000 = 4 (mod 13)

1000000 =1 (mod 13)

Si llamamos el primer digito a, el Segundo b, el tercero c, ... (comenzando de izquierda a derecha), tendriamos
que:
a-3b-4*c-d+3'e+4*f+g-...

Si el numero es divisible por 13, entonces también lo es el numero original.

Esta técnica puede usarse para obtener otras formulas de divisibilidad por nimeros primos. Si los niUmeros son
compuestos, solo se revisaria la divisibilidad por los divisores no primos.



6.11. Ejercicios Propuestos del Capitulo.

1. Los numeros 8 y 15 son primos entre si. Calcula rapidamente su mem y mcd.

2. EI'mcd de 12'y 18 es 6. Comprueba si los divisores de 6 lo son de 12y 18.

3. Elmcm de dos nimeros es 130 y sumed es 2. Uno de los numeros es 26. ¢ Cual es el otro?
4. ; Se puede encontrar un nimero que sea divisor de 25 y que no lo sea ni de 50 ni de 75?

5. Tres aviones de linea regular salen del aeropuerto cada 3 dias, cada 12 dias y cada 18 dias. ¢ Cada cuantos
dias saldran los tres aviones a la vez?

6. Queremos cubrir el suelo de una habitacién rectangular de 82 dm de largo por 44 dm de anchura con
baldosas cuadradas tan grandes como sea posible. Calcula el lado de cada baldosa y su superficie.

7. Carlos elige un nimero natural n y realiza lo siguiente:

Primero calcula un nimeroa =n2+5

Luego calcula otro niumero b = (n+1)2 + 5

Después de esto Carlos calcula el maximo comun divisor entre estos nimeros a y b, cual sera el numero mas
grande que es divisor de estos dos nimeros?

8. Tres amigos pasean en bicicleta por un camino de una sola mano que bordea un lago. Para dar una vuelta
completa, uno de ellos tarda 15 minutos, otro tarda 18 minutos y el tercero tarda 20 minutos. Parten juntos y
acuerdan interrumpir el paseo la primera vez que los tres pasen simultdneamente por el punto de partida.
¢ Cuanto tiempo duré el paseo? ; Cuantas vueltas dio cada uno?

9. En el afio 1998 se realizaron elecciones para Presidente y para Alcalde. Suponga que el periodo presidencial
era de 6 afios y el de Alcalde, de 4 afios.

a. ¢En qué afio volveran a coincidir las 2 elecciones?

b. Si el periodo de los senadores es de 5 afios, ;en qué afio coincidiria el inicio de los 3 mandatos?

10. Por una ruta circulan varias lineas de colectivos cuya terminal esta en el km. 0. La linea A tiene paradas
cada 8 km. y la B cada 12 km.

a. ¢ Cada cuéntos km. coinciden las paradas?

b. Si la linea C tiene paradas cada 18 km, ;cada cuantos km coinciden las 3 paradas?

c. Una compafiia de teléfonos instalé cabinas equidistantes. Si los pasajeros cuentan con teléfono en cualquier
parada de cualquier linea, jcual es la distancia que hay, a lo sumo, entre dos cabinas consecutivas?



11. EIm.c.d. entre a y 60 es 15. Si a esta entre 25y 50, ;cuanto vale a?
12. Pruebe que n™' -1 es divisible por (n-1)2 para todo enteron > 1.

13. Justifique, utilizando congruencias, el procedimiento descrito a continuacion para adivinar un nimero.
Diga a alguien que seleccione un nimero entero menor que 1000, que lo divida entre 7, 11y 13 y proporcione
los tres residuos de la division. Usted podré entonces decirle que numero selecciond originalmente. Esto se
hace multiplicando los tres residuos respectivamente por los "numeros magicos" 715, 364 y 924, sumando los
productos resultantes y restando de la suma el mayor multiplo de 1001 que deje una diferencia positiva. Esta
diferencia es el numero seleccionado.
Ejemplo: Si el numero en cuestion es 523, los residuos son 5,6 y 3 respectivamente y usted escribiria:

715*15 = 3575

3646 = 2184

924*3 = 2772

8531

El multiplo de 1001 mas cercano menor que 8531 es el 8008 y al restarlos obtenemos 523.

14. Sean x, y , z nUmeros enteros tales que x3 +y3 - z3 es multiplo de 7. Demuestre que uno de ellos es multiplo
de7.
Recuerde que: Todo niimero es de alguna de las siguientes formas: 7k, 7k£ 1, 7kt 2, 7k£ 3y como:



7. Los Acertijos Matematicos.
7.1. Objetivos de la Unidad:

- Reconocer la importancia de los acertijos en la educacién matematica con el fin de introducirlos en el
aula de clases de manera constante.

- Retomar la ludica al interior de las clases de matematicas con el fin de desmitificarla del caracter de
ciencia dificil y poco atractiva para la mayoria de los estudiantes del bachillerato.

- Conocer los acertijos mas importantes a los largo de la historia de la humanidad y los mas destacados
por los integrantes de la lista Snark, que es un grupo de profesores y aficionados que se ocupan de
problemas matematicos a través de la internet.

- Generar en el estudiante el deseo de resolver acertijos y de introducirlos en sus grupos de amigos,
llegando a crear acertijos por si mismos.

- Profundizar en los niveles de generalizacién y abstraccion que se desarrollan en los estudiantes a
través del trabajo, bien sea individual o colectivo.

Sugerencia: Este tema puede ser introducido a cualquier edad y en cualquier grado de la educacion, sélo debe
prestarse especial atencion al nivel cognitivo que presenta el estudiante al momento de plantearle tal o cual
acertijo. Se propone que en los cursos que se imparten de matematicas se dejara un acertijo cada dia con el fin
de que el estudiante “tuviera en qué pensar” mientras regresa a una nueva clase, ademas de ello como es una
actividad ludica se iria introduciendo el estudiante paulatinamente en un trabajo matematico organizado si se
escogen los acertijos que asi lo permitan.



7.2. Historia de los Acertijos

Desde nifios siempre nos hemos encontrado ligados a los acertijos, pues las adivinanzas no son mas que
acertijos, o la palabra acertijo puede ser el refinamiento de lo que consideramos una adivinanza; de nifios,
recordamos cosas como:

Por qué los peces son ricos?

Porque viajan en bancos

Y cosas asi.

Podemos decir que los acertijos son "la ingeniosa descripcion en prosa, de un mensaje que el receptor debe
descubrir",

La curiosa tendencia a proponer acertijos no es peculiar a ninguna raza ni a ningun periodo de la historia. Es
simplemente innata a cualquier ser humano, hace parte de nuestras relaciones en sociedad, lo que sucede es
que muchas habilidades que se desarrollan durante la nifiez, como el interesarse por lo desconocido, el reir y
los juegos van desapareciendo a lo largo de nuestras vidas, para casi extinguirse cuando llegamos a la edad
adulta.

En nuestro libro mas conocido: “La Sagrada Biblia”, existen diversos acertijos, uno de ellos, el mas conocido, el
propuesto por Sansén en sus bodas:

“‘Del que comia salié comida

Del que era fuerte salié dulzura *

Sanson hacia referencia a una situacién que habia vivido, y que lo habia llevado a plantear dicho acertijo, asi
mismo, la pregunta espontanea planteada por un nifio a su padre, o por un deportista a otro mientras toman un
breve descanso, o por un estudiante a otro, puede llegar a ser incluso acertijos de considerable dificultad.
Todos estamos proponiéndonos acertijos unos a otros, todos los dias de nuestras vidas, y muchas veces sin
saberlo.

Un buen acertijo debe exigir el ejercicio de nuestro mejor ingenio y habilidad, aunque cierto conocimiento de
matematicas y alguna familiaridad con los métodos de la légica son frecuentemente de gran ayuda en la
solucién de éstos, aun asi, sucede a veces que una dosis de astucia y sagacidad naturales son de considerable
valor a la hora de resolverlos, ya que muchos de los mejores problemas no pueden resolverse por ningun
método escolastico conocido, sino que deben atacarse por lineamientos completamente originales.

He aqui por qué, luego de una larga y amplia experiencia, uno encuentra que determinados acertijos a veces
seran resueltos con mas facilidad por personas que sélo tienen buenas facultades naturales, que por aquellas
que consideramos mejor educadas.



Generalmente los mejores jugadores de juegos de ingenio tales como el ajedrez y las damas, no son
matematicos, aunque es posible que ellos tengan mentes matematicas sin desarrollar.

Es extraordinaria la fascinacion que un buen acertijo ejerce sobre mucha gente. Sabemos que es un asunto
trivial, y aun asi nos sentimos impulsados a dominarlo; y cuando lo hemos logrado nos inundan un placer y una
sensacion de satisfaccion que son recompensa suficiente para nuestros esfuerzos, aun cuando no haya ningun
premio que ganar.

¢ Cual sera entonces ese misterioso encanto que muchos encontramos irresistible? EI hecho curioso es que en
cuanto el enigma ha sido resuelto, el interés generalmente desaparece. Lo hemos logrado, y esto es suficiente.
Pero, ¢por qué hicimos el intento de resolverlo?

La respuesta es simplemente que nos da placer buscar la solucion. Un buen acertijo, al igual que la virtud, es su
propia recompensa. Al hombre le fascina verse enfrentado a un misterio a una meta que quiere conseguir, y no
es enteramente feliz hasta que lo ha desentrafiado o hasta que ha alcanzado lo propuesto. Nunca nos gusta
sentir nuestra inferioridad mental respecto a quienes nos rodean. El espiritu de rivalidad es innato en el hombre;
estimula a grandes y chicos. Cuando este impulso contintia por toda la vida, generalmente nos encontramos
frente a hombres que son grandes cientificos, descubridores, inventores, oradores, héroes, artistas, y si tienen
propdsitos mas materiales quizas en millonarios.

La gente generalmente comete el error de confinarse a un pequefio rincon del Reino de los Acertijos, y de esa
forma pierde oportunidades de nuevos placeres que estan al alcance de la mano. Unos se dedicaran a los
acrosticos y otros acertijos de palabras, otros se dedicaran a los rompecabezas matematicos, otros a problemas
sobre el tablero de ajedrez, y asi sucesivamente. Esto es un error, por que restringe nuestro placer, y desdefia
aquella variedad, que es tan saludable para el cerebro. Ademas, hay una utilidad practica en la resolucién de
acertijos. Se supone que el gjercicio regular es tan necesario para la mente como lo es para el cuerpo, y en
ambos casos no es tanto de lo que hacemos, sino del hecho de hacerlo de lo que extraemos un beneficio.

La caminata diaria recomendada por el médico para el bien del cuerpo, o el ejercicio mental diario, pueden en si
parecer una gran pérdida de tiempo, que no es tal, ya que son beneficiosos para nuestro cuerpo y nuestra
mente. Los acertijos mantienen la mente alerta, estimulan la imaginacién, y desarrollan las facultades de
razonamiento. Y no solo son Utiles en esta forma indirecta, sino que muchas veces nos ayudan directamente,
ensefiandonos pequefios trucos y artimafias que pueden aplicarse a los asuntos de la vida en los momentos
mas inesperados y de las formas mas insospechadas.



7.3. ¢ Como inventar buenos acertijos? Acertijos originales

No se puede inventar un buen acertijo a proposito, de igual modo que no puede inventarse asi ninguna otra
cosa. Las ideas para acertijos aparecen en momentos extrafios y de modos extrafios. Son sugeridas por algo
que vemos u 0imos, y se llega a ellas a través de otros acertijos que nos son formulados.

Es inatil decir, "Me sentaré a inventar un acertijo original®, porque no hay forma de crear una idea; sélo se
puede hacer uso de ella cuando llega.

Se puede pensar que esto es incorrecto, porque un experto en estas cosas crea cantidades de acertijos,
mientras que otra persona, igualmente astuta, no puede inventar ni uno. La explicacion es muy sencilla. El
experto reconoce una buena idea cuando la tiene, y es capaz, por su vasta experiencia, de juzgar su valor. La
fertilidad, como la facilidad, viene con la practica. Algunas veces surge una idea nueva y muy interesante a
partir de la confusion que se comete respecto de otro acertijo.

Una persona ingeniosa, con una idea, puede crear acertijos a partir de casi cualquier cosa. Monedas, fésforos,
cartas, dados, pedacitos de alambre, todos son Uutiles. Se ha inventado una inmensidad de acertijos a partir de
las letras del alfabeto, y de estos diez digitos 0, 1, 2, 3,4, 5,6,7,8y 9.

Observemos por ejemplo los siguientes planteamientos que un nifio puede hacerle a su padre en su ir y venir
de preguntas:

El vidrio transparente: Papa, ¢por qué vemos a través de un vidrio? No me digas que porque el vidrio es
trasparente, ya que lo que me interesa saber es por qué es trasparente.

Toalla mojada: Si el agua es incolora, ;por qué la parte de una toalla que ha sido sumergida en agua es de
color mas oscuro que la parte seca?

Dios omnipotente: Papa, ;puede Dios hacer cualquier cosa? - Si, hijo

- Entonces, ¢puede hacer una piedra tan pesada que El mismo no pueda levantar? (Seria lo mismo que
preguntar: ¢Puede Dios destruir su propia Omnipotencia?)



7.4. Clasificacion de los Acertijos

La variedad de acertijos es tan grande que es muy dificil clasificarlos en grupos definidos. A grandes rasgos,
podriamos dividirlos en dos clases:

1. Los que se construyen sobre algun pequefio principio interesante o informativo.
2. Los que no encierran ninguna clase de principios.

Frecuentemente se fusionan de tal forma, que lo mejor es clasificarlos en unas cuantas categorias amplias:
1. Las viejas adivinanzas, que estimulan la imaginacion y el juego de la fantasia.

¢ Quién anda primero a cuatro patas, luego en dos y al final de sus dias en tres?

(El'hombre)

2. Los juegos de letras, basados en las pequefias peculiaridades del lenguaje: anagramas, acrosticos,
palindromos, cuadrados de palabras, etc.

¢ Qué palabra de quince letras pronuncian defectuosamente todos los locutores profesionales?
(Defectuosamente)

3. Los acertijos aritméticos. Una clase inmensa, plena de diversidad y en constante evolucién.
¢ Qué tienen de extrafio las siguientes fracciones: 19/95, 26/65, 16/647?

(Quitando en cada caso, el numero repetido, el resultado es el mismo: 19/95=1/5; 26/65=2/5; 16/64=1/4)

4. Los geométricos. Otra clase inmensa y llena de diversidad.

Tenemos dos cuadrados iguales superpuestos, de manera que un vértice de uno esta siempre en el centro del
otro. ¢ En qué posicion el area comprendida entre los dos cuadrados es la mayor posible?



(El area comprendida entre ambos siempre es la cuarta parte de la de un cuadrado. Los triangulos ABC y CDE
son iguales.)

Estas categorias estan lejos de abarcar todos los tipos que existen, ain cuando muchos pertenezcan a varias
clases al mismo tiempo. Hay muchos acertijos mecanicos ingeniosos que no pueden clasificarse, ya que son
bastante unicos; los hay de légica, ajedrez, damas, cartas, domind, y todo truco de magia no es méas que un
acertijo, cuya solucion el mago trata de mantener en secreto.

Hay acertijos que parecen faciles y son faciles.

Un sastre corta cada minuto un metro de una tela que mide diez metros. ¢Cuénto tardard en tenerla
completamente cortada?

(Nueve minutos. Una vez cortado el noveno metro ya no le queda otro por cortar.)

Hay acertijos que parecen faciles y son dificiles.

Y no es cierto que un acertijo cuyas condiciones sean de facil comprension, aun para el nifio mas pequefio, sea
en si mismo sencillo. Tal acertijo puede sin embargo parecerle facil a un inexperto, y resultarle una tarea ardua
una vez que se intenta desentrafiarlo.

Buscar un divisor distinto de €l mismo y de la unidad del nimero 11.111.111.111.111.111 (hay 17 unos).

(Las condiciones son sencillas, pero la tarea es terriblemente complicada. Solamente tiene dos divisores:
2.071.723 y 5.363.222.357, y su descubrimiento es una tarea sumamente ardua.)



Hay acertijos que parecen dificiles y son faciles.

En un torneo de ajedrez, ¢;cuantos partidos tienen que jugarse si hay inscritos 974 jugadores? EI mecanismo es
asi: después de cada partido el perdedor queda eliminado y el ganador pasa a enfrentarse a otros participantes.
El campeonato continta asi hasta que queda un tnico ganador, el campeon.

(Si cada partido produce un perdedor (eliminado) haran falta 973 partidos para que quede un solo invicto y
campeon.)

Hay acertijos que parecen dificiles y son dificiles.

El duefio de un bar quiere dividir en dos partes iguales la cerveza que lleva un recipiente de 16 litros. Para
hacerlo no tiene a su disposicion mas que el recipiente original y dos recipientes vacios con capacidades de 11
y 6 litros. ; Cuantas operaciones de reenvasado o trasvase son necesarias para efectuar la particion sin perder
ni una gota de liquido?

Hacen falta 14 trasvases: Recipientes de (16,11,6). Veamos: 1(16,0,0), 2(10,0,6), 3(10,6,0), 4(4,6,6),
5(4,11,1), 6(15,0,1), 7(15,1,0), 8(9,1,6), 9(9,7,0), 10(3,7,6), 11(3,11,2), 12(14,0,2), 13(8,2,6), 14(8,8,0)

7.5. Solucion a Acertijos

Debemos entender la solucion a un acertijo como una actividad placentera. El placer, en un buen acertijo, nace
de su tensién. La tensién es la relacion que se establece entre lo que el acertijo empieza por ofrecernos y lo
que termina pidiéndonos. O sea, entre los datos y la incognita. Cuanto mayor es la incongruencia entre los
datos y la incdgnita, mayor es la tensién del acertijo. Resolver un acertijo es resolver esa tension, aflojarse,
relajarse, reir.

La maxima de que siempre existe una forma correcta y una incorrecta de hacer cualquier cosa, se aplica muy
especialmente a la resolucion de acertijos. La forma incorrecta consiste en efectuar intentos sin rumbo, sin
método, con la esperanza de llegar a la solucién accidentalmente. Generalmente este proceso atrapa sin
esperanzas en la trampa que fue diestramente tendida.

Cuando nos sentamos a resolver un acertijo, lo primero que debemos hacer es asegurarnos de haber
comprendido sus condiciones lo mejor posible, ya que si no entendemos qué es lo que tenemos que lograr, es
poco probable que lo consigamos.



Algunas veces se intenta confundir con pequefias ambigliedades del significado de las palabras.

Un nifio camina alrededor de un poste sobre el cual hay un mono, pero mientras el nifio camina, el mono gira
sobre el poste, de forma que siempre queda de frente al nifio. ; Camina el nifio alrededor del mono?

Para poder dar la respuesta, es necesario saber el significado de «caminar alrededor». Si se toman las
palabras de "caminar alrededor" con su significado corriente, el nifio, si camina alrededor del mono. Si
"caminar alrededor" de algo se entiende, como el moverse de tal forma que nos permita ver todos sus lados,
entonces la respuesta es negativa. En este caso un ciego no podria caminar alrededor de ninguna cosa. Si
“caminar alrededor" de algo se entiende como el ir de forma que, dado el sentido de la vista, pueden verse
todos los lados, entonces la respuesta es negativa. En este caso no se podria caminar alrededor de un hombre
que estuviera encerrado dentro de una caja. Etc. Todo el asunto es divertidamente tonto, y si al comenzar se
exige una sencilla y correcta definicién de "caminar alrededor" ya no hay acertijo, y se evita una inutil y
frecuentemente acalorada discusion.

Cuando se han comprendido las condiciones, siempre es bueno intentar simplificarlas, ya que asi se evitan
grandes confusiones.

Carlos estaba mirando una foto y alguien le pregunto: "; De quién es esa fotografia?”, a lo que él contesto, "Ni
hermanos ni hermanas tengo, pero el padre de este hombre es el hijo de mi padre”. ;De quién era la fotografia
que estaba mirando Carlos?

Puede simplificarse diciendo que "el hijo de mi padre" debe ser "mi hermano" o "yo mismo". La afirmacién
simplificada, viene a ser sencillamente: "El padre de ese hombre soy yo", y era obviamente el retrato de su hijo.
iSin embargo la gente discute este asunto durante horas!

Hay acertijos que no tienen solucion. Pero, hay que tener en cuenta, que una cosa es no poder realizar
determinada accion, y otra muy diferente probar que no puede ser realizada.

Consideremos un circulo de 10 cm. de didmetro. Encontrar el lado del cuadrado que tenga la misma area que el
circulo.

Imposible. Sin embargo se puede llegar a aproximaciones aceptables para fines practicos.
A veces la inexactitud del saber popular se vislumbra en acertijos como estos dos:
¢ Qué pesa mas, un kilo de plomo o un kilo de algodén?

Lo mismo, porque son un kilo los dos. Pero no, en el vacio pesarian igual, pero en el aire pesa menos el
algoddn ya que el empuije hacia arriba en funcion del volumen de aire desalojado es mayor.



¢ Qué abriga mas, una cobija de dos centimetros de grosor o dos cobijas de un centimetro de grosor cada una?

Lo mismo. No, pues abrigan mas dos cobijas de un centimetro ya que la capa de aire que queda entre ellas
cumple la funcién de aislante.

En ocasiones, ciertas personas se encuentran en una situacion critica, y soélo por su agudeza e inteligencia
pueden salir de ella.

Un espia cayo en manos de una peligrosa banda de asaltantes, se le propuso la eleccion entre morir en la
hoguera o envenenado. Para ello, el condenado debia pronunciar una frase tal que, si era cierta, moriria
envenenado, y Si era falsa, moriria en la hoguera. ; Como escapd el condenado a su funesta suerte?

El condenado dijo: «MORIRE EN LA HOGUERA». Si esta frase es cierta, el condenado debe morir
envenenado. Pero en ese caso ya es falsa. Y si es falsa, debe morir en la hoguera, pero en este caso es
verdadera. El condenado fue liberado.

Es razonable que los grandes numeros despisten a quienes los tratan por primera vez. Pero cuestiones tan
simples como el metro y sus divisores suelen producir una imagen subjetiva extraordinariamente lejana a la
realidad.

Supongamos que un cuadrado de 1 metro de lado se divide en cuadraditos de 1 mm. de lado. ¢ Qué longitud se
obtendra si colocamos todos los cuadraditos enfilados unos a otros en linea recta?

Saldran 1.000 x 1.000 = 1.000.000 de cuadraditos. Luego se obtendra una longitud de 1 km.

La adopcién de un modo apropiado de encarar un acertijo tiene su importancia. Lo que es un lenguaje
adecuado o un lenguaje inadecuado, se puede entender en los siguientes ejemplos.

Un monje decide subir desde su ermita a la montafia para pasar alli la noche orando. Sale de la ermita a las 6
de la mafiana y después de caminar todo el dia llega a la cumbre. Alli pasa la noche y a la mafiana siguiente, a
las 6 de la mafiana, emprende el camino a su ermita por el mismo sendero, y a mayor velocidad. Al ir bajando,
se pregunta: ;Habra algun punto del camino en el que hoy esté a la misma hora que estuve ayer?

Una mente inclinada matematicamente comienza, tal vez, por hacerse una grafica de la caminata del monje en
cada uno de los dias. Tiene pocos datos para ello. Se los inventa. Con un poco de trabajo vera, seguramente,
la luz... Una mente menos inclinada matematicamente puede tener la idea de hacer descender a un monje
ficticio, en el mismo dia que el monje real sube, replicando exactamente el camino de bajada que el monje real
hace al dia siguiente. Como salen a la misma hora, es claro que a alguna hora se encuentran en el camino. Las
matematicas estan de sobra.



Una mafiana, exactamente al amanecer, un monje budista comenzd la ascension de una elevada montafia,
siguiendo un estrecho sendero que serpenteaba alrededor de la montaria hasta un templo que, resplandeciente
brillaba en su cima. El monje recorri6 su camino con velocidad variable, deteniéndose muchas veces para
descansar y tomar un poco de fruta seca que llevaba consigo. Muy poco antes de la puesta de sol llego al
templo. Pasados algunos dias de ayuno y meditacion, emprendio el camino de regreso, bajando por el mismo
sendero por el que habia subido, comenzando otra vez al amanecer, caminando con velocidad variable y
haciendo a lo largo del dia muchas pausas. Su velocidad promedio durante el descenso fue, evidentemente,
mayor que su velocidad media de ascension. Demuéstrese que hay un punto en el sendero por el cual pasa
exactamente a la misma hora en los trayectos de ida y de regreso.

Un hombre un dia sube a una montafia y otro desciende de ella. ;Habra algun punto del camino por el que
pase exactamente a la misma hora del dia en los dos viajes? Hay varias maneras de atacarlo, pero
probablemente ninguna es mas odiosamente sencilla que la siguiente:

Supongamos que dos personas realizaran el viaje el mismo dia, comenzando a la misma hora una el ascenso y
la otra el descenso de la montafia. Forzosamente habrén de cruzarse en algun del sendero, ... De esta forma se
clarifica totalmente una situacion bastante oscura dada por condiciones que no son sencillas de manejar.

El Problema de Josephus: En su libro De Bello Judaico, Hegesipo cuenta que cuando los romanos capturaron
la ciudad de Jotapat, Josephus y otros cuarenta judios se refugiaron en una cueva. Alli decidieron los 41 judios
suicidarse antes que entregarse. A Josephus y otro amigo la idea no les gustaba. Propusieron hacerlo, pero con
orden. Se colocarian en circulo y se irian suicidando contando tres a partir de un entusiasta que a toda costa
queria ser el primero. ;En qué lugares se colocaron Josephus y su amigo para ser los dos ultimos y, una vez en
mayoria absoluta, decidir que no estaban de acuerdo con la automasacre?

El problema tiene sabor matematico y se pueden ensayar herramientas matematicas. Pero resulta mas sencillo
colocar en circulo 41 papelitos con un numero 1,2,3,...,40,41 cada uno y luego ir simulando los suicidios para
ver qué dos papelitos quedan de ultimos. Josephus y su amigo se colocaron en los lugares 16 y 31. Si se quiere
obtener un resultado general con m judios que se suicidan contando de n en n, ya hay que acudir a
consideraciones mas matematicas.

Algunos acertijos estan deliberadamente formulados para ser resueltos con algun truco, y si no existe solucion
sin el truco, es perfectamente licito. Debemos juzgar si un acertijo encierra 0 no una trampa, pero nunca
debemos presuponerlo. Retorcer las condiciones de un acertijo con argucias es el Ultimo recurso del
solucionador derrotado.



Tres nifios suben al escenario de un auditorio con un numero de gran tamafio dibujado en la parte delantera de
su camiseta. Los numeros que llevan dibujados son respectivamente 1, 3 y 6. Se ponen de frente al publico y
piden ser colocados por éste de forma que el nimero de tres cifras resultante sea divisible por siete. ; Como los
colocaria Ud.?

De izquierda a derecha: el nifio del nimero 6 parado en las manos, luego el que tiene el 3 y después el del 1.
Se forma asi el numero 931 que es igual a 7x133.

Hay acertijos que pueden resolverse por métodos algebraicos laboriosos, pero que ceden prontamente ante un
razonamiento légico sencillo, si se tiene la adecuada comprension de los datos. Esto se puede observar en los
siguientes ejemplos.

En una botella hay un litro de vino, en otra, un litro de agua. De la primera a la segunda Se trasvasa una
cucharada de vino, y después, de la sequnda a la primera, se trasvasa una medida igual de la mezcla obtenida.
Esta operacion se repitié cinco veces mas. Al finalizar la quinta operacion, ;qué hay mas, agua en la primera
botella o vino en la sequnda?

El volumen de los liquidos después de los trasvases continua siendo de un litro. Después de los trasvases, en
la segunda botella hay X centimetros cubicos de vino y, por tanto, 1000-X centimetros cubicos de agua. Es
evidente que los X centimetros clbicos de agua que faltan deberan estar en la otra botella. En consecuencia,
habra tanta agua en la botella de vino como vino en la botella de agua. Esta respuesta es la misma aunque las
botellas contengan cantidades distintas de liquido, y tanto si la mezcla es agitada como si no. Podemos ademas
trasladar tantas cucharadas de una a otra, y de los tamafios que queramos, tantas veces como queramos. La
unica condicién que hay que respetar es que al final cada botella contenga la misma cantidad de liquido que al
empezar.

Un bus va ocupado por 40 muchachos. En otro bus viajan 40 muchachas. Ambos se dirigen al mismo destino.
Antes de arrancar, los conductores se van a tomar un tinto. Entretanto, diez muchachos bajan de su bus y se
suben en el de las jovenes. Al regresar, el conductor de las muchachas se da cuenta de que lleva demasiados
pasajeros.

Conductor: jBueno pues! jSe acabo la fiesta! Este bus tiene 40 asientos, asi que 10 de ustedes tendran que
cambiarse. Y rapidito! Diez pasajeros, de sexo no determinado, se trasladan al coche de los muchachos. Alli
ocupan los diez asientos vacios. Poco después, ambos coches arrancan, cada uno con 40 pasajeros. Mas
tarde, al conductor de las chicas se le ocurre:

Conductor: Humm... Seguro que en este bus van algunos muchachos, y en el de los muchachos, algunas
muchachas. ¢En cual de los dos buses habra mayor proporcion de personas del sexo opuesto?



Parece mentira, pero independientemente del sexo de las 10 personas que fueron al bus de los muchachos, la
proporcion de pasajeros de sexo minoritario es exactamente la misma en ambos buses. ;Por qué?
Supongamos que haya 4 muchachos en el bus de las jévenes. Estos dejan cuatro asientos libres en el de los
muchachos. Estos son los asientos que forzosamente habran de ocupar las muchachas. El razonamiento es
idéntico para cualquier otro nimero de muchachos.

Hay muchos trucos de cartas inspirados en este principio.

Dividimos el mazo de una baraja francesa de 52 cartas en dos mitades iguales, volvemos una de ellas cara
arriba, y barajamos conjuntamente los dos montones. Se les muestra a los espectadores el mazo asi barajado,
sin decirles que hay exactamente 26 cartas en cada sentido. Haga usted que otra persona lo baraje
nuevamente. Extienda la mano y pidale que deposite 26 cartas sobre su mano. "¢ No sera una coincidencia
asombrosa -les dice usted a todos- que mi mano contuviera exactamente el mismo numero de cartas boca
arriba que la suya?"

Pidale entonces a su amigo que extienda sus naipes sobre la mesa. Al tiempo que él lo hace, disimuladamente
dele usted la vuelta a su mazo, para después extenderlo junto al otro. Cuente el nimero de naipes que han
quedado a la vista en cada grupo. jAmbos numeros seran iguales! ; Cuél es el truco?

El truco tiene el mismo fundamento que los casos anteriores. De no darle usted la vuelta a su mazo, el nimero
de cartas a la vista de la otra mitad coincidiria con el numero de naipes ocultos de la suya. Al darle la vuelta al
mazo, las cartas que estaban hacia abajo quedaran a la vista, y esto las pone en correspondencia biunivoca
con las situadas boca arriba en la otra mitad.

Hay acertijos, para los que no existe ningun algoritmo ni procedimiento prefijado para resolverlos, pero a veces
con un poco de perspicacia, la solucién es rapida.

Dos indios americanos, uno nifio y otro adulto, estan sentados en un tronco, el indiecito es hijo del adulto pero
el adulto no es padre del indio pequefio. ; Como es posible?

El indio adulto es la madre del indiecito.

Una ameba se divide en dos (y asi se reproduce) exactamente cada minuto. Dos amebas en un tubo de ensayo
pueden llenarlo por completo en dos horas. ¢;Cuanto tiempo le llevara a una sola ameba llenar otro tubo de
ensayo de la misma capacidad?

Dos horas y un minuto. Transcurrido s6lo un minuto, ya se ha dividido en dos, y sabemos que dos amebas
llenan el tubo en dos horas.



A veces buscando el atajo adecuado resolvemos problemas que a primera vista parecen rarisimos.

Un nifio y medio se comen un pastel y medio en un minuto y medio. ; Cuantos nifios hacen falta para comer 60
pasteles en media hora?

En minuto y medio un nifio se come un pastel. En tres minutos dos pasteles. En 30 minutos 20 pasteles. Para
comerse 60 en media hora se necesitan 3 nifios.

Hay problemas que parecen faciles a primera vista y sin embargo no se pueden resolver.

De un tablero de ajedrez que, como sabemos, tiene 64 casillas cuadradas, suprimimos las dos del extremo de
una diagonal. Tomemos ahora 31 fichas de domind, cada una de tamafio igual a dos casillas del tablero. Se
trata de colocarlas de forma que cubran las 62 casillas que tiene el tablero tras la eliminacion de las dos
indicadas.

Es imposible. En efecto, cada ficha de domind ha de cubrir, forzosamente, una casilla blanca y otra negra,
puesto que se alternan. Por tanto, cualquier combinacion que eligiéramos para las fichas del domind, habrian
de cubrir el mismo numero de casillas blancas que negras, y como las suprimidas son del mismo color, las 31
fichas cubriran todo el tablero.

La solucién de problemas numéricos requiere método y un poco de fantasia.

A un mango subi, que mangos tenia, ni mangos toqué, ni mangos dejé. ;Cuantos mangos habia?
(2 mangos)

En la solucion de problemas no debe confiarse nunca. Puede haber trampas escondidas.

Un fumador compra dos paquetes de cigarrillos diarios. Para no desperdiciar nada de tabaco, nunca tira las
colillas, y con cada cinco se hace un nuevo cigarrillo. ; Cuantos cigarrillos fuma al dia?

Nunca tira las colillas. Comienza con 40 cigarrillos, de cuyas 40 colillas salen 8 mas, de cuyas 8 colillas saca a
su vez otro cigarrillo, y le sobran 3 colillas, que con la de éste ultimo cigarrillo seran 4 (y ya lleva fumados 49
cigarrillos). Pero como nuestro fumador nunca tira ninguna colilla, le queda al menos una del dia anterior, lo que
permite completar un ultimo cigarrillo (que a su vez le suministrara la colilla necesaria para el dltimo cigarrillo del
dia siguiente). La respuesta correcta no es, pues, 49, sino 50 cigarrillos.



Andrés y Clara quieren compran cada uno el libro de Historia. A Andrés le faltan $7000 para poder
comprarlo y a Clara $1000. Si juntan el dinero que tienen ni siquiera pueden comprar un libro para
los dos. ¢ Cuél es el precio del libro?

El libro cuesta $ 7000 . Andrés no tenia dinero y Clara tenia $ 6000.
Dos ancianas comienzan a andar al amanecer a velocidad constante. Una marcha de A a By la otra de B a A.
Se encuentran a mediodia y, sin parar, llegan respectivamente a B a las 4 de la tarde y a A a las 9 de la noche.

¢ Cuando amanecié aquel dia?

Amaneci6 a las 6 de la mafiana. (Intente resolverlo Ud.)

Hay problemas en los que sobran datos que desorientan la resolucion.

En la figura adjunta el triangulo rectangulo tiene el vértice en centro del cuadrado.

¢ Cual es el area de la parte sombreada?

Observe que los triangulos sombreados de la figura son iguales por ser el triangulo rectangulo.

El area de la sombra es la cuarta parte del area del cuadrado. Es decir, 36/4 = 9.



Hay problemas que no necesitan ningun tipo de calculo, sélo pensar un poquito.

Teniendo en cuenta la figura adjunta, hallar el radio del circulo.

R

Dado que la diagonal de 8 cm. tiene la misma longitud que el radio del circulo, la respuesta es 8 cm.

dh




7.6. Los Acertijos mas Conocidos del Mundo

De acuerdo con una encuesta que se hizo en la lista Snark, los siguientes son los acertijos mas conocidos del
mundo. La propuesta fue hecha por lvan Skvarca, quien pedia elegir los problemas que, “... a juicio y entender
de cada uno sean los mas conocidos universalmente; aquellos que les hayan contado varias veces en sus
vidas, aquellos que hayan encontrado en diferentes libros, aquellos que son inevitablemente conocidos por
alguien cuando se proponen en una reunion.”

Snark es una lista de correo manejada por el servidor de listas de la Universidad de Buenos Aires. Las
operaciones mas usuales son procesadas en forma automatica, aunque ciertos comandos, como el de
suscripcion, requieren la intervencion de los administradores de la lista. Puedes ingresar en
http://www.snarkianos.com

La lista es auto-moderada; todo mensaje enviado a snark@ccc.uba.ar es automaticamente multiplicado y
distribuido sin que nadie, ademas del remitente, verifique su calidad o pertinencia. Recomendamos, entonces,
prudencia, y sugerimos ciertas reglas basicas para asegurarse de participar con elegancia.

Son bienvenidas todas las contribuciones que estén relacionadas con el tema, aunque no sean problemas para
resolver: palindromos, trucos de magia, textos con una sola vocal, trabalenguas, hallazgos numéricos, juegos
de competencia, paradojas; en general, aquello que le parezca divertido, interesante, compa(r)tible y digno de
llenar las casillas de los demas miembros de Snark.

Los problemas que se propongan pueden ser originales o0 no. Si no es original, incluya cualquier dato que
conozca que pueda ser de interés (el autor, el libro o la revista de donde lo tomé, etc.). Si el problema es
original, o cree que puede serlo, indiquelo también. Por supuesto, recibimos con ansia una contribucion nunca
vista antes.

Aqui estan entonces los acertijos:

A. Un pastor tiene que pasar un zorro, una cabra y un repollo de una a otra orilla de un rio. Dispone de una
barca en la que sblo caben él 'y una de las otras tres cosas. Si el zorro se queda solo con la cabra, se la come.
Si la cabra se queda sola con el repollo, se lo come. ;Como debe proceder el pastor?

B. Un prisionero esta encerrado en una celda con dos puertas: una conduce a la salvacion, la otra a la muerte.
Cada una de ellas esta vigilada por un guardian. El prisionero sabe que uno de los guardianes siempre dice la
verdad, y que el otro siempre miente. Para elegir la puerta por la que pasara, solo puede hacer una pregunta a
uno solo de los guardianes. ; Qué debe hacer?


http://www.snarkianos.com/
mailto:%20snark@ccc.uba.ar

C. Hay doce monedas aparentemente iguales, pero una de ellas tiene un peso ligeramente distinto y no se
conoce Si esa moneda pesa mas o menos que las demas. Usando una balanza de platillos, y con solo tres
pesadas, encontrar la moneda diferente y si es mas o0 menos pesada que el resto.

D. Un encuestador se dirige a una casa donde es atendido por una mujer: -; Cantidad de hijos? -Tres, dice ella.
-¢Edades? -El producto de las edades es 36, y la suma es igual al nimero de la casa vecina, dice ella. El
encuestador se va; pero al rato vuelve y le dice a la mujer que los datos que le dio no son suficientes; la mujer
piensa y le dice: -Tiene razon, la mayor estudia piano. Esto es suficiente para que el encuestador sepa las
edades de los hijos. ; Cuales son esas edades?

E. Un oso camina 10 kilometros hacia el sur, 10 hacia el este y 10 hacia el norte, volviendo al punto del cual
partio. ¢ De qué color es el 0s0?

F. En un tablero de 3x3 colocar los nimeros del 1 al 9 de forma que cada fila, columna y diagonal sume 15.

G. Tres amigos van a comer a un restaurante. Comen lo mismo y la cuenta es de 25 pesetas. Cada uno paga
con un billete de 10 pesetas. EI mozo trae las 5 pesetas de vuelto, cada uno toma una y le dejan 2 de propina.
Mas tarde hacen cuentas y dicen: cada uno ha pagado 9 pesetas, asi que hemos gastado 9 x 3 = 27 pesetas,
que con las 2 pesetas de la propina hacen 29 pesetas. ;Donde esta la peseta que falta?

H. Situar 8 damas en un tablero de ajedrez de forma que no haya dos de ellas que se amenacen.

1. Dos trenes estan en una misma via separados por 100 km. Empiezan a moverse en sentidos opuestos, uno
hacia el otro, a 50 km/h; en ese mismo momento, una supermosca Sale de la locomotora de uno de los trenes y
vuela a 100 km/h hacia la locomotora del otro. Apenas llega, de media vuelta y regresa hacia la primera
locomotora, y asi va y viene de una locomotora a la otra hasta que ambos trenes chocan y muere en el
accidente. ; Qué distancia recorrio la supermosca?

J. Dar un nombre de varén que no tenga ninguna letra en comin con el nombre Carlos.

K. Pisar nueve puntos, acomodados en forma de cuadrado de 3 x 3, con una linea continua formada por cuatro
segmentos.

L. En un vecindario hay tres casas y tres fuentes: una de agua, otra de luz y otra de gas. ¢ Es posible conectar
cada casa con cada fuente de suministro mediante lineas que no se crucen entre si?

M. Reemplazar cada letra por un digito distinto, de modo que se cumpla la igualdad SEND+MORE=MONEY

Trata de pensar en la solucion a cada uno de ellos, recuerda que si observas las respuestas inmediatamente se
perdera la emocion por desentrafiar cada uno de los interrogantes. Témate tu tiempo y si definitivamente no
puedes, entonces tranquilo, que aqui estan todas las respuestas.



Respuestas.

A. En un primer viaje, cruza con la cabra dejando al zorro y al repollo (el zorro no come repollo por
recomendacion de su nutricionista). Deja a la cabra en la otra orilla y regresa solo. Toma el repollo y lo cruza (el
zorro Se queda solito y triste). Deja el repollo en la otra orilla y regresa con la cabra para que no se lo coma.
Deja a la cabra sola y cruza con el zorro. Deja al zorro con el repollo, regresa solo, sube a la cabra y cruza en
su ultimo viaje triunfal. Autora de este texto: Laura Spivak

B. Debe preguntarle: ;Qué me contestaria el otro guardian si yo le preguntara cuél es la puerta que me
conduce a la salvacion? Supongamos que una de las puertas es roja y la otra es verde. Si me responde que el
otro guardian me diria que vaya por la roja, entonces debo ir por la verde (y si me responde que el otro guardian
me diria que vaya por la verde, entonces debo ir por la roja).

Autora de este texto: Laura Spivak

C. Para facilitar la explicacion etiquetemos las doce bolas con los numeros 001, 010, 011, 012, 112, 120, 121,
122, 200, 201, 202 y 220.

En la primera pesada colocamos las 4 bolas cuyo primer digito es 0 en el platillo izquierdo y aquellas cuyo
primer digito es 2 en el platillo derecho. En un papel escribimos 0 si el platillo izquierdo desciende, 1 si hay
equilibrio y 2 si es el platillo derecho el que desciende.

En la segunda pesada colocamos las 4 bolas cuyo segundo digito es 0 en el platillo izquierdo y aquellas cuyo
segundo digito es 2 en el platillo derecho, anotando el resultado del mismo modo que en la primera pesada.

Finalmente ponemos las 4 bolas cuyo tercer digito es 0 en el platillo izquierdo y aquellas cuyo tercer digito es 2
en el platillo derecho, anotando el resultado del mismo modo que antes.

Sea "abc" el numero que anotamos. Si hay una bola con la etiqueta "abc”, esa es la diferente y es mas pesada
que las demas. Si no la hay, permutemos los digitos 0 y 2 en "abc"; la bola con el nimero resultante es
diferente y mas liviana.

Este procedimiento puede generalizarse para determinar en n pesadas cuél es la bola diferente y si es mas
pesada o0 mas liviana para un grupo de hasta (3" - 3)/2 bolas.



Cuando se sabe si la bola diferente es mas pesada o mas liviana la solucién es mucho mas facil, y se puede
hallar la diferente entre 3" bolas en n pesadas.

(Publicado por José H. Nieto en es.ciencia.matematicas el 17/5/1998)

Autor de este texto: Ignacio Larrosa Cariestro

D. Para resolver este problema es imprescindible razonar desde el punto de vista del encuestador. Imaginemos
por un momento que somos é€l, y que necesitamos averiguar tres numeros naturales cuyo producto es 36 y cuya
suma conoceremos cuando miremos el numero de la casa vecina.

Podemos listar las posibilidades:

Edades 1136 1218 1312 149 166/ 229 236334
Suma |38 21 16 14 13 13 11 10

Observamos que el conocer el numero de la casa vecina resuelve el problema, siempre que éste no sea 13. Por
ejemplo, si el nimero de la casa vecina fuese 21, el encuestador conoceria inmediatamente que las edades de
las hijas de la encuestada son 1, 2 y 18 afios. Pero el enunciado del problema nos dice que el encuestador no
hallo suficientes los datos ain después de conocer la suma, y eso tiene que ser porque la suma es 13, no
sabiendo el ingenioso trabajador si las hijas de la mujer tienen 1, 6 y 6 afios 0 2, 2 y 9 afios.

El dltimo dato aportado por la mujer ("la mayor toca el piano”) permite decidir entre las dos opciones, porque
establece que entre sus hijas hay una que tiene mas edad que las otras, de modo que ahora el encuestador
sabe que las edades son 2, 2 y 9 afios.

El esqueleto del problema es: Determinar 3 nimeros naturales cuyo producto es 36, no quedan determinados
por su suma y entre los cuales hay uno que es mayor que los otros dos.

Autor de este texto: Miguel Molina

Ignacio Larrosa Cariestro hace el siguiente comentario:



Dos hermanas pueden tener la misma edad (afios cumplidos), siendo una algo menos de doce meses mayor
que otra. Entonces un encuestador muy puntilloso necesitaria algun dato adicional para distinguir los casos
(1,6,6) del (2,2,9).

De todos modos, como el mismo enunciado dice que los datos son suficientes, este caso particular estaria
descartado.

E. Es blanco, puesto que esta en el Polo Norte. Sélo hay dos posibilidades de que tal circuito sea cerrado:
i) Partiendo exactamente del Polo Norte. Avanzando en cualquier direccion se va hacia el Sur. Si después
camina exactamente hacia el Este (el Oeste valdria igual), se desplaza por un paralelo, manteniéndose a la
misma distancia del Polo Norte. Los 10 km finales hacia el Norte cierran el circuito.

ii) Partiendo de un punto poco mas alejado del Polo Sur que 10 km, de manera que después de caminar 10 km
hacia el Sur se quede lo suficientemente cerca del Polo como para que al caminar otros 10 hacia el Este se de
una o mas vueltas completas al Polo, acabando en el mismo meridiano. De donde otros 10 km al Norte
devolverian al 0so al punto de partida. Pero en la Antartica no hay 0sos ...

Autor de este texto: Ignacio Larrosa Cafiestro

F. Para que la suma de tres nimeros sea impar deben ser uno impar y dos pares o los tres impares. De aqui se
deduce que la posicion central la debe ocupar un nimero impar, y que las posiciones simétricas respecto al
centro deben estar ocupadas por nimeros de la misma paridad. Si buscamos todas las formas de
descomponer 15 en tres sumandos distintos del 1 al 9, tenemos Unicamente las 8 sumas:

9+5+1
9+4+2
8+6+1
8+5+2
8+4+3
7+6+2
7+5+3
6+5+4

En ellas se aprecia que los pares aparecen en tres sumas, luego deben estar en las esquinas; el cinco aparece
cuatro veces, por tanto debe ser el central; y los restantes impares s6lo aparecen 2 veces, luego deben estar en
mitad de los lados.



Podemos empezar colocando cualquier par en una esquina determinada, la superior izquierda por ejemplo. El
par que va en la esquina opuesta ya esta determinado. Tenemos dos posibilidades para colocar los otros dos
pares en las esquinas libres, pero después el 1, 3, 7 y 9 van obligados. Esto nos deja un total de ocho
soluciones, que realmente son el resultado de aplicar las simetrias del cuadrado a una cualquiera de ellas.
Es decir:

8 |1 |6 2 19 |4 2 |7 |6 4 13 (8
3 |5 |7 715 |3 9 |5 |1 9 |5 |1
4 19 |2 6 |1 |8 4 13 |8 2 |7 |6

Autor de este texto: Ignacio Larrosa Cafiestro

G. No falta ninguna peseta. Cuando razonan de esa forma, estan contando dos veces la propina (que ya esta
incluida en las 27 pesetas). El gasto total fue de 27 pesetas (25 de la consumicion + 2 de propina).

Autor de este texto: Laura Spivak

H. Este es un problema de larga tradicién. Algunos autores mencionan que Karl Friedrich Gauss (1777 — 1855)
quien fue, sin discusion, uno de los mas grandes ingenios matematicos de todos los tiempos, se ocupé de él. Al
dia de hoy se sabe que existen 92 soluciones del problema, algunas de las cuales son simétricas. No existe un
procedimiento simple para resolverlo, salvo ensayo y error. De todos modos, nos gustaria hacer algunas
consideraciones y presentar una de las 92 soluciones existentes.

En primer lugar, es obvio que cada una de las damas debe estar en una fila y una columna del tablero que no
esté ocupada por otra dama. Al ser 8 las damas, y haber en un tablero de ajedrez 8 filas y 8 columnas, se
concluye que en cada fila y cada columna debe haber una tnica dama. Esto no resuelve el problema, porque
las damas actuan también a través de las diagonales del tablero. Pero nos permite idear un algoritmo que nos
lleva inevitablemente a encontrar las 92 soluciones:

- Site una dama en la casilla a1. (Para comprender la notacién de las casillas, mire el tablero al final de la
solucion)



- Sitte una dama en la columna b, en la casilla de fila de nimero mas bajo que le sea posible sin que la dama
anterior la amenace (en este caso, sera en la casilla b3).

- Sitde una dama en la columna c, en la casilla de fila de nimero mas bajo que sea posible sin que las dos
damas ya puestas la amenacen.

- Continde ocupando las columnas vacias, de a una. Eventualmente encontrara una solucién o habra llegado a
un callejon sin salida (no habra podido situar las 8 damas porque todas las casillas libres del tablero estan
amenazadas al menos por una dama ya puesta).

En cualquiera de los casos anteriores, retire la ultima dama que coloco en el tablero, e intente ubicarla en la
casilla mas cercana de la misma columna en la que se encuentra, de numero de fila mayor al que recién
estaba. Continte el procedimiento "hacia adelante" hasta que encuentre una solucion o llegue a un callejon sin
salida. Si en un momento no puede aplicar el procedimiento porque no puede reubicar la tltima dama colocada,
retire todas las que sea necesario (comenzando por las Ultimas que ubicé ) para que pueda colocar una dama
mas en una nueva posicion, y coloque esa nueva dama en la casilla de la columna que ocupaba que esté mas
préxima a su anterior posicion, con nimero de fila mas alto y en que no esté amenazada, y siga "hacia
adelante". Eventualmente, recorrera todas las posibilidades y hallara las 92 soluciones. No es un procedimiento
para ensayar en un tablero. Le llevaria mucho tiempo. Una computadora hace algo tan aburrido como eso
mucho mas rapida y eficientemente que un humano. Mas divertido y rapido le puede resultar encontrar, a puro
tanteo, intuicion y una pizca de razonamiento, una solucion diferente a la que le mostramos aqui:
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Autor de este texto: Miguel Molina

I. Hay dos maneras tipicas de resolver este problema. EI método FBI (Fuerza Bruta e Ignorancia) que consiste
en tomar el problema y golpearlo con toda la artilleria matematica de que se disponga hasta que entregue la
solucién, y un método mucho mas ingenioso, breve, elegante y al alcance de cualquiera desde el punto de vista



matematico. Primero expondremos como seria el método FBI y luego, para contrastar, veremos la solucion
ingeniosa. Al final, una pequefia anécdota.

Esbozo de solucion por el método FBI:

La mosca vuela de una locomotora hacia otra. La distancia total que recorre es la "suma" de los recorridos que
hace, que son infinitos, ya que toca cada una de las locomotoras infinitas veces antes de morir aplastada. EI
camino a la solucion consiste en encontrar qué distancia recorre volando en el primer viaje de una de las
locomotoras a la otra, qué distancia recorre al volver a la primera, qué distancia recorre al volver nuevamente a
la segunda, y en general, encontrar una expresion que represente la distancia recorrida en el vuelo n-ésimo.

Luego, sumar todas esas distancias. Matematicamente es posible, en ciertos casos, obtener "la suma de
infinitos sumandos”. A ese procedimiento se le llama técnicamente "sumar una serie". En este caso es posible
hacerlo, y la solucion seria la suma de la serie de las distancias recorridas por la mosca.

Solucion ingeniosa:

La mosca vuela a velocidad constante. Si conociéramos el tiempo durante el cual se mantuvo volando,
sabriamos qué distancia recorrié. Pero es muy simple saber cuanto tiempo transcurre desde que los trenes se
ponen en movimiento hasta que chocan. El choque ocurre en la mitad del camino que los Sseparaba
originalmente, por razones de simetria, o sea que cada tren recorridé 50 km antes de chocar, y lo hizo a 50 km/h,
de modo que el tiempo que la mosca estuvo volando es 1 hora. Vold durante una hora a 100 km/h, por lo que
recorrio 100 km.

Anécdota

Se cuenta que este problema le fue planteado a John Von Neumann, uno de los mas grandes matematicos del
Siglo XX. A los dos segundos respondio correctamente. Quien se lo habia planteado le dijo: "iMuy bien! ; Como
lo resolvio?", para quedar aténito cuando oyo la respuesta de Von Neumann: "Sumé la serie." (Esto lo cuenta
Raymond Smullyan en su libro "; Cémo se llama este libro?")

Autor de este texto: Miguel Molina

J. En los afios que lleva la lista se han propuesto los siguientes nombres: Quintin, Kevin, Ben, Eyén, Guy,
Huenu, Inti, Nehuén, Neyén, Pehuén, Piuque, Quiney.



Autor de este texto: Ernesto Gonzalez

L. Si fuese factible, tendriamos un grafo plano (sin cruces) con 6 vértices (3 casas y 3 fuentes) y 9 aristas (cada
casa estaria unida con cada una de las tres fuentes. Este grafo puede interpretarse como el desarrollo de un
poliedro, una de cuyas caras seria la region infinita que rodea a todo el conjunto. Podemos aplicarle entonces el
Teorema de Euler para poliedros, Caras + Vértices = Aristas + 2, lo que en este caso da C=A -V +2=9-6+2
= b caras, 0 regiones, limitadas por las diferentes conducciones. Pero cada una de las regiones debe estar
limitada por al menos 4 aristas, pues las casas no se conectan directamente, ni tampoco las fuentes. Como
cada arista separa dos caras, necesitariamos un minimo de 5-4/2=10 aristas, pero jsolo hay 9! Por tanto el
grafo no puede ser plano (sin cruces) .

Autor de este texto: Ignacio Larrosa Cafiestro

M. Solucién: D=7 E=5 M=1 N=6 O=0 R=8 S=9 Y=2



1.7. Acertijos Geométricos

1. Los vasos y los cuchillos

En una mesa hay tres vasos colocados de tal forma, que las distancias entre ellos son mayores que la longitud
de cada uno de los cuchillos intercalados.

A pesar de esto es necesario hacer, con los tres cuchillos, puentes que unan entre si los tres vasos. Esta claro

que no se permite mover los vasos de sus sitios; tampoco se puede utilizar ninguna otra cosa ademas de los
tres vasos y los tres cuchillos.

¢ Podria usted hacer esto?

2. ;Como esta hecho esto?

En la figura se ve un cubo hecho de dos trozos de madera machihembrados: el macho de la mitad superior
entra en la hembra de la inferior.




3. Dos cacerolas
Hay dos cacerolas de cobre de igual forma e idéntico espesor de las paredes. La capacidad de la primera es

ocho veces mayor que la de la segunda. ; Cuantas veces mayor es su peso?

4. Cuatro cubos
De un mismo material se han hecho cuatro cubos macizos de alturas distintas, a saber: 8
cm, 8 cm, 10 cm y 12 cm. Hay que colocarlos en los platillos de una balanza de modo que
éstos queden en equilibrio.

¢, Qué cubo o cubos pondra usted en un platillo y cuales (o cual) en el otro?

Pero fijese en la forma y en la disposicion de este machihembrado y diga como se las compuso el carpintero
para unir las dos partes, porque cada mitad esta hecha de un solo trozo de madera.

5. El camino del escarabajo
Junto a la carretera hay un adoquin de granito de 30 cm de longitud, 20 cm de altura y 20 cm de anchura.




En el punto A de dicho adoquin hay un escarabajo que quiere ir por el camino mas corto al
angulo B.
¢ Por donde pasa este camino mas corto y cual es su longitud?

Respuestas
1. Los vasos y los cuchillos.
Esto es facil de conseguir poniendo los cuchillos como se ve en la figura.

Cada cuchillo apoya uno de sus extremos en un vaso y el otro, en un cuchillo, que a su vez también se apoya
en otro cuchillo. Los cuchillos se sostienen entre si.

2. ;Como esta hecho esto?
El secreto es bien sencillo, como puede verse en la figura.

Todo consiste en que tanto los salientes como los entrantes (machos y hembras) no se cruzan, como parece al
mirar el objeto acabado, sino que son paralelos entre si y tienen direccién oblicua. Estos salientes son muy
faciles de introducir en las ranuras correspondientes.



3. Dos cacerolas

Las dos cacerolas son cuerpos geométricamente semejantes. Si la cacerola grande tiene una capacidad ocho
veces mayor, todas sus dimensiones lineales seran dos veces mayores: sera dos veces mas alta y dos veces
mas ancha en ambas direcciones. Pero si es el doble de alta y de ancha, su superficie sera 2 * 2, es decir,
cuatro veces mayor, porque las superficies de los cuerpos semejantes guardan entre si la misma relacion que
los cuadrados de sus dimensiones lineales. Si el espesor de las paredes de las cacerolas es el mismo, el peso
de éstas depende de la magnitud de su superficie. De aqui se deduce la respuesta a la pregunta que plantea el
problema: la cacerola grande pesa cuatro veces mas.

4. Cuatro cubos.

En un platillo hay que colocar los tres cubos menores, y en el otro, el grande. No es dificil cerciorarse de que la
balanza debe permanecer en equilibrio. Para esto no hay mas que demostrar que la suma de los volimenes de
los tres cubos menores es igual al volumen del mayor. Esto se deduce de la igualdad

63+83+103=123,
es decir,
216 +512 + 1000 = 1728.

5. El camino del escarabajo.
El camino es facil de encontrar, si mentalmente hacemos girar la cara superior del adoquin, de forma que quede
en el mismo plano que la cara delantera.

Entonces es evidente que el camino mas corto es la linea recta que une A y B. ;,Qué longitud tiene este
camino? Tenemos el triangulo rectangulo ABC, en el cual AC = 40 cm y CB = 30 cm. Por el teorema de
Pitagoras, el tercer lado, AB, debera ser igual a 50 cm, ya que 302 + 402 = 502.



Asi, pues, el camino mas corto es AB =50 cm.
7.8. Rompecabezas Geométricos.

1. Hexagonos y colores.
Se pretende acomodar las fichas que se presentan en la figura 1, de modo que los colores

de las fichas adyacentes coincidan. Las piezas pueden rotarse sin ningun problema para
encontrar “paridad” en los colores.
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2. La cuerda doblemente anudada.

En la figura 2 se muestra un cuadro de 4 X 4 (médulo 16) donde podemos ver una cuerda con dos nudos. El
enigma consiste en quitar completamente los nudos de la cuerda. Es recomendable copiar, cortar y pegar la
figura en un cartdn para poder manipular comodamente las 16 piezas. La solucién debe quedar contenida en un
maodulo de 4 X 4 y las cuerdas resultantes deben ser cerradas.
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3. Rompecabezas de Pitagoras.

En la figura 3 tenemos un rompecabezas producido por primera vez a finales del siglo XIX por F.A. Richter and
Company. Tiene como intencién acomodar las piezas mostradas, de modo que se forme un cuadrado. Las
piezas pueden rotarse.

Figura 3 |

¢ Qué otras figuras podrias construir tu, a partir de estas siete piezas?
¢ Encuentras alguna relacion con el famoso Tangram chino?
¢,Puedes hallar el area y el perimetro de las diversas figuras propuestas, y compararlos con
el area y el perimetro del cuadrado inicial?
¢, Como son? ¢ Por qué sucede esto?



4. El Crucifijo

En la figura 4 se observa un rompecabezas de origen chino, el cual data de la primera mitad del siglo XIX.
Posee distintas piezas, las cuales deben acomodarse con el objetivo de formar un crucifijo. Recuerda que las
piezas pueden rotarse.

Después de formada esta figura, invéntate unas 10 més. ;Qué pasaria si partieses alguna figura
simétricamente, cuantas nuevas figuras podrias construir rapidamente?

' ' ' ' ' ' ' ' ' '
L LT e A S A i SRy Y

Figura 4

Estos rompecabezas se hicieron muy populares durante la primera guerra mundial, donde eran utilizados en las
trincheras para ocupar y entretener a las tropas.

5. El Problema de las Ocho Reinas

Se trata de ubicar todas las piezas en un tablero de 8x8 de modo de que no haya dos circulos en la misma
hilera, columna o diagonal. Como ejemplo, la figura de la derecha muestra situaciones incorrectas, pues los
circulos se encuentran en la misma diagonal.

Este juego es una version del problema conocido como El problema de las ocho reinas, €l cual fue propuesto
por primera vez en 1848 por Max Bezzel, quién preguntd ;Cual es el mayor numero de reinas que se puede
ubicar en un tablero de ajedrez de modo de que ninguna sea atacada por ninguna otra?
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Figura 5

6. El Tangram Chino

Seguramente alguna vez has visto o jugado con el tangram.

¢ Sabias que este juego fue inventado por los chinos hace muchos siglos?
¢ Sabias, también, que el juego se hizo famoso en el siglo XIX?

El juego del Tangram se jugaba en la antigua China y era considerado como un juego para nifios y mujeres.
También se han encontrado libros sobre el Tangram que fueron publicados en 1830, asi como juegos de
Tangram hechos de arcilla fabricados en 1890. Algunas versiones dicen que el Tangram tiene sus origenes en
las representaciones teatrales que se hacian en la antigua China. Generalmente se hacian con titeres, y lo que
el publico veia era la sombra de los titeres reflejada en una pantalla, los detalles de los titeres se perdian y so6lo
quedaba la silueta de la figura.

Los chinos lograban asi, representar objetos inanimados pero también animales o personas en
movimiento.

El juego del Tangram es algo muy parecido: con siete piezas obtenidas de un cuadrado se pueden hacer

siluetas de objetos, animales o personas.

A



Encontraras aqui un pequefio cuento, el juego consiste en que, usando las figuras del Tangram que
encontraras mas adelante, construyas las situaciones del cuento que se sefialan.

AN

Cuento:

En una bella casa ‘vivia un nifio i , CON su perro Al , este nifio era muy alegre y le
gustaba mucho bailar i , pero cierto dia su perro se perdid, y el nifio estaba muy triste :

Hizo dibujos de su perro y se los ensefio a todos sus conocidos », alguien le dijo que habia

visto a su perro cerca del muelle, el muchacho corrid hasta el muelle , el perro al ver a su duefio

, ¥ los dos felices decidieron realizar una paseo en bote u

corrié hacia él



¢ Como construir un juego de tangram?

Se sugiere que los estudiantes trabajen en una hoja de cuadriculada, pues eso facilitara los calculos de las
figuras ya que en estas hojas cada cuadradito mide 0.5 cm por lado. Si no se trabaja en este tipo de papel,
entonces debera utilizarse una regla.

1. Dibuja un cuadrado de 10 cm por lado. (20 cuadritos de la hoja)

Dibujo 1

2. Traza una de las diagonales del cuadrado y la recta que une los puntos medios de dos lados
consecutivos del cuadrado; esta recta debe ser paralela a la diagonal.

Dibujo 2

3. Dibuja la otra diagonal del cuadrado y llévala hasta la segunda linea.



Dibujo 3

4. La primera diagonal que trazaste deberas partirla en cuatro partes iguales. (cada pedacito medira 5
cuadritos)

Dibujo 4

5. Traza la recta que se muestra en el dibujo.

Dibujo 5




6. Por Ultimo traza esta otra recta.

Dibujo &

Ahora deberas graduar el tangram haciendo marcas de 1 cm (o de dos cuadritos) tal y como se muestra en el
dibujo. Para marcar las diagonales necesariamente deberas usar una regla.

Dibujo 7
}

Piezas recortadas

N

En la siguiente pagina encontraras varias figuras que pueden hacerse con tu tangram.



Dibujo &

Dibujo 9 Dibujo 10

Primero trata de realizar todas estas figuras con el Tangram y cuando ya tengas mucha practica, puedes
comenzar a jugar con la geometria. Para ello comienza completando la siguiente tabla:

Figura Perimetro Area
1

O O N o o B~ DdD
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o

Analiza con cuidado cada una de las figuras

¢ Tiene todas el mismo perimetro?
¢ Tienen todas areas iguales?

¢Por qué?
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