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RESUMEN: El analisis de regresién es una herramienta ampliamente usada en el trabajo estadistico apli-
cado. En este andlisis, la presencia de datos extremos o la existencia de multicolinealidad pueden introducir
serias distorsiones en la estimacién de parametros y la inferencia estadistica; dichos efectos han sido estudia-
dos ampliamente en la literatura. En este articulo se presenta una herramienta construida bajo la libreria
shiny del paquete computacional R con el objeto de detectar este tipo de problemas en modelos de regresion
no lineal, cuando se emplea estimaciéon por minimos cuadrados no lineales. La interfaz grafica presentada
permite especificar el modelo de regresién no lineal, realizar su estimacion por minimos cuadrados no lineales,
y diagnosticar la presencia de datos extremos, o la existencia y severidad de problemas de multicolinealidad.

PALABRAS CLAVE: Datos extremos, interfaz gréafica, minimos cuadrados no lineales, multicolinealidad,

regresion no lineal.

ABSTRACT: Regression analysis is a widely used tool in the statistical work applied. In this analysis, the
presence of extreme data or the existence of multicollinearity can introduce serious distortions in parameter
estimation and statistical inference; these effects have been widely studied in the literature. This article des-
cribes a tool built under the shiny R library software package in order to detect such problems in nonlinear
regression models, when estimation is used for nonlinear least squares is presented. The graphical interface
presented allows you to specify the nonlinear regression model, make its estimate for nonlinear least squares,
and diagnosing the presence of extreme data, or the existence and severity of multicollinearity problems.
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1. INTRODUCCION

Los modelos de regresién lineal se usan frecuentemente en el andlisis de datos de diversas areas
del conocimiento. En este tipo de estudios, es habitual encontrar observaciones con una influencia
desproporcionada en los resultados del ajuste de dichos modelos, lo cual puede causar graves pro-
blemas en las estimaciones y la inferencia; también se pueden encontrar situaciones en las cuales
exista poca variabilidad observada en las variables regresoras o relaciones de dependencia lineal
entre ellas, lo cual puede conducir a problemas de multicolinealidad que frecuentemente producen
una inflacién artificial en la varianza de los coeficientes estimados del modelo. Belsley et al. (1980)
proponen una serie de indicadores que permiten determinar la existencia de observaciones atipicas

o problemas de multicolinealidad en un modelo lineal.

Por otra parte, uno de los supuestos asumidos en el modelo de regresién lineal es que la verdadera
relacion existente entre la variable dependiente y las variables independientes es de tipo lineal.
Sin embargo, en muchas aplicaciones, asumir linealidad es bastante restrictivo, y la relacién de
dependencia podria ser mejor explicada por una relacién de tipo no lineal (ver Novales (2012)). Por
tanto, en algunas situaciones particulares, resulta una préctica tutil y adecuada la implementacién

de modelos que consideren relaciones de dependencia no lineales.

Teniendo en cuenta que al estimar un modelo de regresion no lineal mediante minimos cuadrados
no lineales, el procedimiento obtiene una aproximacién lineal en la que se estiman por minimos
cuadrados ordinarios dichos parametros, pero tomando como insumos una nueva variable respuesta
y una nueva matriz de diseno, los problemas causados por datos extremos y/o multicolinealidad
se presentan, en este caso, al estimar por minimos cuadrados ordinarios esta forma lineal y por
consiguiente, dichos problemas deben tenerse en cuenta y deben ser evaluados tomando como insu-
mos esta nueva respuesta transformada y esta nueva matriz de diseno. En consecuencia, es posible
extender, del modelo lineal al no lineal, las medidas de diagnédstico, tanto de datos extremos como
de multicolinealidad (Palacio, 2016).

En este trabajo se presenta una interfaz gréfica, construida mediante la libreria shiny de R, que
calcula y muestra algunos de los indicadores propuestos por Belsley et al. (1980) para diagnosticar
la presencia de observaciones extremas o problemas de multicolinealidad en la estimacién por mini-
mos cuadrados ordinarios de los parametros de un modelo no lineal. La aplicacién, adicionalmente,
arroja algunos graficos de diagndstico que ayudan a complementar los anélisis. Esta interfaz recibe
como insumos de parte del usuario un conjunto de datos, un modelo no lineal y un vector de valores
iniciales para los pardmetros a estimar. La aplicacién permite seleccionar el tipo de diagndstico que
se quiere realizar sobre el modelo y sus datos, y adicionalmente, cuando se evalta el problema de

multicolinealidad, permite cuantificar el potencial impacto negativo que ésta tiene sobre la precisién
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de cada uno de los pardmetros estimados.

El presente trabajo incluye en su seccién 2 una descripcién detallada de la forma en que se obtiene
la aproximacion lineal del modelo no lineal, haciendo hincapié en la obtencién de los insumos de di-
cha aproximacion lineal a partir del modelo original; las secciones 3 y 4 presentan, respectivamente,
las medidas utilizadas para detectar observaciones extremas o multicolinealidad en la aproximacién
lineal; en la seccidon 5 se hace una completa descripcién de la interfaz grafica construida en R; y,

finalmente, en la seccién 6 se presentan las conclusiones del trabajo.

2. APROXIMACION LINEAL DEL MODELO NO LINEAL

Del modelo de regresion lineal bajo los supuestos tradicionales

y=XpB+e (1)
el estimador de minimos cuadrados ordinarios para el pardmetro (o vector de pardmetros) /3 estd
dado por la expresién matricial

B=(X"X)" Xy (2)

donde X es una matriz de dimensién n x (k+1) = n x p , que tiene en sus columnas las n obser-
vaciones de cada una de las k£ + 1 = p variables regresoras o predictoras, y ¥ es un vector columna,

formado por las n observaciones de la variable dependiente.

Considerando el caso en que la relacién de dependencia es del tipo y = f(z;3) + € donde f(x; /) es
una funcién no lineal en las componentes del vector 3, el procedimiento de minimos cuadrados no

lineales se enfoca en resolver el problema de optimizacién

mmiw—ﬂmmfwmwiﬁ 3)

lo cual, al aplicar reglas de derivacién, se traduce en resolver el sistema de ecuaciones

(wmﬁwT:@ﬂ%m
ap ap

donde la matriz gradiente (%ﬁ’ﬁ)) tiene n filas y k columnas (determinadas por cada una de las
J

fﬂxm (1)

variables predictoras sobre las que se debe derivar parcialmente la funcién no lineal evaluada en la

observacion 1)7 mientras que y = [y17y27 v 7y’n]T y f(Xvﬂ) = [f(ﬂ?l,,@),f(@'g,,@), ceay f(xn76)]T So1n
vectores columna de dimensién n.
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En una solucién por métodos numéricos, siempre es complicado saber a ciencia cierta si el tipo de

solucién encontrada es la adecuada (Novales, 2012). Una alternativa propuesta para afrontar esta

dificultad consiste en estimar la aproximacién lineal del modelo alrededor de una estimacion inicial.

Usando la expansién de Taylor de primer orden para f(z;;/3) alrededor de una estimacion inicial

8%, se tiene

Of (4 *
f(xz,5)+( OEE) ey o)
0B ) g-p-
Haciendo el cambio de variable y; = y; — f(zi; %) + (af (@i ) g B*, v generando simultdneamente
datos para las k variables definidas en el gradiente (%)5_5*, se puede estimar el modelo lineal
dado por
(M) s (©
9B Jppe

por minimos cuadrados ordinarios.

De esta forma, dado un valor inicial 3* para el estimador, se puede construir la variable y; , asf
como las k variables que componen el valor del gradiente de la funcién f(x;;3) en el punto 8 = 8*.
Las realizaciones de estas nuevas variables estdan en funcién de las observaciones muestrales de y;
y x; y del vector de valores iniciales 5*. A continuacidon, se estima a través de minimos cuadrados
ordinarios el modelo lineal que tiene como variable respuesta a y;” y como variables explicativas las
componentes de la matriz gradiente, con lo cual se obtiene una nueva estimacién para 3 (Seber &
Wild, 2003).

El nuevo estimador obtenido por minimos cuadrados para (3, denotado como [ seria:

g [(afm;ﬁ))T (af(xi;ﬂ))]_l (M )T ¢ .
B-6*

op op B

donde & =y — f(x;;8") son los nuevos residuales obtenidos con la estimacién inicial 5*. Esta
expresion proporciona la nueva estimacion 8 a partir de §*. Con esta nueva estimaciéon S como
valor inicial, se repite el proceso de manera idéntica. Finalmente, tras repetir este proceso varias

veces, se obtiene la estimacién definitiva para [, denotada (.

A partir de B y de las observaciones muestrales para y; y x;, es posible construir el modelo lineal

que tiene como variable respuesta a y; y como variables explicativas a las componentes de la ma-

triz gradiente (%ﬁ’ﬂ)) . Este modelo lineal tiene una importancia trascendental puesto que es

sobre éste sobre quien se realizaran todos los diagndsticos sobre presencia de valores extremos y
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problemas de multicolinealidad (Palacio, 2016).
Con el fin de simplificar la notacién, el anterior modelo se puede expresar como

Yyl s Wi +e3i=1,2,3,...,n (8)
donde

_(9f(zi;8)
w, (—% )m )

3. DETECCION DE DATOS EXTREMOS EN EL MODELO NO
LINEAL

Tomando como insumo la aproximacién lineal y; ~» W;3 + ¢; encontrada para el modelo no lineal
yi = f(x;; B) + €;, los datos extremos con incidencia en la estimaciéon de un modelo no lineal pueden
ser detectados usando las medidas propuestas por Belsley et al. (1980) para el modelo lineal,
entre las que se encuentran la diagonal de la matriz de proyeccion, los residuales estandarizados y
estudentizados, los DFBETASs, los DFFITs y el COVRATIO.

Tales medidas son calculadas tomando como insumos la matriz de pseudo datos W y la nueva

variable respuesta y; .

3.1. Diagonal Matriz de Proyeccién

Denotados como h;; los elementos de la diagonal de la matriz de proyeccién de minimos cuadrados,
H=WWTW)"'WT, tienen una importancia sustancial en la determinacién de los valores predi-

chos, puesto que 7" = Wh = Hy*.

Los h;; calculados como h;; = wi(VVTI/V)_lwiT7 dan indicios sobre una observacion extrema cuando

su valor calculado es mayor a 2p/n (Belsley et al., 1980).

3.2. Residuales

Los residuales se utilizan para detectar aquellos datos sospechosos que afectan indebidamente los
resultados de la regresién. Se consideran los residuales estandarizados y estudentizados, los cuales
se calculan, respectivamente, como

€

§i S T —— 10
‘ S 1_hii ( )

* €
€ = —mm—————
! S(i)\/l _hii
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donde s y s(i) representan a la desviacién estdndar en los casos donde se tienen en cuenta todos

los datos y donde se omite la fila ¢, respectivamente.

Aquellas observaciones, cuyo residual asociado tenga una magnitud mayor a 2 deben recibir una

atencién especial (Belsley et al., 1980)

3.3. DFBETAs

Esta medida analiza el cambio producido en cada coeficiente al suprimir la i-ésima fila de los datos.
Teniendo en cuenta que [ representa el vector de pardametros estimados calculado con todos los

datos y ((i) representa al mismo vector, omitiendo en la estimacion la fila i; el DFBETAs esta

dado por
DFBET As;j = ——2! S (12)
1\ /ZZ=1 cj?,g S(Z)( - zz)
donde
C=wrw)y'wT (13)

Belsley et al. (1980), sugieren prestar especial atencién a aquellas observaciones con DFBETAS

asociados cuyo valor absoluto sea mayor a %

3.4. DFFITs

Una medida que permite comprender mejor los efectos en la predicciéon cuando se elimina una

observacién es el DFFITSs, calculado como

(14)

DFFITs; = [1h” ] €

—hn‘ S(i)\/l—hii
Belsley et al. (1980), sugieren prestar especial atencién a aquellas observaciones con DFFITs

asociado cuyo valor absoluto sea mayor a 2v/p/n.

3.5. COVRATIO

Esta medida compara, a través del cociente entre sus determinantes, la matriz de covarianza
calculada con todos los datos y la matriz de covarianza que resulta al eliminar la i-ésima fila.
Valores del cociente de determinantes cercanos a la unidad se pueden interpretar como senal de que
las dos matrices de covarianza estan cerca, o que la matriz de covarianza original es insensible a la
eliminacién de la fila i (Belsley et al., 1980). El hecho de que el estimador s? de o2 también cambia

con la eliminacién de la i-ésima observacién se incorpora comparando las matrices s2(WTW)~! y
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Tabla 1: Indices de condicién y proporciones de varianza

Valor Singular Asociado var(3;) var(B2) ... var(j,)
M1 i1 T12 S Tp
H2 21 22 .. T2
Hp Tpl Tp2 - Tpp

s(i)2(W(3)TW(i))~!, mediante la razén de sus determinantes. El COVRATIO se puede expresar
como

COVRATIO - ! (15)

_ _1 %2 p
[n P + ) ] (l—hii)
n-p n-p

Belsley et al. (1980), proponen investigar aquellos puntos con [COV RAT 10 - 1| cercanos o mayores
a 3p/n.

4. DETECCION DE PROBLEMAS DE MULTICOLINEALI-
DAD EN EL MODELO NO LINEAL

Tomando como insumo la aproximacién lineal y; » W + ¢; encontrada para el modelo no lineal
yi = f(x3;8) + €;, el andlisis sobre la existencia de problemas de multicolinealidad se enfoca en la
matriz W, calculando los indices de condicién de ésta y la proporcién de varianza de cada coefi-

ciente estimado que es debida a cada uno de estos indices.

Esta informacion es convenientemente presentada con la estructura sugerida en la Tabla 1.

Los indices de condicién considerados grandes (mayores a 30) identifican el nimero de dependencias
aproximadas existentes entre las columnas de la matriz de datos W. Por otra parte, la determinacién
de proporciones grandes en la descomposicién de varianza (mayores a 0.5) asociadas con un
alto indice de condicion identifican aquellas variables que estan involucradas en las dependencias
correspondientes, y la magnitud de estas proporciones en conjunto con un alto indice de condicion
proporciona una medida del grado en que la correspondiente estimacion de regresién ha sido afectada

por la presencia de multicolinealidad (Belsley et al., 1980).

5. INTERFAZ GRAFICA EN R

Los datos DNase, almacenados en la libreria datasets de R, consisten en 15 observaciones de la

densidad éptica (density) obtenidas mediante una prueba ELISA, utilizando diferentes niveles de
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concentraciéon (conc) de la proteina DNase. Se trata de explicar la densidad 6ptica observada a

partir de la concentracién de la proteina, utilizando un modelo no lineal dado por:

Asym

xmid — log(conc
1+exp ( scagl( ) )

(16)

density =

Donde Asym, xmid y scal son pardmetros desconocidos.

Los procedimientos descritos para diagnosticar presencia de datos extremos y/o problemas de multi-
colinealidad en este modelo de regresién no lineal son implementados en una interfaz grafica creada

con la libreria shiny de R.

Shiny funciona haciendo un llamado al directorio de trabajo del R, en el cual deben estar
almacenados, dentro de una carpeta titulada con el nombre asignado a la aplicacién, ciertos archivos
que incluyen, entre otros, las tablas de datos, los programas con que se calculan los resultados y
se construyen los graficos mostrados en las salidas de la aplicacién, ademas de otros archivos que
permiten personalizar el disenio gréafico de la aplicacién y las tablas e imagenes mostradas en ella.
La aplicacién debe ser llamada desde la consola del R a través del comando
runApp(“NombreAplicacion”).

Una vez ejecutada esta linea, se abre una pagina de navegacion en la cual se visualiza la aplicacién
en su estado inicial, tal como se muestra en la Figura 1.

Esta aplicacion consta de dos pestanas llamadas “Ingresar Modelo Nuev” y “Modelos Implementa-
dos”, que cumplen funciones diferentes. En la pestana “Ingresar Modelo Nuevo”, que esta seleccio-
nada por defecto, la aplicacién permite ingresar una nueva tabla de datos y especificarle un modelo
no lineal junto con valores iniciales para cada uno de los pardmetros a estimar.

La tabla de datos se lee con el boton “Seleccionar archivo”, el cual esta en la parte superior de
la pantalla gris que aparece en el costado izquierdo de la ventana. Al leer la tabla de datos, en
este caso llamada “DatosPrueba.txt”, en la pantalla aparecerd un encabezado con las primeras seis
filas de la tabla, algunas medidas descriptivas para cada variable y algunos graficos que resumen,
individualmente y por pares, el comportamiento de las variables. La forma como se presentan estos
resultados se muestra en la Figura 2.

En el mismo recuadro donde se selecciona la tabla de datos, aparecen dos espacios en blanco donde
se deben especificar, respectivamente, el modelo no lineal y una lista con valores iniciales para los

parametros que se deben estimar. Esto debe hacerse tal como se muestra en la Figura 2.

Una vez especificada adecuadamente la tabla de datos y el modelo, se oprime el botén “Calcular”

que aparece en la parte inferior del recuadro.
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Figura 1: Aplicacién en Blanco
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e A [3127.000:7400 =

m =

Muidas Descrithas

Geifcas Linhanacos y Biariadas

L = q. . . -]
=1

Figura 2: Resultados Descriptivos

Al oprimir este botdn, se calculan todas las medidas necesarias para diagnosticar presencia de datos

extremos o problemas de multicolinealidad.

Ahora bien, en el menu desplegable que tiene como titulo “Elija tipo de analisis”, se puede selec-
cionar alguna de las siguientes cuatro opciones: Anélisis Exploratorio, Estim. No Lineal, Deteccién
de Datos Extremos o Deteccion de Multicolinealidad.
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SEleccione archivo
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W ENCADEZ B0
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ama PuntoyComz & Tabukcion

ingrese modelo no lineal.
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Figura 3: Especificacién de Pardmetros

La opcién “Anaélisis Exploratorio”, que viene seleccionada por defecto, muestra el encabezado de
) )

la tabla de datos, un breve analisis descriptivo univariado y los diagramas de dispersién para cada

par de variables estudiadas. La forma como aparecen estos resultados en la aplicacién para la tabla

de datos “DatosPrueba.txt”, se muestra en la Figura 2.

El tipo de andlisis “Estim. No Lineal” presenta un resumen detallado de las estimaciones por mi-
nimos cuadrados no lineales obtenidas para el modelo no lineal especificado. También presenta el
encabezado de una tabla que tiene como columnas la variable respuesta transformada y las variables
pseudo regresoras obtenidas a través del proceso de linealizacién del modelo no lineal. Finalmente
muestra el resumen del modelo lineal estimado con esta tabla, que debe coincidir plenamente con
los resultados del modelo no lineal. La forma como se muestran estos resultados para la tabla de
datos “DatosPrueba.txt” y el modelo no lineal density ~ Asym/(1+exp(zmid—log(conc))/scal) se

presenta en la Figura 4.

Al seleccionar como tipo de andlisis la opcién “Detecciéon de Datos Extremos”, se presenta una
tabla con aquellas observaciones cuyo DFBETAs, DFFITs, Razén de Covarianza, Distancia de
Cook (definida en (Cook, 1977)) o h;; supere el limite establecido por Belsley et al. (1980) para ser
considerada extrema. Adicionalmente se presentan algunos graficos de diagndstico entre los que se
incluyen los gréaficos de regresion parcial. Las Figuras 5 y 6 muestran la forma en que se presentan

estos resultados en la aplicacién para el ejemplo estudiado.
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Figura 5: Medidas de Influencia

Segun las medidas de referencia, las observaciones 7,8,9,10,11 y 12 presentan un comportamiento
diferente con respecto al presentado por la poblacién general.

Finalmente, al seleccionar como tipo de analisis la opcién “Deteccién de Multicolinealidad”, se
presenta la matriz de correlacién entre las variables pseudo regresoras y una tabla donde se muestran
los indices de condicién y la proporcién de varianza de cada coeficiente asociada a cada uno de los
indices. La forma como se presenta esto se muestra en la Figura 7.

No se observa ningtn indice de condicién llamativamente grande, lo cual no permite evidenciar la

presencia de problemas de multicolinealidad en los datos.
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6. CONCLUSIONES

Los indicadores utilizados por Belsley et al. (1980) para diagnosticar presencia de datos influyentes
o atipicos en un modelo lineal estan basados tanto en la variable respuesta como en el conjunto de
variables regresoras. Al utilizar estos mismos indicadores sobre la variable respuesta transformada
y* y las variables pseudo regresoras utilizadas en el modelo linealizado, estos indicadores pasan a
depender, adicionalmente, de la forma no lineal del modelo, al ser W, la matriz de pseudo diseno,
funcién de las derivadas parciales de ésta. Adicional a esto, al ser la fila 7 de la matriz W funcién de
la fila i de X, una observacién (o fila) extrema en el conjunto de datos originales, podria también

serlo en el conjunto de datos transformados.

La metodologia descrita por Belsley et al. (1980) para detectar problemas de multicolinealidad en
la estimacién de un modelo lineal, se basa Uinicamente en las propiedades numéricas de la matriz

de disenio X. Analogamente, al aplicar esta metodologia en el caso del modelo no lineal, luego de
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realizar la respectiva aproximacién lineal, el andlisis debe centrarse en las propiedades de la matriz
pseudo regresora W . De esta forma, al estar W estrechamente ligada con la forma funcional del
modelo no lineal a través de sus derivadas parciales, la metodologia termina basdndose también

en la forma como se relacionan las variables regresoras originales con la variable respuesta de interés.

En los modelos de regresion no lineal, frecuentemente, el tipo de diagndsticos realizados estd enfo-
cado principalmente en pruebas de normalidad, homogeneidad de varianza, significancia de para-
metros estimados, etc; haciendo que los problemas ocasionados por la presencia de datos extremos
o multicolinealidad reciba, en algunos casos, un trato menos exhaustivo. La implementacién de una
interfaz grafica que, a partir de un modelo no lineal y una tabla de datos, calcula automaticamente
indicadores numéricos y graficos para realizar un completo diagndstico sobre presencia de datos
extremos y problemas de multicolinealidad (se evaliio adicionalmente el impacto negativo de este
problema sobre la precisién de los coeficientes estimados), es un gran aporte para los analistas de
regresion, quienes mediante esta herramienta pueden hacer visibles algunos problemas que pueden
estar condicionando la precisiéon de los resultados finales y, por consiguiente, las conclusiones que

de ellos se hacen.

El procedimiento utilizado en este articulo para detectar datos atipicos o problemas de
multicolinealidad estd basado tinicamente en estimacién mediante minimos cuadrados no lineales;
otros algoritmos de estimacion como maxima verosimilitud o métodos de estimacién robusta pueden

ser implementados y comparados en trabajos futuros.
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