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Cdmo usar este libro

Como estudiante del programa Ude@, usted es el centro dedlmeducativo y puede controlar el proceso de
aprendizaje mediante la organizacidel tiempo alrededor de sus intereses. La aut@mola disciplina, la cre-
atividad y el trabajo en equipo son caratdticas que le ayudan en su formaéin, para solucionar problemas
reales de la sociedad, recurriendo &tado de la ingeniéa.

La Universidad de Antioquia, a trés del programa Ude@, ha puesto a su dispmsicontenidos ac#&nicos en
diferentes medios con el fin de facilitarle el aprendizajeliangte las tecnoldgs de infornatica y telecomunica-
ciones chsicas y modernas:

= Televisbn

Impresos
= Web

Multimedia

Videoconferencias

Multimedia

Impresos

Television

El texto Ude@©

En el modelo Ude@ los conocimientos son aportados por cadirar igualdad de importancia y con las for-
talezas propias de cada uno de ellos, pero el texto degempepapel fundamental en el aprendizaje ya que es
el que nas diversidad ofrece elriminos de funcionalidad y cantidad de contenidos. El texte@ no 6lo per-
mite analizar con i&s detalle y profundidad los contenidos de cada curso, siadagilita en mayor medida la
realizacon de ejercicios, tareas y autoevaluaciones.

Estructura del texto Ude@

La estructura del texto es lineal, con una prognegjradual de cada tema, lo cual hacasrcil la transmishn del
contenido de una maneragica.

La division del texto egt dada por cdpulos que, a su vez, agruparbdulos (sesiones de clase). Al empezar cada
caftulo se encuentra un “Contenido breve” en la columna eategne incluye una lista delimero vy el ttulo

de los nbdulos que componen el dago. Por su parte cadaddulo contiene, en su primeragina, unindice
tematico del contenido, objetivos esfieos, preguntasdsicas y una introduatn, que le guian en el proceso
de aprendizaje sobre el tema en particular de cadéarsdsiclase.



Los iconos y la interrelacion de medios

El material Ude@ ha sido producido de manera integral, melsiecomo objetivo primordial el autoestudio. Por
tanto, la producdn de los contenidos se desarrolla en los diferentes fomeadio, televisin, web, multimedia,
videoconferencias), con enlaces entre los mismos. La iesga@ste enlace @éstlada por los iconos Ude@.

Los iconos, como representacionesfgras de la realidad, 81 los elementos gficos que le ayudan a guiarse en

su navegadcin por los diferentes medios. El espaciéafggo de cadaggina del texto eétdividido en dos columnas:
en la interior, nas ancha, podrobservar todo lo relacionado con el desarrollo del codteyias correspondientes
figuras (géficas, fotos, etc.), mientras que en la exterior encantes llamadas a otros medios. Estas llamadas
permiten que haya interrel@ci y retroalimentaéin entre los mismos.

Los iconos de radio, televimn, multimedia, mapa conceptual, videoconferencia o weltliea&n la ruta a seguir.
Por ello es importante que sepa que sobre el tema qaesstdiando en el ddulo impreso, tamin hay material
disponible en otros medios, y que ese material represeltiaagregado puesto que el contenido de los diferentes
formatos no se repite sino que se complementa.

El mapa conceptual

Al comienzo del texto Ude@ usted enconfrainco mapas conceptuales del curso, que lo orizmten el uni-
verso tenatico de la disciplina. Esta herramienta petfziga hace posible la integréci conceptual, j@rquica y
funcional, en forma dafica y espacial, de todos los contenidos.

Sugerencias para el estudiante Ude@

Es importante que durante su proceso de aprendizaje senpgegpnstantemente si de verdad compreredi
significado de los&rminos y su uso. Una buena manera de comprobarlo es@xgdite el concepto a otra persona.
No dude en solicitar ayuda a su tutor.

= Antes de iniciar el estudio de un dago lea el contenido breve y la presentaci

= Las preguntasasicas de cada@dulo le ayudaan a valorar la comprertsi de los nuevos conceptos presen-
tados y de la tedtica tratada a lo largo del mismo.

= El estudio de los ejemplos intercalados en los bloques de yda solucon de los ejercicios incremengar
sus habilidades en la solédci de problemas reales.

= Tome apuntes, plagése preguntas y trate de resolverlas.
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Prélogo

El presente texto explora los fundamentos de laidede las oscilaciones y los campos gravitacional y electro-
magretico.

El primer tema es de amplia aplicani en fsica e ingeniéa y se implementa dllen la descrip@n de
fenbmenos tan diversos comémdulos, osciladores magicos y ekctricos, oscilaciones de estructuras y dose
antissmicos. En esta obra se presenta la desénipbisica de estos temas introduciendo conceptos como elon-
gacbn, frecuencia, pévdo, pulsos y resonancia, aplicados a las oscilaciones|iforzadas y a los fémenos de
resonancia.

La segunda parte del libro se dedica a explorar los fundarselet la teda de campos, y se divide a su vez en
dos temas de gran importancia. El primero de ellds teoiia newtoniana de la gravitdri— se constituye en el
primer ejemplo de propuestsica de alto desemfie, pues realiz la primera descripdin precisa del movimiento
de los astros, basada en la&hinica de Newton. Esta téarhabfa de durar como edificio éeico Unico desde 1687
hasta la proposion por Einstein en 1915 de la téaigeneral de relatividad, que es a la vez una nuevéaatderla
gravitacbn. Es necesario tener en cuenta que a nivel del sistemaysitalos estudios de dimica de galaxias
las correcciones introducidas por la tecde Einstein son tan sutiles que la de Newton conserva matede su
capacidad descriptiva.

El segundo tema-el campo electromagtico— se presenta a continuéai en su versin independiente del
tiempo insistiendo primero en los f@menos electroaticos, en la definiéin del campo éctrico y en la explo-
racion de diversos temas como conductores gdigicos, enerig, condensadores, corrientes y resistencias. A con-
tinuacbn se delinean los aspectos centrales del campo maditetossu reladén con imanes, Bijulas y corrientes
y se propone el estudio de las fuerzas y torques &tagns.

Al final del texto se aborda el tema de los campos dependideletgempo, comenzando con la posibilidad
de generaén de campos éttricos debido a campos magitos variables con el tiempo y al efectoiproco
que permite la produocth de campos magticos mediante campostetricos con dependencia temporal. De este
modo se prepara el terreno para la teale las ondas electromdagitas que se aborda en el siguiente curso y que
es fundamento de laédnicas modernas de telecomunicaciones.

Un conjunto de ejemplos ilustrativos y problemas de apl@rase presenta al final del texto, con el frsito
de reforzar lo dicho durante el curso.

Es pertinente expresar dqui agradecimiento al equipo de trabajo de Ude@, por su ayasgsda y colabo-
racion permanentes en cada una de las etapas de la prodyccbrrecadn tanto del material escrito como del
gréafico. Gracias por ello Alvaro, Diana, Adriana, Cristina, Daniel, Lorena, Paolarbkla, an y Jorge.

Alonso Seplveda S.
Medellin, enero 15 de 2006.
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Capitulo

Movimiento oscilatorio

Contenido breve

Médulo 1
Cinenatica, diramica y ener en el
movimiento arndnico simple

Médulo 2
Algunos osciladoredpicos

Médulo 3

Superposidn de movimientos aromi-
cos simples

Médulo 4

Oscilaciones amortiguadas, forzadas y
resonancia

La musica proviene de las oscilaciones del aire generadas en diversos instrumentos.

Presentacion

De acuerdo a la cineatica, el movimiento ras simple es el rectiieo uniforme,
gue se mantiene d mismo en ausencia de fuerzas. Le sigue en simplicidad el
movimiento uniformemente acelerado, generado por unadugsnstante, como
es el caso de la gravedad cercana a la superficie terrestrgeriemal, diversas
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fuerzas producen movimientos con diferente aceléracs, la fuerza central que
gobierna el movimiento planetario corresponde a acelemaside la forma /2,

y masas unidas a resortes experimentan aceleracionesqormbes a la defor-
macibn del resorte, de acuerdo con la ley de HoBke —kx.

Uno de los movimientos &s corrientes es el que se conoce cqaddicou
oscilatorig, pues su caractistica esencial es la repefici en el tiempo. Entre ellos
estn: el movimiento de la Tierra alrededor del Sol, el movirteguendular, las
vibraciones de loatomos en un reloj de cuarzo, las olas, las ondas de sonido, la
luz, los latidos carthcos, las mareas, las ondas de radio, los circuitos deenteri
alterna. Ciertamente, algunos de estos movimientos gamelen a ondas, otros a
oscilaciones; en todos los casos, sin embargo, la pernitadi@s su caracistica
fundamental.

En los nbdulos siguientes se explora una familia bastante impierid® mo-
vimientos perbdicos, que puede estudiarse con relativa facilidad: elirmewn-
to armbnico simple (M.A.S.). Este tipo especial de movimient@easgido por
fuerzas o torques que dependerealmentede la variable independiente. Los
movimientos regidos por acciones no lineales pueden s&diess mas no ar-
monico simples.

2 Ude® - Para ser, saber y saber hacer



1. Movimiento oscilatorio

Médulo 1

Cinematica, dindmica y energia en el
movimiento armonico simple

Contenidos del médulo

1.1 Cinenatica del movimiento arfmico simple

1.2 Las condiciones iniciales del movimiento

1.3 Dinamica del movimiento arémico simple

1.4 Ener@a me@nica en el movimiento aromico simple

Objetivos del médulo Para pequefias amplitudes un columpio
es un oscilador arménico.
1. Definir el movimiento peédico y el arndnico simple.
2. Definir amplitud, elongadn, fase, frecuencia, gedo.
3. Estudiar la posi@in, velocidad y aceleramn en el movimiento armico
simple.
4. Estudiar la conegn entre amplitud, fase y condiciones iniciales del movi-
miento.
5. Estudiar la conegi entre el movimiento arémico simple y las fuerzas re-
cuperadoras.
6. Realizar consideraciones sobre efesn el movimiento arfmico simple.

Preguntas basicas

1. ¢ Q& es un movimiento pedico? ¢, Q& es un movimiento arémico sim-
ple?

. ¢, Q@& son: amplitud, elongan, fase, frecuencia, gedo?

. ¢ C@l es la cineratica del movimiento argmico simple?

. ¢ @mo es la diamica del movimiento artmico simple?

. ¢ Cldles son las relaciones de eriargn el movimiento arfmico simple?

g~ wiN

Introduccidn

Este nddulo esh dedicado a establecer las cardstaras lasicas del ras sen-
cillo de los movimientos pebddicos: el movimiento arémico simple. Ante todo
deben proponerse las definiciones de amplitud, fase, fneug pefodo, para
continuar con el estudio de la velocidad y la acelénagi su conexXin con las
fuerzas recuperadoras. Se establece tamlai coneXdn entre las condiciones de
frontera, la amplitud y la fase.

Oscilaciones y Campos 3
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1.1 Cinematica del movimiento arménico simple

Entre los movimientos perdicos el nds sencillo de describir matéticamente es
el movimiento arrnico simple(M.A.S.), que corresponde al desplazamiento de
una porcbn de materia de acuerdo a la regla

x=Acogq wt + @). (1.1

~
\ 4
Heinrich Rudolph Hertz (1857-1894) 0 \Jy \/ t

Fisico aleman nacido en Hamburgo. Des-
cubrié las ondas electromagnéticas de

baja frecuencia, llamadas luego ondas T
hertzianas, confirmando con ello |a teoria
de Maxwell. Abrié asi el camino para la Figura 1.1. Grafica de elongadn versus tiempo en el movimiento asnico simple.

radio y la telegrafia inaldmbrica. En 1887
descubrié el efecto fotoddctrico, segin el

cual la luz ultravioleta provoca la emisién Graficamente se representa en la figura AXp y @ son constantes cono-
de electrones desde algunos metales. Este cidas respectivamente conamplitud frecuencia angulay constante de fasé
efecto fue luego descrito por Einstein.  eg el tiempo yx la elongacon. La cantidadwt + @ se conoce como léasedel
La unidad de frecuencia lleva su nombre,  mqyimiento. Puesto que los valores extremos de la imcbseno son +1y —1,

hertz o hercio. es cierto que los valoresarimo y ninimo de la elongaéin X son Xmax= A 'y

Xmin = —A. Asl pues, la amplitud es el valorarimo de la elongabn.
La funcibn coseno se repite amisma cada vez que la fas# + @ alcanza un
valor que sea Hitiplo de 2. En particular es cierto que

coqwt + @) = cof wt + @+ 2m)

= COS|w t+2—n +
- w (p7

de modo que la oscila@n se repite transcurrido un intervalo de tienTpe 2711/ w,
al que conocemos conpeeriodo. Estil también definir la frecuencié en la forma
f =1/T, de modo tal que ST representa el tiempo (en segundos) transcurrido
para una oscilabh completa, entoncesda el rumero de oscilaciones por unidad
de tiempo:ciclos/su oscilaciones/sunidad conocida combertz Notese que las
unidades dev sonradianes/s

La velocidad de un objeto que ejecuta un M.A.S. puede olxemar derivadn
respecto al tiempo de la ecuani(1.1). Se obtiene:

V= %( = —wAsenwt+ @). (1.2)

La evolucbn temporal de la velocidad se representa en la figura 1.2adis f
concluir de la ecuadin (1.2) que los valores @ximo y ninimo de la velocidad,
correspondientes a s@mt + @) = 1y a serfwt + @) = —1, son respectivamente
Vmax = WA Y Vmin = —wA. Obsrvese que la positn y la velocidad tienen una
diferencia de fase de 90

4 Ude@ - Para ser, saber y saber hacer



1. Movimiento oscilatorio

AR

Figura 1.2. Grafica de velocidad versus tiempo en el movimientodrito simple.

El comportamiento de la aceleranide una masa que ejecuta un M.A.S. puede
ser entendido de un modo simple. Derivando respecto al téanpcuadn (1.2)
se tiene:
dv 5
a= == Asen(wt + ). (1.3)
Y reemplazando la ecudsi (1.1) se sigue que:
a=—w’X, (1.4)
de modo que la elongam x y la acelerad@n tienen un desfase de P8@omo se
ve de la compara6n entre las figuras 1.1 y 1.3. El signo “menos” en la ecraci
(1.4) significa que la elongam y la aceleraéin se realizan en direcciones opues-
tas, lo que es caractstico de las fuerzas recuperadoras que causan el M.A.S.
Es facil concluir que las aceleracionesarima y ninima son, respectivamente,
Amax= W Xmax= W?AY amin = — W Xmin = —W?A.

N\
Y\ X

Figura 1.3. Grafica de aceleragn versus tiempo en el movimiento anico simple.

La ecuaddn (1.1), con la que se comdnel aralisis, se refiere solo a desplaza-
mientos sobre el eje coordenadaunque el estudio pudo haberse efectuado para
M.A.S. que ocurren en el ejeo elz, 0 mas en general, en el plano o en el espacio.
Asi, en el caso general, es posible escribir

a=—wr,

donder = ix+]jy+kzy a=iac+jay +kay.
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Vea el documento “Solucién a la
ecuacién del oscilador arménico” en su
multimedia de Oscilaciones y Campos

Alonso Sepllveda

Ejemplo 1.1

Un objeto ejecuta un M.A.S. con una amplitdd= 3 cm, con un péodo de 3
s y una velocidad inicial de 0,2 m/s. Escriba las expresiquaga su posién,
velocidad y aceleragéh como funciones del tiempo.

Solucion:

Si el pefodo es de 3 s, la frecuencia@s= 211/ T = 2,09 rad/s; de (1.2) com=

0,2 cm/s ent = 0 se siguep = —0,096 rad. Reemplazando en (1.1), (1.2), (1.3)
obtenemos:

x = 3cog2,09t —0,096),
v=—6,27ser(2,09t —0,096),
a= —13,1cog2,09t — 0,096).

Ejemplo 1.2
Si la velocidad de un M.A.S. es= 2,8co055,2t + 2,5), ¢cwal es su amplitud?
¢, Cul es su péndo? Determine su posai ent =2 s.

Solucion:

Por comparaéin dev = 2,8cog5,2t + 2,5) con (1.2) se sigue quecsA =28y
w = 5,2, de donde esafil concluir queA = 0,54. Puesto quev = 5,2, es cierto
entonces qu& = 21r/w = 1,29 s. Por integradn dev = 2,8cog5,2t + 2,5) se
concluye quex= 0,54 sen(5,2t + 2,5), de donde, pare= 2, x = 0,176.

1.2 Las condiciones iniciales del movimiento

La med@nica newtoniana contiene ecuaciones de movimiento quesesan me-
diante ecuaciones diferenciales con derivadas de seguddo cespecto al tiem-
po. Ob&rvese, en efecto, que la ecuat{1.4), que describe el oscilador @mico,
puede ser escrita en la forma
2

%{erzx:o, (1.5)
cuya soluabn esx = Acoq wt + ¢), que contienelosconstantes de integraxi,
Ay @. En lo que sigue se prueba que estas constantes puedenlsadasssi se
conocen la posiéinxg y velocidad inicialp, de la masa que realiza el M.A.S. Para
comprobarlo es suficiente tomar las ecuaciones (1.1) y ét&#hadas eh= 0; se
sigue que

Xo = Acosp y Vo = —wAsenp.

Dividiendo la segunda sobre la primera se obtiene:
Vo
tang= — 1.6
?= o (1.6)

y realizando la operadin serf@+ cos @ = 1, es posible probar que

A=\/X5+V5/w?, (1.7)

con lo que resulta que las parejd@s @) y (X0, Vo) contienen la misma informain
fisica, suponiendo conocido el valor @eque, como se varen casos espiicos,
esh determinado por las caradsdicas fsicas del sistema oscilante.
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1. Movimiento oscilatorio

Ejemplo 1.3
Un M.A.S. comienza su movimiento con una po&itinicial X = 2 cm y una
velocidad inicialvg = 5 cm/s. ¢, Cales son la amplitud y la fase?

Solucion:
De (1.6):¢p = —1,107 rad, y de (1.6)A = 4,47 cm.

Ejemplo 1.4
Si la amplitud y la velocidad inicial de un M.A.S. son 4 cm y 3/spg.ca@l es la
fase? ¢ Desde punto se inid el movimiento?

Solucion:
De (1.6) y (1.7):p = —0,025 yxg = 3,87 cm.

1.3 Dinamica del movimiento arménico simple

La cinemtica kasica del M.A.S. eétdada por la ecuami (1.4), cuya soluéin es ~ Robert Hooke (1635-1703)

la ecuaddn (1.1). La ecuadin (1.5) puede escribirse: _ .
Fisico y astrénomo inglés, contem-

d2x ) poraneo de Newton, con quien tuvo una

mw = —MwX, disputa por la prioridad en el descubri-

miento de la ley de inverso cuadrado para

gue corresponde a la segunda ley de Newton para unammgsa se mueve en la gravitacién. De hecho, cuando New-
el ejex bajo la acabn de una fuerza proporcional al desplazamiento. Esta ley dten la publicé se ofendié por no habérse-
fuerza expresa, en particular, la d@otide un resorte de acuerdo con la ley de e reconocido su trabajo. Fue estudiante
Hooke,F = —kx, si se escrib& = mw?. La constante éktica del resorte dg Y 'uego profesor en Oxford y ayudante

Asi pues, la frecuencia angular y el fito de osciladin de la masa et dadas, ~9¢ Robert Boyle, el descubridor de una
respectivamente. bor: de las leyes basicas de los gases. Des-
P » por: cubrié la rotacién de Jupiter utilizando

1 21 un telescopio de reflexién construido por

w= k/m, T= T = — =2M/ m/k. él. Es conocido por la ley que lleva su
w nombre y que describe el comportamien-

to eldstico de los resortes y en general

de los cuerpos elasticos. Realizé innume-

> rables observaciones con el microscopio
pa— compuesto, entre ellas sobre la estruc-
tura del corcho y sobre microfésiles; estas
ultimas le permitieron vislumbrar, mucho
antes de Charles Darwin, la evolucién de

\/\/K\/\\/\/ las especies.

Figura 1.4. Sistema oscilante masa-resorte.

La conclusbn que puede obtenerse de lo anterior es bastante sifupizas
proporcionales al desplazamiento, y de diréectcontraria a este, generavi.A.S.
En el caso aduanalizado la variabl& es lineal, y representa una distancia. Pero,
como se vel despeés, en el pndulo simple y en el de tof®i puede ser tambn
un angulo. Continuando con el oscilador formado por una masangsorte que
obedece laley de Hooke line&l = —kx, puede entenderse el signho “menos” como
indicador de que la fuerza es opuesta en ditecal desplazamiento. La figura 1.4 Vea la animacién Dinamica del M.A.Sen
y la animaobn que la acompig muestran que la fuerzaestauradoraes decir, ~ SU Multimedia de Oscilaciones y Campos.
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Vea la animacién Energa en el M.A.Sen
su multimedia de Oscilaciones y Campos.

intenta regresar la masa a su pdsicile equilibrio. Esta posign es la que ocupa la
masa si esten reposo. Cualquier alejamiento de esta pmsidebe involucrar una
fuerza restauradora. La masa oscilante se mueve sobre pewdica sin friccon.
Veamos en detalle el movimiento del oscilador, si la nrasanida al resorte de
constante, es soltada desde el reposoxgn= A.

El origen coordenado se escoge, por simplicidad, en laigosde equilibrio
O. De la ecuadin (1.6) se sigue que = 0, y la ecuadin (1.7) se satisface édhti-
camente. A medida que la masa se acerca a la posilg equilibrio la fuerza dis-
minuye progresivamente hasta anularse en el pOnéopartir del cual la direcon
de lafuerza se invierte y la masa se desacelera debido a tatoshgreciente, pero
opuesta, de la fuerza hasta llegar a la pésigi= —A, desde la cual el movimiento
recomienza pero esta vez hacia la derecha. Al pasar nuetapw® la fuerza se
anula y aumenta en @dulo, con direc@n hacia la izquierda, por lo cual al final
se detiene er= A, completando asun ciclo de osciladin.

Ejemplo 1.5

Una masa de 2 kg unida a un resorte oscila con una amplitugbde  comienza
su movimiento desde el reposo. Calcule la pasiénicial Xg, la fase y el péodo,

si el resorte tiene una constante de 15 N/m.&@s la fuerza que inicialmente
realiza el resorte sobre la masa?

Solucion:

El pefiodo esh dado porT = 2rr/w = 2y /m/k = 2,29 s; de (1.1) se obtiene
Xo =A=0,5m. Reemplazando en (1.2)= r1/2. Finalmentely = —kxo = —7,5
N.

1.4 Energia mecanica en el movimiento arménico
simple

Consickrese una vez as el sistema masa-resorte regido por una fuerza—kx,
gue es conservativa daglo estudiado en el curso anterior. La efi@ngotencial
de un resorte de constarkeiene la formaE, = %kxz. De las ecuaciones (1.1) y
(1.2) se sigue que las eng@ag ciretica y potencial ean dadas por

Ex = %m\/2 = %mAszser?(thr(p),

Ep= %kxz = %kAzcosz(wt +0).

Si se tiene en cuenta qu# = k/m, puede escribirse la enéagneénica total
como

E=Ex+Ep= %kAz[co§(wt + @) + serf(wt + @)] = %kAZ.

Puesto qu&k y A son constantes, la enéagtotal es, en efecto, conservada.
Esto es cierto en tanto sea despreciable la fiitccque adia como una fuerza
disipativa.

El sistema masa-resorte puede ser estudiado desde el puvistaldel inter-
cambio entre formas de en@gCuando la masa es dejada en libertad desde su dis-
tancia nédximaA coincidente comxg (puesvg = 0 sedin (1.6)), la enerig me@nica
total es potencia:{%kAZ). A medida que la masa se mueve hacia la izquierda su
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1. Movimiento oscilatorio

energa cirética aumenta a expensas de la potencial hasta que en el cogele-
nado es raxima y su eneii@ potencial es cero. Cuando el movimiento cdmiha-
cia laizquierda la energ cirgtica disminuye hasta hacerse cerxen—A, punto
donde toda la energ es potencial. Al regresar el oscilador hacia la derecimdica
una vez ms a citetica en el origen y luego a potenciales A, complendose un
ciclo de osciladn. El sistema masa-resorte es por tanto un oscilador dgianer

Figura 1.5. Conservadn de ener en el movimiento arfmico simple.

La figura 1.5 permite ver esto de una formagitlara. De la ecuam

E:Ek+Ep:%m\/2+%kx2 (1.8)

es fcil ver que en los extremos= A es cierto qué&p = %kA2 y Ex=0,yque
enx=0: Ep = 0y Ex = $kA% La curva $lida corresponde Byp. La suma en cada
punto es la enefg totalE. Obsrvese que el M.A.S. éstasociado a una forma
cuadatica en la eneiig potencial.

Ejemplo 1.6

En un sistema masa-resorte doa 20 N/m ym= 0,5 kg, la masa se suelta desde
el reposo erx = 3 cm. Escriba las expresiones pata y a como funciones del
tiempo. Calcule su endi@gmea@nica.

Solucion:

La frecuencia angular del M.A.S. es = \/k/m= 6,37 rad/s. De (1.6) y (1.7)
se concluye qué\ = 3 cm y ¢ = 0. En consecuencia, de (1.1), (1.2) y (1.3):
x=3sen(6,32%), v=—1891cog6,32%), a= —12009sen(6,327). La enerda
mednica esi dada poE = 1kA? =90 J.

Ejemplo 1.7
Una masa de 1 kg unida a una cuerda de 3 m se suelta desagulo inicial de
6°. Calcule la velocidad con que pasa por el punéstajo de la trayectoria.

Solucion:

La conservadn de la enefig@ mea@nica entre los puntosas bajo y ms alto de
la trayectoria se escribémv? + mgh= 2m\ + mghy. Escogiendo el cero de la
enerda potencial en el punto &s bajo de la trayectoria se tiehe= 0, adenas
vo =0, y de la geomeia de la figura 2.3 se tiene qe = | (1 — cosbp). Luego
v=0,567 m/s.

Ejemplo 1.8 Vea el documento “Oscilaciones anhar-
Utilizando la conservatn de la enefig med@nica para un sistema masa-resorte,ménicas” en su multimedia de Oscila-
calcule el peindo de la oscilaéin. ciones y Campos.
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Solucion:
De Im($)2 + 1k = E = 1kA? se sigue:

dt\/ﬁdx
“Vkva—e

Un cuarto de la oscilaén se realiza entre 04, y tiene una duradn deT /4;

ad, puede escribirse:
T/“-dt_\/ﬁ A dx
/0 B K./o VAZ 2

El cambio de variablg = Asenf permite realizar la integra@n y concluir que

T =2m/m/k.
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1. Movimiento oscilatorio

Médulo 2

Algunos osciladores tipicos

Contenidos del médulo

2.1 Sistema vertical masa-resorte

2.2 Fendulo simple

2.3 Fendulo compuesto

2.4 Fendulo de torgin

2.5 Reladdn entre el movimiento arémico simple y el movimiento circular
uniforme

L. ; El péndulo puede utilizarse para medir el
Objetivos del médulo tiempo.

1. Calcular el péodo de @ndulos simples y compuestos, para péqseosci-
laciones.

2. Calcular los péodos del sistema masa-resorte y dahgulo de torgin.

3. Estudiar la conegin entre el movimiento arémico simple y el movimiento
circular uniforme.

Preguntas basicas

1. ¢ Cul es el peindo de los osciladoresas simples?

2. ¢ Q& son pequias oscilaciones?

3. ¢ Q& conexdn existe entre el movimiento aémico simple y el movimiento
circular uniforme?

Introduccion

El sistema masa-resorte considerado en secciones aesss@rige sém la ley
de HookeF = —kx. En esta secon veremos otros sistemas en los que laG@cci
externa, ya sea la fuerza o el torque, es proporcional alaisspiento o ahngulo,
y en forma tal que la relagn es lineal. Solo relaciones de este tipo generan M.A.S.

Oscilaciones y Campos 11



Alonso Sepllveda

2.1 Sistema vertical masa-resorte

Vea la animacién Péndulo simpleen su
multimedia de Oscilaciones y Campos. Tk (I +)

l mg
(a) (b) ©

Figura 2.1. Un sistema vertical masa-resorte es puesto en osmilaci

La figura 2.1 muestra la siguiente secuencia: (a) Un resagpesndido. (b) Al
resorte le ha sidofeadida una masi, por lo cual, si est en equilibrio, el resorte
se estira una distancia= mg/k. (c) La masam se jala hacia abajo una distancia
yy se suelta. El sistema comienza entonces a oscilar bajeilanage las fuerzas
k(I +y) y mg Si se escoge el ejepositivo hacia abajo la segunda ley de Newton
toma la forma
mﬂ =mg—k(l +vy)
dtz - g y I

y comomg= kl, la ecuaddn se simplifica y se logra la exprési

d’y Kk

dt2+my—0, (2.1)
que describe un oscilador apmico simple de frecuencia angular= /k/m. La
oscilacbn se realiza con un desplazamiept@specto al equilibrio dado pgr=

Acoqwt + @).

Ejemplo 2.1

En el momento en que una masa unida a un resorte pasa por cidpas equili-

brio, su velocidad es de®m/s. Si la constante del resorte es de 10 N/m y la masa
es de 2 kg, calcule la amplitud y la fase. Escriba las ecuasida movimiento.

Solucion:

La frecuencia angular es= \/k/m= 2,23 rad/s. De (3.2) y (3.3) se tiege=11/2
yA=0,18 m, de modo que, ség (1.1), (1.2) y (1.3)x=0,18c0g2,23t + 11/2) =
—0,18sen(2,23t), v=—0,4c052,23), a= 0,9sen(2,23).

2.2 Péndulo simple

Consicerese una masa aproximadamente puntual que puede oscilar en el ex-
tremo de una cuerda de masa despreciable y de lorig@lrédedor de su posami
vertical de equilibrio (figura 2.2). Sobre la masal@tt su peso y la ter@si de la
cuerda. Al descomponer el peso en sus partes tangenciamahogsulta@ que
el movimiento del gndulo sea debido a la componentangencialde su peso,
mgsend, que adha en sentido contrario al del aumento @egulo. En consecuen-
cia:

ma = —mgsend.

La aceleradin tangencial se expresa como= al, siendoa la aceleradin

angulara = d?8/dt?, por lo cual:

d’6 g

— +

a2 l—sene =0.
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1. Movimiento oscilatorio

y mg cos 6

mg

Figura 2.2. Fuerzas en elgndulo simple.

Debido a la presencia de#rmino trigonongtrico, esta ecuatn no es, cierta-
mente, la de un oscilador aémico simple, pero se reduce a ella para pégse
oscilaciones. Es en efecto cierto que pamgulos menores de 48e cumple que
send ~ 6, donde elangulo 68 esk medido en radianes. En consecuenp@&a
pequéas oscilaciones elgndulo simple es un oscilador aémica

d?e

g

Para pequas amplitudes la frecuencia angular dehgulo eso = /g/l y su
pefiodo esT = 2m/1/g. Es cierto entonces que el pesto de un gndulo, para

pequdas oscilaciones, es independiente de su amplitud. Estielispcronismo
del pendulofue descubierta por Galileo a finales del siglo XVI.

Ejemplo 2.2
Un nifio en un columpio oscila con una amplitwgde 40 cm, medida horizontal-

mente (figura 2.3). Si la masa definies de 15 kg y el columpio tiene una longitud

de 25 m, ¢c@l es su péndo? ¢,Cal su velocidad raxima? ¢ Qé altura nixima
alcanza?

Figura 2.3. Geometta de la condid@n inicial del gendulo del ejemplo 2.2.

Solucion:
El pefiodo del gndulo esT = 2m\/1/g = 3,17 s. De acuerdo a la &fica,xm =
| senBy, de donde se deduce queagigulo naximo es6y = 9,2°; tambien, hy =

Oscilaciones y Campos 13
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[(1—cosfy) = 0,032 m, que es la Axima altura alcanzada;igsues, de la conser-
vacion de la enefig, planteada entre los puntogsmalto y nas bajo de la trayec-
toria, y escogiendo el cero del potencial en el punés tnajo del pndulo, se con-
cluye quev = 0,793 m/s. Observe que la informaoisobre la masa es irrelevante.

2.3 Péndulo compuesto

Figura 2.4. El péndulo compuesto.

Sea una masin que puede girar alrededor de un punto 0, no coincidente con su
centro de masa, y situado a distarizide este (figura 2.4). El torque alrededor de
0, debido a su peso concentrado en su centro de masa; &sngsend, y como
sedin la diramica de rotaént = la = %‘Q , dondel es su momento de inercia
respecto a 0, puede escribirse:

d’e
q2 = —bmgsend =0,

expresbn que para pegtias amplitude$ se reduce a la de un oscilador @mico
simple de frecuencia = /bmg/I:

d?6 bmg
ae T o=0

Ejemplo 2.3
Una varilla uniforme de longitud 1 m oscila alrededor de swes®o (figura 2.5).
Calcule el peindo de sus pegii@s oscilaciones.

Solucion:

El momento de inercia de la varilla, respecto a un eje que pasau centro de
masa, edp = ml?/12. De acuerdo al teorema de Steiner el momento de inercia
respecto a un eje paralelo que pase aésale su extremo ds=lo+m(l/2)2 =
ml?/3. Conb=1/2yg=9,8m/<, el peiodo de esteégndulo compuesto €& =

2m,/l1/bmg=1,64s.
2.4 Péndulo de torsion
Siun lido (un disco, por ejemplo, como en la figura 2.6) se suspderdina fibra

elastica, su posion de equilibrio corresponde@ un punto situado en uniad¢a
vertical que pasa por su centro de masa. Si se gira el cuerpequ#o angulo
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Figura 2.5. Una varilla oscilante es urépdulo compuesto.

6, la fibra respondérejerciendo sobre el cuerpo un torque en sentido contrario a
6 y proporcional &l: T = —k 8. Esta expre$in es el adlogo rotacional de la ley
de Hooke. Aqiik es la constante de togsi de la fibra y es diferente para cada
material. Bajo este torque el cuerpo, de momento de inkroispondex sedin la
ecuachn:

T=la=-k0,

es decir 5
d<6 «
—+-06=0
dt2+l ’

correspondiente a un movimiento amnico simple de frecuencia= /k/I.

Figura 2.6. Un disco que oscila alrededor de su eje es@mdoilo de torg€in.

Ejemplo 2.4

Una esfera de radio 10 cm y masa 2 kg se encuentra suspendida daerda. Si
el pefiodo como gndulo de torgin es de 5 s, ¢ @lies el valor de la constante de
torsibnk?

Solucion:

El pefiodo del @endulo esl = 211, /1 /K. Puesto que el momento de inercia de una
esfera, respecto a un eje que pasa por su centro de mla%\%mR?, podremos
escribirT = 27ry/2mr2/5k. Despejanda& obtenemosk = 5T2/8mmr? = 79,16
Nm.
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2.5 Relacion entre el movimiento armdnico
simple y el movimiento circular uniforme

El movimiento arndnico simple puede ser considerado como la propec&obre
Vea la animacién M.A.S. y M.C.Uen su un eje diametral, de un movimiento circular uniforme (figRr3).

multimedia de Oscilaciones y Campos. v
N _i=0 of + ¢
Bt A

(a) (b) ©

Figura 2.7. Graficas de posi6in, velocidad y aceleramn en el M.C.U. cuyas proyecciones
horizontales describen un M.A.S.

Demostracbn:

Consicerese una pddulaP en movimiento uniforme y de modo tal quetes 0
su distancia al centro forme wangulo ¢ con el eje horizontak. En cualquier
instantet su radio vectoA formara con el ejex un angulowt + ¢, por lo cual su
movimiento se describe como

x=Acoq wt + @).
Se concluye que la proyeéxi horizontal de la velocidades de la forma
Vx = —Vpsenwt + @),
y como en el movimiento circular uniformg = wA, es cierto que
vy = —wAsen(wt + @).

Finalmente, ha de tenerse en cuenta que en el movimientdasitmiforme la
(nica aceleradin es cenipeta. De acuerdo a la cinética,a = V2 /A = w?A, de
modo que su componente horizontalsser

ax = —acog wt + @) = —w?Acog wt + @) = —w?x.

Queda asprobada la cone&in entre el M.A.S. y el M.C.UEI movimiento
armonico simple es una proyeécei del movimiento circular uniform&®edproca-
mente, el movimiento circular uniforme puede ser consiflei@mo superposi-
cion de dos movimientos alnicos simples perpendiculares y de la misma fre-
cuencia. Esto es, si= Acowt + @) y y = Asen(wt + @), entoncesé +y? =
AZ, que es la ecuath de un @culo, y comovy = —Awsenwt + @) Y vy =
Awsen(wt + @), se tiene qued = vz + Vi = A%w?, es decirvo = wA, que es
la ecuaddn que describe el movimiento circular uniforme.

Tambien, dea, = —Aw?cog wt + @) y a, = —Aw?sen(wt + @) se tienea? =
a + a3 = A’w’, tal quea = w?A, ecuacbn que proporciona la aceleranien un
M.C.U.

Ejemplo 2.5

Un objeto gira a 100 rev/s en uirculo de radio 20 cm. Considere el movimiento
de su sombra sobre el efg/ escriba las expresiones pagav y a como funciones
del tiempo.
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Solucion:
Conw = 2ntf = 6283 rad/s se obtiene, de (1.1), (1.2) y (1.3) en unidades M.K.S.

x = 0,20c056283t)
v=—125665en6283t),
a= —78952178sen6283t).
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1. Movimiento oscilatorio

Médulo 3

Superposicion de movimientos armdnicos
simples

Contenidos del mdédulo

3.1 Con igual direcéin y frecuencia
3.2 Con igual direc@n y diferente frecuencia
3.3 Con direcciones perpendiculares Fi

Objetivos del médulo N _
El metrénomo es utilizado por los musi-

cos como ayuda en la composicién de una

1. Estudiar el movimiento resultante de la combibaale dos movimientos ) )
pieza musical.

armdnicos simples, sean ellos de igual dirécco perpendiculares, y de i-
gual o diferente frecuencia.

2. Estudiar el femeno de los pulsos.

3. Estudiar la generamn de las figuras de Lissajous.

Preguntas basicas

1. ¢ Q@ tipo de trayectoria genera la combir@atide dos M.A.S.?
2. ¢ Q@& es un pulso?
3. ¢ Q& son las figuras de Lissajous?

Introduccion

En este mMdulo se explora el resultado de la superpésiae dos movimien-
tos arnbnicos simples. La atertm esta@ dirigida en particular a la adimn de
movimientos con igual direcgn y frecuencias iguales o diferentes, y a movimien-
tos con direcciones perpendiculares. Al final se introdacekbn depulsa
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Vea la animacién Superposid@n con fre-
cuencias igualeen su multimedia de Os-
cilaciones y Campos.

3.1 Con igual direccion y frecuencia

El desplazamiento de una gattla bajo la acdn de dos M.A.S. de igual frecuen-
cia y en la misma direcén esé descrito por:

X=X1+ X = Arcoq wt + @) + Axcog wt + @).

ot+ ¢

Figura 3.1. Composicbn de dos M.C.U. cuya proyecxti horizontal describe la suma de
dos M.A.S.

Graficamente (figura 3.1) este movimiento corresponde a laepoiyn sobre
el eje horizontal de la resultante de la suma de dos vectoaregjigan alrededor
de 0 con la misma velocidad angutar En consecuencia el vector resultante tiene
la misma velocidad angulav. Asi, si A es el ndbdulo de la resultante, entonces la
proyeccon horizontal de la resultante &er

x= Acoq wt + @),
y por tanto:
x = Acoqwt + @) = Agcog wt + @) + Axcog wt + ).
Utilizando la identidad trigono#&trica
coga + 3) = cosa cosB — sena senB
y factorizando, puede escribirse:
coswt [Acosp — Ag cosgr — Axcosgy] = senwt[Asenp — Ag seng — Ay seng].

Puesto que cast y senwt son linealmente independientes debe ser cierto que
cada corchete se anula, y en consecuencia:

Asenp = A;seng + Axseng,, (3.1)
Acosp = Aj cos@ + ApCcosg, .

a. Dividiendo el primer&rmino por el segundo se obtiene la fgse

A A
tang — 1Senp, + zsen(pzl
Az cos@ + Ax cosg

(3.2)

b. Elevando al cuadrado cada una de las ecuaciones (3.1)andotas se obtiene
la amplitud:
A? = A2+ A2+ 2A1A0co @ — @) . (3.3)
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1. Movimiento oscilatorio

Analice en detalle los siguientes casos particulares:

= @ = @, en el cual los dos movimientos asen fasee interfieren construc-
tivamente (se suman).

= @ = @+, en el cual los dos movimientos @een contrafasee interfieren
destructivamente (se restan). Se anulan por complétp=siA,.

= @ = @+ 11/2. Los dos movimientos esten cuadratura

En cada uno de los tres casos éedly ¢.

Ejemplo 3.1
Considere una pddula sometida simuineamente a los dos siguientes M.A.S.:
x1 = 5sen(3t) y xo = 8sen(3t + 11/2). Calcule el movimiento resultante.

Solucion:
Por comparaéin con (1.1) se tienéd; =5, A2 =8, ¢ = 0, ¢» = 11/2. En conse-
cuencia, de (3.2) y (3.3)p = —34,33 rad yA = 9,43, por lo cual

x = Acos(wt + @) = 9,43 coq3t — 34,23).

3.2 Con igual direccion y diferente frecuencia

X

Figura 3.2. Un pulso es la superposiri de dos M.A.S. de frecuencias cercanas.

Recurriendo a la figura 3.2, donde ahara# wy, resulta que los vectores, al rotar,
no mantienen constante en el tiempo su suma, ni la resuljnateon velocidad
angular constante. Para simplificar sga= ¢ = 0, con lo cual puede probarse
que

A= /A + A3+ 2 Ascos{ (6 — )],

de modo quéa amplitud de la resultante oscilasto se conoce como “moduléni
de la amplitud”. La frecuencia de esta oscifacesw = |w; — wy|.
Simplificando un poco @&s, haremogy = Ay, con lo cual

X = X1 + X2 = Alcoswit + cosupt],

cosa +cos = 2003(#) cos(%) ,

y como:
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se sigue que

e (35) o] (252

Esta ecuadin indica que el movimiento resultante es oscilatorio cealfencia
angular(w; + ay) /2 y amplitudA’ = 2Acos|(w — wpt/2)t]. La grafica correspon-
diente, que en el casoistico produce un sonido conocido como pulsedtes su
nombre ingés), tiene la forma indicada en la figura 3.2. lreeh punteada muestra
la modulacon de la amplitudie la osciladn.

Ejemplo 3.2
Una partcula esh sometida a los dos siguientes M.A.§..= 5sen(6t) y xo, =
5sen(7t). Calcule la amplitud y la frecuencia del pulso resultante.

Solucion:
Puesto qued; = A; el valor deA’ esh dado porA’ = 2A; cos|(wy — ap)t/2] =
10c050,2%). En consecuencia:

x = A cos|(w + wy)t/2] = [10cog0,25)] cos(6,5t).

3.3 Con direcciones perpendiculares

Se produce cuando una dattla que se mueve en un planogesbmetida a dos
M.A.S. perpendiculares, uno en el gjeotro en ely, del tipo:

X = Acoswt, y=Bcoqwt+0a). (3.4)

La forma exacta del movimiento de la gatla depende del valor de la dife-
rencia de fase y de la reladbn entrew; y wy.
Algunos casos interesantes son:

a. a =0,w = wp. Se tiene, entonceg= Bx/A, que corresponde a una oscifati
alo largo de una recta. En este caso los dos movimientas estfase.

b. a = m,w, = w,. Hay un desfase de 18§ el movimiento de la paitula se
realiza a lo largo de ldrieay = —Bx/A.

C. o =T11/2, 0 = . Con un desfase de 96btenemos = Acoswt, y= Bsenut,
de donde se concluye que el movimiento de laipala se realiza a lo largo de
la elipsex? /A2 +y?/B? = 1, y en direcdn de las agujas del reloj. 8i= —1/2,
la elipse es recorrida en el sentido contrario a las agujasldg La elipse tiene
la forma indicada en la figura 33

Y
T

o =120° o =330°
(a) (b) ©

Figura 3.3. Tres ejemplos de combinaci de dos M.A.S. en direcciones perpendiculares.

22 UdeQ - Para ser, saber y saber hacer



1. Movimiento oscilatorio

d. Para valores de de 120 y 33(° las trayectorias son las mostradas en las
figuras 3.5y 3.3c.

Las figuras ras interesantes, asociadas al nombreiskajous corresponden a
la interferencia de dos movimientos oscilatorios perparidres deliferentedre-
cuencias. En la figura 3.4 se ilustran varios casos con difesevalores dev; / ap
y a. Una buena muestra de estas figuras se encuentra en el litsecdale Alonso
Finn, secadn 10.9.

Figura 3.4. Tres ejemplos de figuras de Lissajous.

Ejemplo 3.3
Obtenga la ecuatn que rige el movimiento de un cuerpo sometido a latacde
dos M.A.S. perpendiculares del siguiente tipe: 2serwt, y = 4sen(wt + 17/2).

Solucion:

La expresbn paray es equivalente § = 4coswt; formando seRwt + cos wt,
a partir de las dos oscilaciones perpendiculares se cancjug el movimiento
resultante se realiza a lo largo de la eligé$4 +y?/16 = 1y en sentido contrario
a las agujas del reloj. En efecto, é@pgese que aumenta a partir de= 0, mientras
y disminuye.
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1. Movimiento oscilatorio

Médulo 4

Oscilaciones amortiguadas, forzadas
y resonancia

Contenidos del médulo

4.1 Oscilaciones amortiguadas
4.2 Oscilaciones forzadas y resonancia

Objetivos del médulo

1. Estudiar las consecuencias de la presencia de fuerzjgatiizs. El colapso del puente de Tacoma fue un
2. Estudiar el efecto de fuerzas externas quéacsobre osciladores. efecto de la resonancia entre el viento y
3. Estudiar el febmeno de resonancia. la estructura.

Preguntas basicas

1. ¢ Cul es el efecto de una fuerza disipativa?
2. ¢ Q& es una osciladn forzada?
3. ¢, Q& es resonancia?

Introduccion

Las fuerzas disipativas son frecuentes en los sistersi@ed. Aparecen en el
movimiento de cuerpos en medios viscosos como el aire o0 &, agson co-
munes cuando una superficie se desliza sobre otra. En éslilarse considera
el efecto causado por estas fuerzas sobre el movimiento dscilador armnico.
Ademas de fuerzas disipativas se incluyen fuerzas externagequgten mante-
ner el movimiento de los osciladores a pesar de la disipa¢mportante en esta
situacbn es el concepto desonancia
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Vea el documento “Ecuaciones diferen-
ciales” en su multimedia de Oscilaciones
y Campos.

Vea la animacién Oscilaciones amorti-
guadasen su multimedia de Oscilaciones
y Campos.

4.1 Oscilaciones amortiguadas
En los diversos ejemplos considerados hasta ahora, coristezha masa-resorte,
el pendulo simple, el compuesto y el de tarsi se ha visto que la amplitud de la
oscilacbn (es decir, el @aximo alejamiento de la coordenada respecto a su posi-
cion de equilibrio) es siempre la misma. Esto es debido a quarsdéjado fuera
de considerabin las fuerzas de fricénh o de viscosidad, que usualmenteaast
presentes en estos sistemas. Consideremos en particsiatesha masa-resorte
sometido a una fuerza viscosa proporcional a la velocidaguesta a ella en di-
reccbn, y a la fuerza recuperadora del resorte. Este tipo dedueonocida como
ley de Stokes, tiene la fornfa= —Av. Asi, la ecuadn de movimiento de la masa
es de la forma:

ma= —kx—Av,

o tambén: )
d=x dx

4B L wPx=0 4.1
gz TP gt , (4.1)
dondew? =k/my 2B = A/m.

La solucbn a esta ecuatn diferencial ordinaria de segundo orden, para amor-
tiguacibn pequéa (cassubamortiguadp es de la forma:

x=Ae Pt cos( w2—52t+a>, (4.2)

dondea y A son constantes que estardeterminadas por las condiciones iniciales.
El peiiodo de este movimiento ds= (52" 5 No es difcil verificar por substi-
tuciobn directa que la ecudni (4.2) satisface la ecu@ci diferencial (4.1). De la
presencia del exponencialPt es claro que la amplitud de la oscilénidecrece
con el tiempo, esto es: la oscilanise amortigua. EI comportamiento del oscilador
en el tiempo se muestra en la figura 4.1. Tanto la éagmgtencial como la citica
decrecen con el tiempo, dando lugar a la disipacie la eneng total del sistema,
usualmente en forma de calor.

X
A -
Seen
.-
ﬁ.___
_______
//f‘ﬂii ...........
------
N
\\\nqr//' \\<:t
—
B Ol b
foam==""
————"'
-
A0
-
e —————
[ T

Figura 4.1. Grafica de elongadn versus tiempo para un movimiento subamortiguado.

Sila amortiguadn es grand¢€B > w), lo que ocurre por ejemplo si el sistema
masa-resorte no ésen un medio poco viscoso como el aire, sino sumergido en un
liquido, la soluddn a la ecuadin (4.1) toma la formaobreamortiguada

X = ge—‘“ [e prowitia g VBi-witia (4.3)

El movimiento no corresponde ahora a una osdladkn la soludn se nota la
ausencia de logtminos trigonoratricos que soripicos de una oscilagh. En vez
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1. Movimiento oscilatorio

de oscilar, la masa se acerca lentamente a su pogsieiequilibrio sin sobrepasarla
(figura 4.2, Ineaa).
El casocritico, correspondiente 8 = w, tiene como soluéin

x= (A+Bt)e P (4.4)

y corresponde a laeab de la figura 4.2. Tampoco corresponde a una oséifgci
en este caso la masa se acerca a su [@ostg equilibrio sin sobrepasarlo, y algo
mas @apido que en el caso sobreamortiguado.

A\ 4

Figura 4.2. Movimiento sobreamortiguado (a) yitico (b).

Ejemplo 4.1
¢ Qe tiempot’ se necesita para que la amplitud de un movimientdaioo sub-
amortiguado disminuya a la mitad?

Solucion:
Six=A/2 ent =1/, se sigue en (4.2) que

ft = Zcos<\/r[32t’ + a) .

El valor det’ no puede ser obtenido de esta ecoagior medios an#lcos;
esta es una ecuaci trascendental que es solucionable p&tados nuréricos,
una vez que se provean los valore3devy d.

4.2 Oscilaciones forzadas y resonancia

Debido a la presencia de la friéei viscosa (que es lo usual en sistemas tales como
un columpio, un sistema masa-resorte oscilando verticgkne un j@ndulo), los
sistemas llegan finalmente a su estado de reposo, &esjeudisipar gradualmen-

te su ener me@nica. En presencia de disipagiviscosa, la oscilagn puede
persistir solo si una aden externa es ejercida sobre el sistema, con el@zitp

de suplir la @rdida de eneiig por friccbn. El caso ras simple es el de una fuerza
externa oscilante de la fornka= Fycoswst, dondews es la frecuencia angular de

la fuerza externa. La ecu&ci de movimiento del oscilador forzado y amortiguado,
en una dimenséin, es:

ma= z F (4.5)

= —kx— Av+ Fycoswt, (4.6)
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Vea el documento “Ecuaciones diferen-
ciales” en su multimedia de Oscilaciones
y Campos.

equivalentemente: ,

%+2ﬁ3%+w§x: %coswet, 4.7)
dondewy = y/k/mes la frecuencia natural del oscilador,§2 A /m. La ecuadn
diferencial (4.4) es lineal e inhomegea. El&érmino inhomogneo esé%) COSwt.

De acuerdo a la te@ de ecuaciones diferenciales una edwadiferencial inho-
mogenea posee dos tipos de so@utiuna para la ecudm homognea, coinci-
dente con la ecuamn (4.2) y cuyas soluciones pueden ser sobre o subamorsiguad
o critica, como se discuiien la secdin anterior. En cualquiera de los tres casos el
movimiento eventualmente desaparecebmagor la cual la soluén homo@nea
tambin se llama transitoriatwansiente

La solucbn que persiste es la inhonfagea, asociada a la fuerza externa. La
teoila de las ecuaciones diferenciales permite demostrar geisegundo tipo de
solucbn es de la forma

Xx=Bcogwt — o), (4.8)

con

B=Fo/m[(«f — wd)*+4B%w¢]Y? y  tana =2Bawp/(wf —wB). (4.9)

Como se ve, la amplitud de la osciladn no es ahora una constante deter-
minada por las condiciones iniciales de la oscacimas bien, depende de la
amplitudFy de la fuerza externa y de su frecuencia. Mientras pequio sea el
factor de amortiguadn 8, mayor se la influencia delérminow? — w2, hasta el
punto de que, para osciladores sumergidos en medios deifegaidad, la ampli-
tud B de la osciladdn puede crecer catagficamente si la frecuencia de la fuerza
externa es igual a la frecuencia natural de os@ladEste efecto se conoce como
resonancia

De la expresin (4.8) para la amplitud, y por derivaci respecto ax, se sigue
queB tiene un ndximo (Vease el problema 35) para una frecuencia extemna

wa = /W — 2B2. El valor maximo deB es

By = L
2mB /g — B2
Para valores de la frecuencia externa iguales ae dice que hayesonancia

de amplitud
Comparense ahora las expresiones para la velocidad y la fuetemaxDe
(4.8) se obtiene:

V= Z—X = —wBsen(wt —a) = — wefoseniadt —a) Vosen(wet — a),
t m\/(wgfa§)2+4[32w§
(4.10)
en donde/y dado por
@eFo (4.11)

Vo =
my/ (6 - w5)2 + 4B2E
toma su valor raximo (vease el problema 36) en. = wy, valor para el cual, de
acuerdo con (4.9 = r1/2. Esto significa que pam@ = ay la fuerza externay la
velocidad tienen la misma varid@ci temporal coeaxt; es decir, comr = 0 la fuerza

y la velocidad estnen fasePara esta frecuencia la velocidad y la efegjrética
son maximas y se dice que hagsonancia de energ. Por tantohay resonancia
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de enerfa cuando la frecuenciax de la fuerza aplicada es igual a la frecuencia
natural de osciladn ay. En estas condiciones el oscilador absorbe éaetg|
modo nas eficiente posible. Tal vez el ejempl@snconocido es el del padre que
empuja el columpio con su hijo, con una frecuencia igual adauencia natural
del columpio.

Hemos de observar que cuando la amortiguaeis muy peque no hay dife-
rencia notable entre resonancia de amplitud y de &eng ~ wy.

La resonancia puede ser nociva en sistemasaniess, pero es bastaniigl ~ Visite la pagina _
en los circuitos dctricos, pues permite en los receptores de radio “sirdotiz ~ WWWw-wsdot.wa.gov/TNBhistory/default.htm
emisora”. En efecto, las ondas que vienen de una emisoraligeg@neran oscila-
ciones forzadas sobre el circuito del radio receptor. @iizar” significa variar
la frecuencia natural del osciladogetrico interno del aparato de radio, para que
coincida con la frecuencia de la emisora. Cuando esta dgncia ocurre la ab-
sorcbn de enerta es ndixima, y esa frecuencia $ela que se escucha.
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Gravitacion

OSITIOM

PHILOSOPHIA
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PRINCIPIZ
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firg. dec. I HRESES

..

Issac Newton, axiomatizador de la mecanica, aparece aqui con el frontispicio de los
Principia.

Presentacion

Galileo Galilei realip estudios sisteaticos sobre la dda libre, los @ndulos y
el movimiento de los proyectiles. El resultado de estosajmabfue la funda-

Contenido breve

Médulo 5
La teoiia newtoniana de la gravitaii

Médulo 6
El campo gravitadinal

Médulo 7

Enerda potencial y potencial gravita-
cional

mentacbn de la meénica, uno de cuyos frutos mayores se resume en la siguiente
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frase:Todos los cuerpos, independientemente de su masa, caea misnha ace-
leracion. Esta afirmadin toma un sentido &s profundo en el trabajo de Newton.

Por la mismaépoca, Johannes Kepler obtuvo las leyasitas que rigen el
movimiento de los planetas alrededor del Sol. Sus investigas pueden sinteti-
zarse como sigue: a) Los planetas se mueven alrededor dei &tilitas elpticas,
con el Sol en uno de los focos, b) Hay una ley que regula la ikldale su reco-
rrido, conocida como ley de la@geas, c) Una tercera ley relaciona la distancia al
Sol y el pefodo de revoludin.

Isaac Newton fue el disedor de la granistesis que unific la fisica terres-
tre de Galileo con la cineatica celeste de Kepler al proponer sus tres leyes del
movimiento que son los axiomas de la raeca: a) Ley de inercia, b) Ley de
fuerza, c) Ley de acon-reacadn. Estas leyes son elioleo de su gran obiRrin-
cipia.

El movimiento planetario puede ser descrito con el auxiGoedtas leyes, si
adenas se acepta la gran idea newtoniana de la gravitacion galvéodos los
cuerpos experimentan una atraxctdebida a sus masas; atréccgue es univer-
sal, es decir, que se ejerce entre cada pareja de cuerpaspgirtar donde se en-
cuentren, aunque ciertamente la magnitud de su afradgipende de la distancia
que los separe.

La teofia de Newton describe con alta predrsiel movimiento de los planetas
alrededor del Sol, incluyendo la distdreien la elipticidad de susrbitas debido
a las perturbaciones generadas por los otros planetase&io efl é@lculo de per-
turbaciones, iniciado por Newton y perfeccionado por Leglgermitd no solo
estudiar las anomi@s en los movimientos planetarios, sino incluso predecir |
existencia de dos nuevos planetas, Neptuno YoR]uwue fueron localizados en las
regiones del cielo predichas por la teode Newton. La teda de la gravitadin
permiti6 descubrir, adeas, que no solo las elipses son posibles, pues en general
los movimientos celestes se realizan siguiengioicas. Estas curvas incluyen el
circulo, la elipse, la pa@bola y la higrbola. Mientras que los planetas se mueven
siempre en elipses, algunos cometas se desplazan sig@ilrsks de alta excen-
tricidad, y otros, no peddicos, se mueven a lo largo de éipolas o paabolas. El
movimiento del cometa asociado al nombre de Halley fue desmwn precisbn
por Edmund Halley, amigo de Newton, quien corcon los gastos de la primera
edicibn de losPrincipia.

Con la teora de Newton es posible describir el movimiento de la Lunggla
riodicidad y altura de las mareas, el movimiento de las ldea®s otros planetas
y de los sétlites artificiales que orbitan el nuestro o que viajan a ladLo a otros
planetas. Con la tet de Newton se han calculado, entre muchas, las trayectoria
de las nave#poloque fueron a la Lun&athfinderque vob a Marte yVoyagerl
y Il que ya han salido del sistema solar.

La idea de Newton es tané un primer paso en la construzcide tecmas
sobre la estructura a gran escala del universo, y en pantipefmite estudiar la
estructura y la evolubn de las estrellas, las galaxias y lésralos de galaxias.

En las siguientes secciones seavedmo el concepto de fuerza gravitacional
da lugar con relativa facilidad a un concepto nity, el decampo gravitacional
y a otro, el depotencial gravitacional cuyo valor esencial es que simplifica la
matendtica de la gravitadin y permite probar que la enéagme@nica de un sis-
tema gravitante es una cantidad conservada.

Un punto que no puede dejarse fuera de considenags el siguiente: los fe-
nbmenos gravitacionales tienen @eterlineal, es decir, las fuerzas de gravitaci
son aditivas, esto es, se suman como vectores.

Es importante d&alar que la teda de Newton sobrevibidesde 1687, fecha en
que fue enunciada, hasta 1915 cuando Einstein la reetptazsu Tedia Gene-
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ral de la Relatividad, de la cual la n@tca newtoniana es una excelente aproxi-
macibn. La nueva teda es no lineal, y no solo da una descriptimas acertada de

los ferbmenos astramicos a nivel del sistema solar sino que sienta unas bases
mas ®lidas para la astr@dica y la cosmoloig. Mas que ser solo una téarde

la gravedad, la tetm de Einstein involucra una nueva idea sobre el espacio y el
tiempo.
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Médulo D

La teoria newtoniana de la gravitacion

Contenidos del médulo

5.1 Las leyes de Kepler
5.2 La gravitaddn es una fuerza central
5.3 La ley de gravitagin
5.3.1 La constante de Cavendish
5.3.2 Fuerzas centrales y ley de &asas
5.3.3 La constante de Kepler
5.3.4 La masa del Sol La teorfa newtoniana de gravitacién per-

5.3.5 La masa de la Tierra mite describir el movimiento del sistema
Tierra-Luna.

Objetivos del médulo

1. Presentar las tres leyes de Kepler del movimiento pleneta

2. Demostrar que, de acuerdo a laatinica, la gravitadin es una fuerza cen-
tral.

3. Presentar la forma general de la ley de gravdtaciniversal.

4. Estudiar el ratodo de evaluaén de la constante de Cavendish.

5. Demostrar que la segunda ley de Kepler se cumple paraafueentrales.

6. Evaluar y realizar aplicaciones de la constante de Kepler

7. Calcular las masas de la Tierra y el Sol p@todos astrobmicos.

Preguntas basicas

. ¢,Cidles son las leyes que rigen el movimiento planetario?

. ¢ Q& se entiende por una fuerza central?

. ¢, Cl es la forma general de la ley de gravitatuniversal?

. ¢, De gé cantidades depende la fuerza de gra\Gta®i

. ¢ @mo se evila la constante de Cavendish?

. ¢, De la nodén de fuerza centralbeno se deduce la ley de laseas?

. ¢ Q& carateisticas tiene la constante de Kepler?

. ¢ ®mo pueden calcularse poetodos astradmicos las masas de la Tierra
y el Sol?

CO~NO U WNEPE

Introduccion

La idea de que la explicam del movimiento planetario necesitaba el concurso
de una fuerza era bastante clara para varios investigaglolagépoca de Newton.
La Tierra no era ya considerada como el centro del universtedgue fue acepta-
do el sistema helidmtrico de Coprnico que reempl@zel antiguo geocentrismo
griego y medieval. De acuerdo con el modelo de&afeo, alrededor del Sol giran
los planetas, entre ellos la Tierra. Si esta posee graveatatgn deben poseerla
los den@s planetas, el Soly la Luna.

Gilles de Roverbal, cerca defia 1643, pensaba que cada parta de materia
es capaz de ejercer una duatisobre cualquier otra, por lo cual, en particular, la
Lunay la Tierra se atraen, y la Luna no cae sobre la Tierraddebla resistencia
gue presenta déter, medio sutil que ocupa todo el universo.

Oscilaciones y Campos 35



Alonso Sepllveda

Alfonso Borelli, en 1665, opinaba que la atrdmtientre los cuerpos era con-
trarrestada por una tendencia céfotga a abandonar la trayectoria curva siguiendo
una trayectoria tangente. Supamjue, adems de la atracon, era necesaria una
fuerza tangente.

En la mismapoca, Robert Hooke deeque el movimiento planetario piedex-
plicarse con los mismos principios que describen el moviipendular y que en
los calculos detallados delian tenerse en cuenta las atracciones entre los diversos
cuerpos celestes, con lo que anticlp idea central delaculo de perturbaciones.
Descubrd luego que la fuerza que mantiene a los planetas en moviorééneide-
dor del Sol debe ser inversamente proporcional al cuadradedistancia que los
separa dél.

Aunque Newton hdla encontrado esta ley unos dié¢ma antes, Hooke recla-
mo el derecho del descubrimiento aun cuando sus modelosest@aneforbitas
planetarias circulares. Newton fue el primero en demosguiarel movimiento en
elipses, el cual corresponde atabitas planetarias, es causado por una fuerza cen-
tral del tipo inverso cuadrado. Hooke, Halley y Wren cdaada forma mateitica
de la ley y su cone®in con la tercera ley de Kepler, pero no lograron conectarla
con las otras dos leyes de Kepler.
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2. Gravitacién

5.1 Las leyes de Kepler

Las leyes del movimiento planetario descubiertas a coragedel siglo XVII por
el astbnomo polaco Johannes Kepler afirman que:

1. Los planetas recorrdénmbitas €ipticas con el Sol en uno de los focos (figura
5.1).

2. Larectatrazada desde el Sol al planeta (Ilamada el radion) barréareas &

iguales en tiempos iguales. (Se le conoce como ley daréss.)

3. El cuadrado del pardo de revoludin de un planeta alrededor del Sol es
proporcional al cubo de su distancia media al Sol.

i

‘/\

Johannes Kepler (1571-1630)

Astrénomo aleman. Los datos astronédmi-
cos obtenidos por él en el observato-
rio astronémico de Tycho Brahe, con
quien trabajé desde 1600, le permitieron
obtener sus tres leyes del movimiento
planetario, enclavadas en una astronomia
heliocéntrica de tipo copernicano. Es-
tas leyes eliminaron los epiciclos y las

_— ecuantes de Ptolomeo y Copérnico, pro-

piciando el nacimiento de la nueva as-
Figura 5.1. Lasorbitas planetarias son elipses en las que se satisface la leyatedas tronomia newtoniana. Trabajé también
sobre éptica, en particular en la refrac-
La primera ley elimina laérbitas circulares y las combinacionestubitas cir-  cion de la luz. Publicé diversas obras en
culares de la astrondengriega y copernicana. Ya no hay ecuantes, néeticas, ~ OPtica y astronomia: Dioptrica, El miste-
ni epiciclos, solo una elipse para cada planeta. La segeydalimina la uni-  "° €0Smico La armonia del mundoentre
formidad del movimiento pues revela que a mayor distandi§demenor es la  °™*
velocidad del planeta.
En efecto, en la figura 5.1, en la que las dwsas sombreadas son iguales,
puede verse que el aré&B correspondiente a la distancidmma del planeta al
Sol es mayor que el ard®D asociado a la distanciaarima. En consecuencia,
como las dosareas son barridas en el mismo tiempo, los aAkBy CD tardaan
lo mismo en ser recorridos, y cor&B > CD, entonces la velocidad del planeta
sela mayor mientras menor sea su distancia al Sol.
La tercera ley, conocida contey arnbnica,tiene la forma

T2 =KR?, (5.1)

dondeT es el peiodo de revoluén del planeta alrededor del SoRsu distancia
media, definida como el semieje mayor de la eligéela constante de Kepler,
tiene el mismo valor para el movimiento dealquierplaneta alrededor del Sol;
su valor puede ser establecido sin dificultadl ss el petodo terrestre (1) y
R la distancia media Tierra-Sol (150 millones debkiletros). Si como unidad de
tiempo escogemos efia y como unidad de distancia la de la Tierra al Sol conocida
como Unidad Astroamica (UA), puede escribirse, de (5.1):

T2=R (5.2)

)

conRen UAYT en dios. Para el movimiento de los 8hites de un mismo planeta

Vea la animacién Ley de lasareasen su
multimedia de Oscilaciones y Campos.
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Edmund Halley (1656-1742)

Matematico y astrénomo inglés amigo
de Newton, quien le animé a escribir los
Principia y financié su publicacién. Uti-
lizando la teoria newtoniana de gravita-
cién calculd por vez primera la érbita de
un cometa de 1682, afirmando que era
el mismo observado en 1531 y 1607, y
que retornaria en 1758, lo que en efecto
ocurrié. En su honor este cometa lleva su
nombre. Fue visto también en 1835, 1910
y 1986. Entre 1698 y 1700 realizé una ex-
pedicidn cientifica maritima para estudiar
la declinacién magnética, lo que le permi-
tié hacer el mapa magnético de la Tierra.
Desde 1720 fue director del Observatorio
de Greenwich. Realizé medidas muy pre-
cisas de la distancia Tierra-Sol utilizando
el trdnsito de Venus frente al Sol.

Alonso Sepllveda

la constante de Kepler cambia y es cierto Gde= K'R.

Desde le&poca de los griegos es conocido elipdo de revolu@n de los pla-
netas respecto a las estrellas. La tercera ley permite@gaalcular su distancia
media. Por ejemploupiter tiene un péodo de 11.9 Bos, de modo que su distan-
cia media al Sol es d@=T%3 =52 UA.

La ley armbnica permite deducir que la velocidad de un planeta es taaywr
cuanto n&s cerca se encuentre del Sol. Si, por simplicidad, se suptn@rbita
circular, entonces, de=2nR/T y de (5.1), por eliminaéin deT se concluye que

4112
V= ——.
KR
En consecuenciajpiter se mueve as lentamente que Marte, y estastienta-
mente que Mercurio.

Ejemplo 5.1

Si el pefodo de la Luna alrededor de la Tierra es de #85d¢cal debe ser el
pefiodo de un s#&ite que orbita la Tierra a una distancia ge.@ de la distancia
Tierra-Luna?

Solucion:

De la tercera ley de Kepler para el sistema Tierra—LL]faza:: K’R\S, y para el
sistema Tierra-satite: T2 = K'R®, dondeK’ es la constante de Kepler. Por elimi-
nacbn deK’ se tienel = To(R/Ry)%/2 = 28/10%2 dias.

5.2 La gravitacién es una fuerza central

La demostradéin de Hooke de que el movimiento de la Tierra alrededor del Sol
(supuesto circular, por simplicidad) es causado por unaédLeentral, dirigida ha-
cia el centro del Sol, se basa en la exgrasibtenida por Christiaan Huygens para
la fuerza cenipeta. Si se quiere mantener un planeta de masa movimiento
circular alrededor del Sol es necesaria una fuerzaipetdrde la forma:

V2
Fe=m—.
© r
Si se asume que el planeta se mueve uniformemente, su \&lqeictde ex-

presarse como el cociente de su circunferencia y Sogealrededor del Sol:

B 21
T
Se obtiene entonces:

Armr
FC - —T2

La tercera ley de Keple€ = Kr3) puede ser usada g@qpara eliminaiT 2, con
lo cual:
4m 1
o= 12
En consecuencia, la fuerza cépéta que mantiene un planeta en movimiento
circular alrededor del Sol debe ser inversa al cuadrado distancia. Este es en
esencia el argumento de Hooke.
En el momento en que Newton comienza su graesis, hay un conjunto
de elementos dispersos que es necesario poner en congardasdres leyes de

(5.3)
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Kepler, las leyes de la @ libre, la noddn de inercia, las leyes de movimiento, la
fuerza cenfipeta y la idea de la gravitam como una fuerza.

Newton asume que la fuerza de gravedad de la Tierra, redgerdmla cada
de los cuerpos, se extiende hasta la Lunay es la causantemaesniento alrede-
dor de la Tierra. Si esto es correcto débexistir una conekin entre las acelera-
ciones de la dda libre y cenfipeta de la Luna con el radio de la Tierra y la distan-
cia Tierra-Luna. La reladn entre la aceleraimn centipeta de la Lunagg = v?/r)
y la aceleradin de la gravedadyf para un cuerpo cercano a la superficie terrestre
es

a V2

g g

Al reemplazar por los valores = 27 das,r = 380000 km yg = 9,8 m/<,
conocidos en l&poca de Newton, se obtieag/g ~ 1/3517, donde elisnbolo~
significa “aproximadamente igual a”.

Si la aceleradin de gravedad, ség (5.2), depende del inverso cuadrado, en-

tonces:
aa R
g r2’

dondeRy r son, respectivamente, el radio terrestre y la distancigaFieuna.
Puesto que ~ 60R, es cierto entonces qag,/g ~ 1/3600, rumero bastante cer-
cano a ¥3517.

La concordancia entre estos dasmeros revela @n plausible es la higesis
newtoniana sobre la existencia de iméca fuerza responsable del movimiento de
la Lunay de los proyectiles.

Los calculos presentados dcgon simplificaciones del caso real en quérai-
ta es una elipse con la Tierra en uno de los focos. En su Rbrzipia Newton
establece su formulami general que en este aspecto se sintetizéaasayectoria
paralblica del proyectil galileano y larbita elptica kepleriana son generadas por
la misma acdin, la fuerza de gravita@n terrestre.

5.3 La ley de gravitacion

Consideraciones bastante simples han permitido conaleisgel movimiento de

la Luna es debido a una fuerza, esta debe seripetdry debe variar con el inverso
del cuadrado de la distancia. Newton congiue el movimiento de la Lunay de
una manzana en feha libre son causados por una sola fuerza que se extiende de |
Tierra a la Luna: la gravedad terrestre.

¢ Qe otros factores determinan esta ley de fuerza? Con el fin eligasarlo
y lograr construir la ley de gravitam, consi@&rese una situa@n particular, la
atraccon entre la Tierra y una manzana, con masag my, y separadas entre sus
centros una distancia(figura 5.2 ).

Si se asume, con Newton, quepelsode la manzana corresponde a la fuerza
gravitacional que la Tierra ejerce sobre ella, entoncesstouque el peso es pro-
porcional a la masa, la fuerza gravitacional ejercida pdiidara es proporcional
a la masa de la manzana, esto es:

FOMmy.

Por otro lado, de acuerdo a la tercera ley de Newton, la mardelpe ejercer

sobre la Tierra una admi igual en magnitud y opuesta en diréagipor lo que la
Escuche la biografia de Newtonen su mul-

timedia de Oscilaciones y Campos.
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mm

Figura 5.2. La Tierray la manzana se atraen con fuerzas iguales y opuestas.

fuerza de gravedad ejercida por la manzana sobre la Tielbes# proporcional
a la masa de esta;igaues:

F'Om.

Puesto qu& = F’, debe ser cierto que
F O mmp. (5.4)

De esta ecuabn y (5.3), equivalente a la proporcionalidadl 1/r2, es posible
escribir la ley de fuerza que gobierna la @ccgravitacional entre la manzanay la

Tierra:
MMy,

FO =)

Asumiendo quéodoslos factores han sido tenidos en cuenta, esta expres
proporcionalidad puede ser transformada en una igualddthmte la introducdin
de unaconstante universatonocida como constante de Cavendish. Entonces:

F— Gr?zm“. (5.5)

Esta ecuadin ha sido propuesta pensando solo en laGacaiutua entre la
Tierra y una manzana. En otro lugar se ha dicho que lgaate la Tierra se
extiende, al menos, hasta la Luna. No e&diceptar la idea de que la gravitaoi
debe ser extendida a los otros planetas en su églacin el Sol, a la interadmn
de los planetas y sus lunas y, en general, a las acciones srentra todas las
porciones de materia existentes. Este paso, dado por Nexg@hque da origen a
la teoiia de la gravitadin universal

En forma completamente general puede enunciaise as

Cada pareja de pattulas, de masasqy mp, separadas una distanciaejerce
entre $ una fuerza gravitacional atractiva, proporcional al precto de sus masas
e inversa al cuadrado de la distancia que los sepdtaplicitamente, la fuerza
atractiva quamy, ejerce sobre, es de la forma:

G N
Fi1.0=— r:hz'mzur . (56)

En esta ecua6n, como se indica en la figura 5.3, es un vector unitario
dirigido del cuerpo 1 al 2. El signo menos afirma que la fuerzeitacional es
atractiva. Correspondientemente, la fuerza gravitatigueam, ejerce sobrem es
opuesta a (5.6), esto d5i .1 = —F1_.».
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m; Fi

Figura 5.3. Fuerzas gravitacionales entre una pareja de masas puntuales.

Ejemplo 5.2

La masa de Upiter puede calcularse conociendo losgpaetros de uno de sus
saklites. Por ejemplo, lo tiene un pedo de 177 das y ungdrbita de radio £2 x
10° km. ¢ Cil es la masa dépiter?

Solucion:
Puesto que la fuerza gravitacional es cigetia, la ejercida poripiter, de masi,
sobre uno de sus $&dites, de masm, puede escribirse:

mvZ  GMm

r 2’

y comov = 21 /T, se concluye que

M = 4mr3/T2.

Al reemplazar los datos se obtiele= 6,99 x 10 kg.

Ejemplo 5.3

Calcule la fuerza de gravitdm que las dos masas iguales de la figura 5.4 ejercen
sobre la tercera masa.

my=3

Figura 5.4. Masas en el ejemplo 5.3.

Solucion:

La teoiia de la gravitaéin admite que la fuerza que un conjunto de masas puntuales
ejerce sobre otra magaes igual a la suma vectorial de las fuerzas que cada una
ejerce sobren. Asi, las componentes netas de las fuerzas sohison:

Gmgm G G

ZFX:— 2; 1 cosa + ':;mzcosa:a—gb(—ﬁhwrmzc),
Gmgmy Gmzm, G

Y Fy=——zsena— —5—sen = ——z=(md+md).
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Henry Cavendish (1731-1810)

Fisico y quimico inglés, excéntrico y timi-
do, descubridor del hidrégeno, al que hizo
arder en el interior de una vasija cerrada
para obtener agua. Demostré la presencia
de CO; en la atmésfera y estudid el dcido
nitrico. Uno de sus trabajos mas impor-
tantes lo realizé utilizando una balanza
de torsidn, construida por él, para medir
la constante de gravitacidn, que ahora lle-
va su nombre, con una aproximaciéon de
1%. Se anticipé a Coulomb en su ley de
inverso cuadrado y a la regla de Ohm que
relaciona voltaje y corriente. Fue miem-
bro de la Real Sociedad de Londres desde
1760.
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Asi pues:

[i(mg —my)c+j (M +my)d].

GM;3
F="%

Cond=ay3/2yc=a/2:

_ GMs
T 282

F [l(n12—m1)+f(nlz+m1)\/§].

Basta reemplazar los datos conocidos.
5.3.1 La constante de Cavendish

El nimeroG que aparece en (5.6) es una constante universal, asociadakie

de Henry Cavendish, quien la evalan 1798 utilizando medidas terrestres. Como
se veh en los ejercicios posteriores, esta constante puedeaeslpor rdtodos
puramente astr@micos. La novedad del@odo de Cavendish fue poner en inter-
accbn masas de tarfias relativamente peqiies. El valor de esta constante en el
sistema M.K.S. es de&73x 1011 Nm? /kg?.

wg
—» fibra de torsion
&>

espejo

mﬂﬂscala

Figura 5.5. La balanza de Cavendish permite medir la consté@nte

La balanza de Cavendish (figura 5.5) consta de dos esferagfasgmontadas
en los extremos de una varilla horizontal delgada, sostesndsu centro por una
fibra vertical de propiedades torsionales conocidas. Unigiegespejo fijo a la
fibra permite reflejar un haz de luz que da la medida de la ftaie las esferitas,
debida a la acéin gravitacional de otro par de esferas mayores mantenjdss fi

Una vez conocido el valor d8 es posible realizar una amplia gama décao-
los, como: fuerza gravitacional entre cualquier parejawdEms;orbitas plane-
tarias, de cometas y &ites; masas de cuerpos gravitantes; campos de diversas
distribuciones de masa. A continuacise estudian algunos ejemplos sencillos.

5.3.2 Fuerzas centrales y ley de las areas

Sedin la teofa de Newton, la fuerza de gravedad ejercida por el Sol vareoadin
—0y. Esto significa que se trata de uingrza central dependiente en suadulo
de la distancia al planeta, por lo cual puede escribirse cofe- f(r)d,. En
consecuencia el torque que un planeta experimenta debédgraditacbn del Sol
es

T=rxF=(r0;) x(f(r)ay)

=rf(r)a, x0, =0,
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y puesto que el torque y el momento anguladestonectados por la exprési

T =dL /dt, se infiere quel momento angular del planeta es constante en el tiem-
po. L =r xp=nr xv=cte. Ad pues, comd. es constante y perpendicular al
plano formado por y v, se concluye que este plano permanece invariable en su
orientacon a medida que el planeta se mueve alrededor del Sol.

La conservadn del momento angular en el movimiento de un planeta tiene
otra consecuencia importante, conocida como ley dédeas. De acuerdo a la
figura 5.6, el radio vector que va del Sol al planeta barrénea diferenciatl A
en un tiempalt. La geometia anaitica asegura que eséaea tiene una magnitud
[r xdr|/2,y comaodr = vdt, se tiene queA/dt = |r x v|/2. Puesto quk =mr xv
se concluye que:

dA |L|
dt  2m’

Como|L| =L es una constante del movimiento taéio sed dA/dt. De
aa se sigue que el radio vector que conecta el planeta y el Beldraas iguales
en tiempos iguales, afirmaei conocida como la segunda ley de Kepler. &sda
para fuerzas centrales independientemente de la formafaiedian f (r).

Esta conclugin contrasta con la primera ley de Kepler, sobreéldstas eipti-
cas, que esalida solo para fuerzas centrales de la forrie? 1En losPrincipia,
Newton demostr que las fuerzas centrales de la form@a®ldan lugar adrbitas
circulares, dpticas, parablicas o hiperblicas, dependiendo de las condiciones
iniciales del movimiento. Estas curvas se conocen cainicas

dA

dr,

Figura 5.6. Geometra para la demostrami de la ley de laareas.

Ejemplo 5.4

El afelio y el perihelio (3 y rp) son, respectivamente, lagxima y la ninima
distancia del Sol a la Tierra. Conocida la velocidad de lardien el perihelio
(vp), calcule su velocidad en el afeligyj.

Solucion:

Teniendo en cuenta que la velocidad y el radio vector sonepéipulares en el
afelio y el perihelio, como se concluye de lafica 5.1, la conservam del mo-
mento angular se escrilbgvy = rpVp, por 1o cualva = rpvp/ra.

5.3.3 La constante de Kepler

La ecuaddn (5.3) se refiere a la fuerza de gravitaciejercida por el Sol sobre
un planeta de maga; de la ley de gravitaéin universal (5.6), podemos evaluar
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tambien la fuerza gravitacional entre el Soh(= my) y el planetaif, = m). Puesto
que las dos expresiones deben ser coincidentes, puedansscri

F_ (4n2m> 1 Gmm

K 22
Se obtiene, para la constaitede Kepler:

K= ﬁ. (5.7)
Gmy

Esta expregin muestra que en efecto, como lo propuso Kepler, la comdtant
es la misma para todos los planetas. Basta observar queddepelo de la masa
del Sol, que es el centro de los movimientos planetarios.

Es simple constatar que la constamtetoma otro valor si se considera el
movimiento de los satites deun mismoplaneta. Por ejemplo, la constante de
Kepler para el movimiento de los &dites de dpiter, cuya masa asy, tiene la

forma
K ar?
Gmy’

5.3.4 La masa del Sol

Reemplazando (5.7) en la tercera ley de Kepler (5.1) serabkiesiguiente expre-
sion para la masa del Sol:

AR

~GTz
dondeT es el peiodo de revoludin de cualquier planeta del sistema solar, supues-
ta unaorbita circular de radi®. Sea, en particular, la Tierrd & 1 aio= 3,15x
10" s,R= 150x 10° km). Con estos datos se obtieng;= 2 x 10°° kg.

¢,@mo rehacer esteéitculo para obtener la masa de la Tierra?

Si se conoce la distancia de un&daé a su planeta y su gedo de revoludn,
puede calcularse la masa del planeta.

5.3.5 La masa de la Tierra

En la secdn 5.3, un argumento en la constrfatide la ley de gravitaodn es la
identidad, propuesta por Newton, entre la fuerza de gi@bitaque la Tierra ejerce
sobre un objeto y el peso de este. De la ley surgida de estaglemaciones surge
una consecuencia importante concerniente aitdadére.

Consickrese una vez as la manzana de Newtom{). La atracobn que la
Tierra (m) ejerce sobre ella eéstdada por (5.5):

F = MM
r

El pesode un cuerpo es proporcional a la masa, como ha sido vistocemssl
anterior deFisica |, de modo qu&V = myg, dondeg representa la aceleréci de
gravedad terrestre. Por tanto:

G
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2. Gravitacién

En consecuencia, la aceler@eide gravedad terrestre tiene el valor

Gm
A partir de esta ecuammn pueden hacerse al menos dos consideraciones impor-
tantes, a saber:

1. La aceleraéin de gravedad terrestre @sieterminada por la masa de la
Tierra y la distancia (consideraciones posteriores han de demostrar que la
gravedad en el interior de la Tierra aumenta coiEn cercaras de la super-
ficie terrestrei( ~ R= 6370 km) el valor dej es cercano a 9.8 nf/do que
permite calcular la masa de la Tierra, ob&ose un valor de,86 x 10°*

kg.

2. Laecuadn (5.8) permite concluir que el valor de la acelebadle gravedad
disminuye con la altura (desde la superficie). El cocienteda aceleraéin
de la gravedad a la distancia de la Luna y la gravedad en lafmipela el
valor correcto para el cuadrado de la rebacentre el radio terrestre y la
distancia Tierra-Luna, como se vio en la séoch.3.
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Médulo O

El campo gravitacidnal

Contenido del médulo

6.1 La nocon de campo gravitacional
6.1.1 Tres teoremas importantes

Objetivos del médulo

1. Introducir lasineas de campo gravitacional.

2. Definir el campo de gravitamn.

3. Aplicar a la gravitadn el principio de superposim vectorial.

4. Proponer las ecuaciones que describen el campo de umaideepaitulas
y de una distribud@n continua.

5. Estudiar la unidades del campo de gravéaci

El telescopio espacial, en érbita alrededor
de la Tierra, permite observar el universo
con gran detalle.

Preguntas basicas

. ¢ Q& es unaihea de campo?

. ¢ @mo se define el campo de gravedad de una masa?

. ¢ Q& propone el principio de superposigipara fuerzas?

. ¢@®mo es el campo de un sistema de masas y de una disfnibcmntinua?

. ¢,Hay diferencia alguna entre acelebaaie gravedad y campo de gravedad?
. ¢, Cidles son las unidades del campo de gravedad?

OO0 WNPE

Introduccion

Newton propuso su tefar de gravitadn como una teda deaccion a distan-
cia; esto quiere decir que una masa como el Sol es capaz de genienes en
puntos lejanos del espacio. Aunque esta idea fue rechapadi@spseguidores de
Descartes que eXign la presencia de ua&cion por contactpde un modo paulati-
no gard aceptadn hasta que en el siglo XIX fue aceptada con cierta nataclid

En este mdulo se propone la ndm decampo gravitacionay se demuestran
tres teoremas importantes concernientes al campo en ebextel interior de un
cascabn esérico, y al campo en el exterior de una distriliucesérica de masa.
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6.1 La nocién de campo gravitacional

De acuerdo con Newton, un cuerpoé&sfo de masaM, como la Tierra, ha de
atraer gravitacionalmente a un “cuerpo de pruehaomo la manzana de Newton,
colocada en sus alrededores. La fuerza es radial y deperidevdesa de ambos
cuerpos y la distancia entre sus centros. Puestdvjas un cuerpo de gran masa
en comparacin conm, permanecér practicamente en reposo bajo la d@xctide

m. Podemos, aslocalizarm en cada punto del espacio (figura 6.1) y trazar el
correspondiente vector de fuerza que indica su aftaqmrM, a la que sin prdida

de generalidad consideramos puntual. El espacio entedeplemarse con estos
vectores. Con el fin de presentar la sitéacile un mododcilmente visible puede
trazarse un conjunto dénkas igualmente espaciadas angularmente (figura 6.2)
gque da informadin en cada punto sobre la diremgide la fuerza gravitacional,
donde lasiheas esn nas juntas, mayor saia magnitud de la fuerza. Puesto que
las ineas estn mas separadas cuanto mayor es la distancia al centro, lafuerz
decrece con la distancia.

~.
~~o
~
~

Figura 6.1. Lineas de fuerza gravitacional.

Figura 6.2. Representadn de lasineas de fuerza gravitacional que muestra la simetr
eskrica.

Puede asumirse que ldaéas representan.as que &, al cociente: /m que
no depende de la magnitud de la masa de prueba. A este cocigygemagnitud
esF/m=g= GM/r?, se le conoce como eampo gravitacionatie la masav.
Es una cantidad que depende solo de la masa que genera elydmlaodistancia
r desdeM al punto del espacio donde se migle

Desde el punto de vista matético el campo gravitacional de una masan-
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tual M est enteramente especificado por la magnitud y diéecdel vector
_E_ oMy 6
Ahora bien, la teda de Newton considera que la fuerza de gravitagiuede
ser sumada vectorialmente, es decir, satisface el prondipsuperposién vecto-
rial. Esto significa que la fuerza de gravitacidebida a una coledn de pequi@os
cuerposmg, mp, Mz - - -, sobre al@n otro corfisculo de prueba de masa(figura
6.3), puede escribirse en la forma:

n .
GMimy, 6.2)

n
F: ZF|Hm:—Z—2 Uri.
= = R

m

o~ -
SN Y
- 3
m ’/’ WZ3 /
é’ ()/ /”4
/
/
/
/
/

m4d

Figura 6.3. Fuerza gravitacional de un conjunto de masas sobre lamasa

La expresbn F;_.,, describe la fuerza gravitacional que la pauta de masay
ejerce sobre aquella de masaEl vector unitaricdy, va dem am.

Si la anterior ecuadin se divide pom se obtiene el campo gravitacional en el
puntoP, asociado al sistema aeparfculas. Es importante notar que en alaulo
del campo de gravita@h en un puntd solo importan las fuerzas ejercidas por las
n parfculas sobre una masa de pruebaolocada erP sin importar las acciones

mutuas entre lag pariculas.
Para el caso simple de dos pamlas de igual masa suméas de campo se

muestran en la figura 6.4.

3
7

Figura 6.4. Campo gravitacional de dos masas iguales.

A
=

En dntesis, el campo de una parila puntual se describe con (6.1), y el de un
sistema de paitulas con (6.2). Un caso de suma importancia es el de unauerp
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extenso, como una esfera, un cilindro, una placa o tmealde masa. Estos cuer-
pos, desde el punto de vista dalaulo diferencial, pueden considerarse formados
por elementos diferenciales cuya suma sigue una reglapte{@i2), solo que en
vez de una suma se tiene una integral, Ascampo de gravitaéh de un cuerpo
gue ha sido descompuesto en diferenciales de masa de nebghit(figura 6.5)

esh dado por:
[ dFgM—m _ GdM.,
R e 6.3

donde ahora, de acuerdo con la figura 6,5€1ala en la direcéin que va delM
al punto del espacio donde se éd).

Figura 6.5. Geometra para el élculo del campo de gravitam debido a un elemento
diferencial de masa.

El diferencialdM depende en general de la po8iti pues existen distribu-
ciones inhomogneas de masa, lineal, superficial o voldrica. En los casos ho-
mogeneos, la densidad es constante.

De acuerdo a la definionh (6.1) del campa, es posible expresar la fuerza de
gravedad que un cuerpo de mas&xperimenta en un campo gravitacional en la
forma:

F=mg. (6.4)

Esta es la generalizari de la ecuadin que describe el peso de un cuerpo en
cercaias de la superficie terrestre, como se vio en el curso antiibisica |,
solo que ahora implica un campo de gravedad no necesariacmrgtante e igual
a 98 m/<. Ha de observarse entonces que el peso de un cuerpo disncimmiye
alturay que, de (6.4), las unidades del campo de gravedddisteena M.K.S. son
N/kg, es decir, mA ad pues, el campo de gravedad tiene unidades de acéleraci

Ejemplo 6.1
Campo de gravitacbn de una varilla homogenea de longitudL y masaM (figu-
ra 6.6).

Solucion:

Como la varilla es homdmea es cierto que su densidad lineal de mMasa cons-
tante:A = M/L = dM/dx, por lo quedM = Mdx/L. La component& del campo
de gravitaddn generado por la masa diferenaidl es:

don — gdM _ GM™ dx
ST Thx2 T T L h—x?
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JR
&
X~

Figura 6.6. Geometra para el élculo del campo gravitacional de una varilla uniforme.

y en consecuencia:

_ GM /b dx  GM 1 p
=" h—x2~ L h-xla

~ GM

~ (h—a)(h—Db)"

Se ha tenido en cuenta gque= b— a. Pruebe que la componergg es nula.
Obsrvese que en eirhiteh>>ayh>>b:

B GM _GM
= h1_an)@_b/h)  n

lo que indica que, vista a gran distancia, la varilla séw&mo un punto.
6.1.1 Tres teoremas importantes
Teorema 1:

El campo gravitacional en el exterior de un casgaresérico homogneo es el
mismo que si su masa estuviese concentrada en su ¢égtna 6.74).

z
P P
p
dg *
r dM
z
0/R
(a) (b)
Figura 6.7. Geometra para el alculo del campo gravitacional en el exterior de un castar
eskrico.
Demostracbn:

Puesto que la densidad superficial de masas constante, es cierto que=
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M/A=dM/dA dondeAy dAson elarea total y ebrea diferencial (figura 2.13);
comoA = 4?2y dA=r?senfd0d¢, el diferencial de masa se expresa como:

dM = Msen8d6 dg /4. (6.5)

De otro lado, el teorema del coseno (figurab® guede expresarse en las dos

formas siguientes:
R? =7 +r2—2zrcosa, (6.6)
r? =7 +R?—2zRcosh. (6.7)
De (6.6) se sigue, tomando diferencialeStése que es constante):

rdr = zRsen6df. (6.8)

Si se elimina se@d6 entre (6.8) y (6.5) se obtiene:

_rdrd¢

dM R

(6.9)

Ahora bien, el campo de gravedad en diréo@y en el puntd® en el exterior
del cascan, debido a un elemento diferencial de meb4 es:

GdM GMrdrd¢
AG = — 7~ COS0 =~ —RE

(Z-RP+r?), (6.10)

de modo que el campo neto eest dado por la integral:

GM [#R[(Z-R?)
%= "42R ), g [ r2 *4““

cuyo resultado,
_GM

22
es icentico al campo er de una masauntual M Solo hay campo radial, y de-
bido a la simefia y a la uniformidad de la distribum de masa, cada componente
tangencial del campo es compensada exactamente por otreeecish opuesta,
lo que cancela el campo tangencial neto.

gZ_ 9

Teorema 2:
El campo gravitacional en el interior de un caséaresérico homogneo es nulo.

Demostracbn:
De la figura 6.8 esdcil ver que en este caso el campaast dado por:

dg,=— GrdzM coq180—a),

de donde se tiene que el campo neto es:

GM Rtz [(ZZ—RZ)

2R, | 2 +1}dr.

0z=

Ob<rvese que, respecto dlculo del teorema 1, solo ha cambiadoigiite
inferior de la integral. El resultado de la integral es cero.
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A

Figura 6.8. Geometra para el &lculo del campo gravitacional en el interior de un casgar
eskrico.

Teorema 3:
El campo gravitacional en el exterior de una distribdiciesérica de masa de
densidad constante es el mismo que si su masa estuviesatadaeen su centro.

Demostracibn:

Del teorema 1 se concluye que en el exterior de un caseserico homogneo de

radiozy masaM el campo gravitacional eg= GdM)/r?. De acuerdo a la figura

6.9 el campo euz debido a la mask est dado pog = (G/Z?) [dM = GM/Z.
Se propone como problema demostrar que el campo gravitd@onun punto

r, en el interior de una masa ésta homognea de radi®, esg= GMr/R.

-

Z4

Figura 6.9. Geometra para el élculo del campo gravitacional en el exterior de una dis-
tribucion esérica.
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Médulo [

Energia potencial y potencial gravitacional

Contenidos del mdédulo

7.1 Ener@a potencial gravitacional
7.2 Potencial gravitacional
7.2.1 Distribuciones de masa

Objetivos del médulo

1. Estudiar, para el caso gravitacional, los teoremas bejoa energa poten-  En este grabado antiguo el hombre se
cial y cinética. asoma al borde del universo para ver su

. Definir la energa potencial gravitacional. maquinaria.

. Estudiar la conservami de enera cuando hay gravitain.

. Demostrar que la fuerza de gravitaties conservativa.

. Definir el potencial gravitacional.

. Establecer la conexn entre campo y potencial.

. Escribir la forma del potencial para un sistema deipales y una distribu-
cion.

NOoO O~ WN

Preguntas basicas

. ¢ ®mo se define la endagpotencial gravitacional?

. ¢, Es conservativa la fuerza de gravibaGi

. ¢, 0bnde puede escogerse cero la efeepptencial gravitacional?

. ¢ Q& significa velocidad de escape?

. ¢ ®@mo se define el potencial gravitacional de unaipald, un sistemay
una distribugdn?

A DAWNPFP

Introduccion

En esta secoin se generaliza la ndm de enera potencial gravitacional que
en el curso anterior d€isica | fue introducida para el caso de acelepacte
gravedad constante. Este desarrollo permite reconsarexpresin para conser-
vacion de enerf me@nica, que a su vez conduce a la condusie que la fuerza
de gravedad es conservativa. Se introduce adicionalmamecbn de potencial
gravitacional.

Estos conceptos se aplican a distribuciones discretastinoes de masa.
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7.1 Energia potencial gravitacional

Con el prosito de extender la ndm de enera potencial gravitacional al caso
general contemplado en la témde Newton de gravita@n es necesario evaluar el
trabajo realizado por una fuerza de la forma (5.6), debidazaniasa puntual
que acha sobre una pddula de prueba. Para que el campo gravitacional ide
muevam entre los puntoay b es necesario que realice un trabajo

b b
W= /Fdr /GMmrdrffGMm/ dr

_ GMm_ GMm
a M ra

_GMm
oo

) = — (Ep(b) —Ep(a)) . (7.1)

Se ha tenido en cuenta qlge-dr = dr y se ha definido la eneig potencial
gravitacional de la paidulam ubicada en el puntodel campo déV, en la forma

Ep(r) = _G'\r"m. (7.2)

La ecuaddn (7.1) es la nueva veisi gravitacional deleorema del trabajo y
la enerda potencial gravitacionalConviene observar que la defiriai (7.2) ha
sido propuesta en forma tal que la enargotencial gravitacional es nula en el
infinito: Ep(e) = 0. Esta calibradn de la enerig potencial solo puede hacerse
para distribuciones de masa de exténdinita.

De (7.1) se puede concluir que el trabajo realizado a lo ldegona trayecto-
ria cerrada es nulo, por lo cual la fuerza gravitacional eseovativa. De modo
equivalente, el trabajo realizado para mover un cuengntre los puntoay b
depende solo de las coordenadas de estos puntos y no declketdrégy espdtica
entre ellos.

El anterior teorema puede complementarse con el correggaateorema del
trabajo y la energp cinética, si se evdla el trabajo de acuerdo a la segunda ley de

Newton:
/ .dr = / m— -dr = m/ dv-v
— 2?0 = (3mi- mv2) Eb)-Eo@).  (73)

De (7.1) y (7.3) es posible concluir que
1 M 1 M
v GMm . GMm

= 7.4
2 la 2 rp ’ (7.4)

expresbn correspondiente a leonservadn de la energa me@nica (cinética y
potencial gravitacional), de una masa puntual en el cammtrdenasa puntual o
en el exterior de una masa esta homognea.

En forma general, la conservaoide la eneng puede plantearse en la forma:

[Ec+ Epla = [Ec+ Eplp,

dondeE, es la ener@ potencial gravitacional de una fatlam ubicada en el
campo gravitacional de cualquier otra peauta o distribuacdn.

Ejemplo 7.1
Velocidad de escapeCalcule el valor rinimo de la velocidad con que un cuerpo
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debe ser lanzado desde la superficie terrestre para queekrap campo gravita-
cional.

Solucion:

Las condiciones iniciales de pogaiy velocidad sowg y R. Escapar del campo
de gravedad terrestre significa alcanzar una distaneiaco con una velocidad
minima, es decir, cero. Apues, reemplazando en (7.4):

1 GMm
= \,(2)_ —

oM RO

de donde se concluye que= /2GM/R. Obsrvese que la velocidad de escape
es independiente da. Reemplazando los valores 8ty R dados en la tabla al
final del mbdulo, se tiene quey = 1,12 x 10* m/s es decir: un objetoualquiera
lanzado desde la superficie terrestre con una velocidad ,@ekfrils escaparde

la gravedad terrestre.

7.2 Potencial gravitacional

En el caso de masas puntuales, la fuerza de grawitg6i6) queM ejerce sobren

puede escribirse
GMm,, Jd (GMm) .
FMHmZ—rTUrZE Ur.

r
De acuerdo con (7.2) se obtiene

__a 9Ep(r)
FM—m=—0r ar

En el caso particular de una masa puntual la fuerza gramitatisolo tiene
componente radial. Un alisis detallado muestra que para sistemas décpéat
o Plidos la fuerza gravitacional tiene en general comporsgategenciales adeém
de la radial. Si se tiene en cuenta queceftino

Gr dEP(r)
or

es la componente radial del operador gradiente, reprekeotenol], la fuerza de
gravedad que un sistema de peautas o0 un cuerpo extenso ejerce sobre una masa
de prueban puede expresarse en la forma:

Fumm = —0Ep(r). (7.5)

En forma general, la coneédi (7.5) entre fuerza y enéegpotencial puede ser
obtenida partiendo de la definici de trabajo y teniendo en cuenta (7.1):

b
W:./a F-dr = — (Ep(b) —Ep(a)),

gue equivale, en forma diferencial, a

dEp:—F'dr- Vea el documento “Gradiente” en su

. . . multimedia de Oscilaciones y Campos
Puesto que, de acuerdo con la regla de la cadena para funderarias varia-

bles es cierto que:
oE,

oy az

JE JE
E,— P P
dEp X dx+ dy dy+
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expresbn equivalente al producto escalar

~0 ~0 0
dE, = <|0—X+]a/+kd—z) -dr,
es posible escribir

dEp— (laxﬁL]dy‘i’ dZ) -dr —7|:~C|I'7

de donde se concluye que:

F__<'W+Jﬁ_y+ E)'

El paentesis es, precisamente, |la defibictlel gradiente dg, en coordenadas
cartesianas. AsF = —[0E.

Ahora bien, puesto que el potencial gravitacional es siempmporcional a la
masam de prueba, es siempre posible escribir

Ep(r) =m¥(r),

donde se ha introducido pbtencial gravitacional/. En consecuencia la fuerza
de gravitaddn generada pdvl toma la forma

FMom=mg=-md¥.

De esta ecua6n se deduce la conéxi entre el campo gravitacional y su po-
tencial:
g=-09%.

El conjunto de puntos que tiene el mismo valor del potencalitacional for-
ma lo que se conoce comsaperficie equipotenciaDe acuerdo a la definioh del
gradiente, el campo de gravitaoi es perpendicular a la superficie equipotencial.
En particular, lasiheas de campo de una masaesh homognea son radiales y
las superficies equipotenciales son esferas@unicas (figura 7.1).

- ~
7 V_ N
/ = \
\
/
I i :\ \
S
N I
V. &S /
\ N 2 Y
N
~ -

Figura 7.1. Lineas de campo gravitacional y equipotenciales de una masa punttéiio es
ca de densidad constante.
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7.2.1 Distribuciones de masa

Los dalculos realizados en la seonianterior permiten generalizar la eriary el
potencial gravitacionales de una peuta de masenen presencia de distribuciones
de masa discretas (colecciones deipatas) o continuas (distribuciones lineales,
superficiales o volugtricas). La eneiig potencial de una pactulam en presencia
de una colecdin de masasy es la suma de las enéag potenciales de cada pareja
(m,m;); esto es consecuencia de que la fuerza neta solee la suma de las
fuerzas que cada patilam; ejerce sobre ella. De un modo&ogo, la ener@
potencial de una padula de masan en presencia de una distrib&ni continua
puede evaluarse calculando la contriliuicsobrem de cada elemento diferencial
de masaM. Mientras que en el caso discreto es una suma, en el congraiorsa
integral. Las expresiones correspondientes son

n X n X
£y m$ M G- s oM

i= i = f

Ep:m/ GdM’ {4:/ GdM.
M T M I

La enerdja potencial de una coleéei den masasan; es igual a la suma de las
enerdas potenciales de cada pareja:

donder;j; es la distribudn entre las masas y m;. La suma se realiza sobrg
de 1 anconi > j.

Ejemplo 7.2
¢, Qe expresin describe la energ total del sistema Sol-Tierra-Luna?

Solucién:
Si las masas del Sol, la Tierra y la Luna son, respectivamentey, m, puede
escribirse, desde el sistema inercial correspondientenétacde masa:

_Gmsm B Gmymy B Gmm
Ist Is| It

E =

1 1 1
+ émng'i‘ émtVtz'f‘ émvl2

Ejemplo 7.3
Calcule el potencial gravitacional sobre el eje de un anitidorme de radia y
masaM, y a una distanciade su centro (figura 7.2).

Solucion:
Para un anillo homadgneo es cierto que

d_M __arco diferencial ﬂ
M ~— circunferencia” 2mr’

por lo cualdM = Md¢ /2m. El potencial diferencial, en un punt debido a la
masadM, es:
GdM _ GMd¢

dfﬁ:dgcosor:T o
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Figura 7.2. Geometra para el alculo del potencial en el eje de un anillo.

y se deduce que:

GM 2
~2m Jo

g:

d¢ =

gue tambin puede escribirse:

_GM_

GMz
(a2 + )12’

GM

e —
2 (1+a2/2)"?

La Gltima forma permite encontrar dhtite cuanda > a, lo que da lugar a
% = —GM/z Visto desde lejos el anillo es un punto.

Datos planetarios

La siguiente tabla muestra algunos de |@srimportantes valores de los gar
metros planetarios. Son de utilidad en la sduaile los problemas planteados al

final del cajptulo.

| Cuerpo | Masa(kg) | Radio(km) [ Semieje mayofkm) | Periodo(s) |

Sol 1,99x 10°0 | 6,96x 1C° — —

Mercurio | 3,18x 1073 | 2,43x 1P 5,79 x 100 7,60x 10°
Venus 4.88x 10%* | 6,06x 10° 1,08x 10 1,94 % 10
Tierra 5,98x 1074 | 6,37x 1(° 1,49 10t 3,16x 107
Marte 6,42x 1073 | 337x 1P 2,28x 10t 5,94 x 107
Jupiter | 1,90x 10°7 | 6,99 x 10’ 7,78x 10! 3,74x10°
Saturno | 5,68x 1076 | 5,85x 10’ 1,43 x 1012 9,35x 108
Urano 8,68x 107 | 2,33x 10/ 2,87 x 10%2 2,64x 10°
Neptuno | 1,03x 1076 | 2,21 x 10’ 4,50 1012 5,22 x 10°
Plutbn 1,40x 10?2 | 1,50x 10° 5,91 x 10'2 7.82x 10°
Luna 7.36x 1072 | 1,74x 1P — —
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Capitulo

Electricidad

Charles Augustin Coulomb, iniciador de la electrostatica.

Presentacion

Los ferbmenos electroaticos mas simples, como los asociados a la ati@tcjue
sobre plumas o trozos de paja es capaz de ejercer un troaddrdéambar, fueron
conocidos por los griegos alrededor del siglo VIl a.C.
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Contenido breve

Médulo 8
Carga ekctrica y ley de Coulomb

Médulo 9
El campo electrostico

Médulo 10

El movimiento de cargas en campos
eléctricos

Moédulo 11

Enerda potencial y potencial electros-
tatico
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Si en un da seco, desf@s de usar un peine se le acerca a pRgsi¢rozos
de papel, estos sam atrados. Fedmenos similares ocurren si se frota una varilla
de vidrio o deambar con un trapo o con una piel. Como resultado estos a@ierpo
guedarelectrificados Al realizar experimentos con ellos puede comprobarse que
ambar yambar se repelen, vidrio y vidrio se repelen, pamtbar y vidrio se atraen.
Esto conduce a aceptar la existencia de dos clases de@tixdrique Benjaim
Franklin llanmd positiva (para el vidrio) y negativa (paraghbar).

En el &0 1600, el ingds William Gilbert descubdi que la electrificadin que
experimentaba élmbar era un f@dmeno bastante general, y reélizna primera
clasificacon de los materiales ség sus caractesticas ekctricas. Las sustancias,
sedin Gilbert, pueden dividirse en dos grupos:

1) Vidrio, cristal, piedras preciosas, entre otrAmbar, resinas, azufre. Estos
dos subgrupos tienen lo que luego se llamglectricidad positiva y negativa, en
su orden.

2) Perlas, coral, madera, metales, cuerpos que no adquierefnotamiento
ninguna propiedad de atradai sobre otros. Forman un grupo que incluye a los
conductores. Si no es observable la electrifitacle estos cuerpos se debe solo a
que transfieren con facilidad su cargaattica.

Esta clasificadin fue el origen de la posterior divisi de los materiales en
conductores y diéktricos.

En 1785 Charles Augustin Coulomb estalbbeztperimentalmente que la inter-
accbn entre cuerpos pedies y electrificados, por frotamiento por ejemplo, sigue
una ley de inverso cuadrado,&éoga a la acéin gravitacional. La nodn impor-
tante que surge a trag de estos experimentos es lacdega ekctrica nocibn que
desempia en la electricidad un papel&ogo al de la masa en la gravitawi

Los experimentos posteriores de A@ng sobre corrienteségdtricas estable-
cieron una primera conexi entre los femenos dctricos y los maggticos,
conexbn que fue profundizada en los experimentos de Faraday gbanon la
existencia de camposésitricos generados por campos métigos variables. Co-
Mo se ved en su momento, las téas sobre los faimenos dictricos y magaticos
encontraron suistesis en los trabajos de Maxwell.

De estos trabajos experimentales y de lasigsogue los describen subgia
mayor parte de la tecnolag eEctrica y de telecomunicaciones que caracteriza
nuestreépoca.
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Médulo 8

Carga eléctrica y ley de Coulomb

Contenido del médulo
8.1 Laley de Coulomb

Objetivos del médulo

. Introducir el coulomb como unidad de carga.

. Introducir la permitividad del vae.

. Presentar la cuantizéci de la carga.

. Presentar la conservanide la carga.

. Mostrar que la fuerza@ttrica satisface el principio de superposicy es
central.

10. Estudiar el campo electrasico debido a distribuciones de carga.

O©COoOoO~NOUTLAWNPE

Preguntas basicas

. ¢ Q& se entiende por electrificaci?

. ¢ C@ntas clases de carg&elrica existen?

. ¢ @mo se utiliza en electrastica la balanza de to@i?

. ¢ Q@ partculas tienen cargas positiva y negativa?

. ¢.Cul es la forma general de la ley de Coulomb?

. ¢,De qé cantidades depende la fuerzaottica?

. ¢ @mo se evdla la constante en la ley de Coulomb?

. ¢ @mo se define el coulomb?

. ¢ @mo se define la permitividad del via@

10. ¢, ®mo se expresa el campo de una distribnale cargas?
11. ; Qe diferencia hay entre “campacéelrico” y “campo electrostico”?

O©CoO~NOUL WNPE

Introduccion

Los experimentos revelan que en la interanaile cuerpos cargadosetrica-
mente participan dos tipos de electricidad, conocidossabomo positiva y nega-
tiva. Los experimentos llevados a cabo en el siglo XX han radstque la materia
esh hecha de pegiias paifculas, losatomos, y estos, a su vez,@stonformados
por protones, cuya carga es positiva, y electrones, cuym @ nuraricamente
igual pero negativa. Actualmente se cree que los bloquekafoantales de la ma-
teria ordinaria son loguarks pariculas que portan cargas que son o 1/3 0 2/3 de
la carga del eleatm. Se sospecha que esta es laima cantidad posible de elec-
tricidad; es decir, la cargaéstrica esd cuantizadavale decir, viene siempre en
mUltiplos enteros de la carga elemental.
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. Presentar la balanza de térsi "

. Presentar el concepto de cargectiica.

. Mostrar que hay dos tipos de carga. Con la balanza de Coulomb es posible
. Presentar la forma general de la ley de Coulomb. medir la fuerza entre cargas eléctricas.
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Charles Augustin de Coulomb (1736-
1806)

Fisico e ingeniero militar francés, miem-
bro, durante la Revolucién, del comité de
pesas y medidas que adoptd el sistema
métrico decimal. Realizé estudios en elec-
trostatica, friccidn, elasticidad y torsién
de los materiales, conocimientos que uti-
liz6 para construir la balanza que lleva su
nombre. Descubrié las leyes de interac-
cién entre cargas y la de interaccién entre
polos magnéticos. En su honor la unidad
de carga eléctrica lleva su nombre.

Vea la demostracién Fenbmenos electros-
taticosen su multimedia de Oscilaciones
y Campos

8.1 La ley de Coulomb

La ley que describe la interaéei entre cuerpos electrificados fue descubierta por
Charles de Coulomb en 1785 haciendo uso de una balaza dmtapse hala sido
diseiada originalmente para medir las propiedades debtoide fibras delgadas.
La adaptad@n de Coulomb (figura 8.1) dio lugar a un aparatalago al utilizado
por Cavendish para la medida de la constaBtde gravitacdn. El dispositivo
de Coulomb consta de una varilla delgada horizontal susgemi® una fibra de
propiedades torsionales conocidas. En ambos extremos \dgilla se colocan
pequdias esferas conductoras Ay B. Una tercera esfera cond@@s®a@oloca en
una posiacdn fija y cercana a B. Al cargar B y Cégdtricamente la repulsn hace
girar la varilla hasta que el torque ejercido es equilibradioel torque opuesto de
la fibra. De la medida déingulo de rotadin de la varilla puede evaluarse la fuerza

eléectrica.
cabeza de
suspension

Il

1e @A
B
‘ U

Figura 8.1. La balanza de Coulomb.

A

fibra

El experimento, realizado con diferentes cantidades dgmcaermite evaluar
la relacbn entre “cantidad de electricidad”, es decayga eEctrica, y la fuerza de
interaccon. El experimento se repite para cargas de distinto sigrnaseesferas
B y C que previamente han sido alejadas. El resultado queilleda fuerza que
la cargaq; ejerce sobre la carggp separadas una distancidfigura 8.2) puede
sintetizarse en la siguiente ecuativectorial:

(8.1)

Fi.o= 12+

k% r

La carga eéctrica es un concepto nuevo, de hecho& importante de la teiar
de la electricidad. No es reducible a ninguno de los consegéola meénica,
y puede definirse de manera operacional precisa, es deaie, $ientidoisico la
definicion decantidad de electricidadEs obvia la analdg con la ley de gravi-
tacion, excepto que la “carga gravitacional” es la masa. En @ elgstrico hay
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49 U2

q, Fis»

F, 5,

Figura 8.2. La fuerza ekctrica entre dos cargas puntuales satisface la tercera ley de New-
ton.

dos cantidades nuevas: la carga y la constarfer esta raan puede fijarse arbi-
trariamente la constante y determinarse experimentaéraninidad de carga, o
fijarse la unidad de carga y determinarse la constante. Esteir& internacional

de unidades se ha optado por definir la unidad de carga, a Eequosoce como el
coulomb(C). Como se ver despeés, en el cajpulo sobre magnetismo el coulomb
se define enérminos del amperio: cuando una corrientectica fluye por un
alambre, la cantidad de cargeeirica que atraviesa en un segundo su secci
transversal es un coulomb. Con esta defimidgiesulta que la constarkeoma el
valor de 89875x 10° N-m?/C2. Es corriente expresar esta constante en la forma:

1
_47T807

dondegp se conoce como lpermitividad del vam. Resulta, &s que
€ =8,85x 10 12C?/N-m?. (8.2)

De esta manera, 1 coulomb es la cantidad de electricidadaloeacia en una
parfcula puntual a una distancia de 1 m de otra igual la repelainarfuerza de
1/47e0 newtons.

En estas unidades la carga del electes de-1,6 x 10°1° C.

En (8.1) la carga ha de ser entendida como una cantidad aigelyrsiempre
real. Silas dos cargas en interadgtson del mismo signoH+) o (——), la fuerza
va en direcdn Oy,,, es decir, es repulsiva, pero si las cargas son de signo con-
trario, (+—) o (—+), la fuerza tendx direccon —(,, y es por tanto atractiva. En
principio esta ley esalida para cargas puntuales, como la de gravitald es para
masas puntuales. Para distribuciones discretas o costitaleean implementarse
integrales o sumatorias. La interamtiebctrica satisface, adexs, la tercera ley
de Newton, de modo que la fuerza queejerce sobre; esFy .1 = —F1_.2.

Todos los experimentos realizados, sin exa@pgaievelan que la cargaéettri-
ca, al igual que la masa, es una cantidad que se conservaéa ttawodos los
procesos. Esto significa que la cantidad de electricidamllinvada en un proceso
se mantiene igual independientemente de las transformexigue tengan lugar.

La ley de Coulomb (8.1), expresada en unidades MKS, es ezgonc

Qe .
Arregr2 12
La fuerza ekctrica es central, al igual que la gravitacional, y satisf princi-
pio de superposion vectorial, por lo cual la fuerzaésitrica neta que una pamtla
de cargag experimenta debido a la presencia de una cabecden cargas pun-
tualesq; es de la formd = 3! ; Fi_q, esto es:

Fi.2o= (8.3)

F— iFi_,m: < _ad S0, (8.4)

El vector unitarioly, va deq; aq (figura 8.3).
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William Gilbert (1544-1603)

Fisico y médico britanico, médico per-
sonal de lIsabel | de Inglaterra y de su
sucesor, Jacobo |. Fue uno de los pio-
neros en el estudio del magnetismo. Se le
debe la idea de que la Tierra es un iman
esférico gigante, lo que explica la orien-
taciéon norte-sur de las brijulas. Estu-
dié el dmbar y los efectos eléctricos aso-
ciados a él. Acufié los términos eléctrico
(de electron, nombre griego del dmbar) y
polo magitico. Su obra mds conocida se
titula El magneto

9> .Cls

Figura 8.3. Fuerza éctrica sobre) debida a una coled@n de cargas puntuales.

La fuerza que una distribuim continua de cargas (lineal, superficial o voaim
ca) ejerce sobre una carga de pruglest dada por:
dQ .

F— [ a2 (8.5)

De acuerdo con la figura 8.4; seiala en la direcéin que va dalQ al punto
del espacio donde se sit la cargay.

Figura 8.4. Fuerza eéctrica sobre| debida a una carga diferencd(.

El diferencialdQ depende en general de la poéiti pues en general las dis-
tribuciones pueden ser inhomgeas. En los casos hon@wgos, la densidad es
constante.

Ejemplo 8.1

Calcule en coordenadas cartesianas las componentesataatede la fuerza que
el sistema(qu, g2) de la figura 8.5 ejerce sobre una caggeolocada en un punto
de coordenadasx(y).
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Figura 8.5. Fuerza ejercida par, y g sobreq.

Solucion:
Las componentesy y de la fuerza que; y g2 ejercen sobre son:

d1d 029
= 0 )
* 4reer2 coshLt AEors cos%2
_ 9 [ ;(x+a Go(x—a)
Amey | [(x+a)2+y23/2  [(x—a)2+y?23/2]’
_ uQ 029
Y ameor? sendy + 47TE0r3 send,
_ @y G N G
Ameg | [(x+a)2+y2]3/2  [(x—a)2+y23/2]"

Se ha tenido en cuenta que:

y y
=2 =3
e = [x a2 +y332” S = Tx— a2 y22
(x+a) (x—a)
o= Y N e
O = Txr a2+ y2 P2 OS2 = (k= a2+ y22
Ejemplo 8.2

Un par de masam iguales con la misma carga positiyae encuentran suspendi-
das de un punto cofim con cuerdas de la misma longitldcomo se indica en
la figura 8.6. EI campo gravitacional terrestre ho&repg est presente. Si el
angulo que forma la cuerda con la vertical es conocidoalées el valor de la
carga?

Solucién:

La situacdbn que muestra el diagrama es étnta, de modo que loangulos a
izquierda y derecha son iguales. Las dos cargamepbr tanto, sobre la misma
horizontal y la distancia que las separa es2 diagrama de las fuerzas quelant
sobre la carga de la derecha (figura 8.7) da lugar a las stgsieondiciones de
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q, m q, m

Figura 8.6. Fuerza entre dos cargas iguales suspendidas de hilos iguales.

equilibrio:
zFX:0:>TCOSQ =mg,

q2

T _F
Amep(2x)2 ~ °

>R =0=Tsend =

Dividiendo la segunda por la primera y teniendo en cuentaxgaésend se
obtiene:

,  16meomglPsentd
= cosf

Figura 8.7. Fuerzas sobre la carga de la derecha en la figura 8.6.
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Maédulo 9 “

El campo electrostatico B

Contenidos del médulo

9.1 La definicon de campo éktrico i
9.2 Las Ineas de campo

Objetivos del médulo

1. Definir el campo electraatico.

2. Aplicar a la electrostica el principio de superpositi vectorial. Las lineas de campo son una construccién
3. Proponer las ecuaciones que describen el campo debidtributiiones de  dtil para visualizar las acciones eléctricas.
carga.

4. Introducir lasineas de campo&ttrico.

5. Establecer la diferencia entiaéas de campo de cargas positivas y negati-
vas.

6. Estudiar la unidades del campo electatisb.

7. Comparar con el caso gravitacional.

Preguntas basicas

. ¢ @mo se define el campoégdtrico de una carga?

. ¢,Cual es el campo éktrico de una carga puntual?

. ¢ Q& es unaihea de campo?

. ¢ Q& propone el principio de superposigipara campos?

. ¢ @mo es el campo de un sistema de masas y de una distnibcentinua?
. ¢, Cldles son las unidades del campeottico?

U WNPEP

Introduccidn

Una de las nociones &3 importantes de la tdarelectromagética es la de
campo ekctrico, que puede establecerse en estrecha daatog la nodn de
campo gravitacional. En estebaiulo se establece la defirici basica de cam-
po eEctrico, y la idea asociada deéas de campo; se la implementa luego para
distribuciones discretas y continuas; aderse proponen algunas aplicaciones ele-
mentales. En todos los casos se ti@imwn campos producidos por cargas o dis-
tribuciones de carga en reposo, caso conocido caleairosética.

Oscilaciones y Campos 69



Alonso Sepllveda

9.1 La definicion de campo eléctrico

El campo ekctrico puede definirse realizando una constarcaraloga a la uti-
lizada para definir el campo gravitacional.iAsmo se defird el campo gravita-
cional en &rminos del cocientE/m, puede definirse el campcéetricoE debido

a una carg®) localizado en cierto punto del espacio como la fuerza@egerce

sobre una carga de pruetydocalizada en ese punto, dividida ppres decir:

Fo_
E— -9 9.1)
q
Es necesario tener en cuenta que la carga de prygba se utiliza para definir
el campo etctrico debe ser lo suficientemente pdtupara no alterar la distribu-
cion de carga original responsable del campo. Por ello es defialr el campo de
una distribugdn cualquiera, discreta o continua, de un conductor o uardgs|en
la forma:
., F
E=Ilim—.
q—0(q
Como caso particular, el campceetrico debido a una carga puntu@) de
acuerdo con (8.3), tiene la forma:

Q

—_= 2
Arggr2 " (9-2)

donde(; es el vector unitario que apunta des@g&acia el punto donde se eual
el campcE.

En forma n@s general, y teniendo en cuenta el principio de superposiéli-
do tanto para las fuerzas como los campos, se puede conotu@l gampo de una
distribucibn discreta ha de ser la suma de los campos de cada cargaaspr el
de una distribud@n continua se obtiene sumando los diferenciales de cargaeen
se descomponga la distriboai, es decir, integrando. Apues, el campo de una
coleccbn discreta den cargas puntuales y de una distriduticontinua de carga
puede expresarse como:

n Fiﬂq _ n Gi ~

E= O 9.3

i= q = 47T£0I’|2 fi ( )
dFgg-.q dQ .

E= = . 9.4

/Q q Q 471Er2 Hr (©4)

Para distribuciones continuas las densidades linealfitipey volumétrica
se definen respectivamente como= dQ/d¢, o = dQ/dA, p = dg/dV. Para dis-
tribuciones homogneas es cierto qué:= Q/l,0 = Q/A,p = Q/V.

Notese que, sém la definicon (9.1), la fuerza que un camjibejerce sobre
una carga puntuaj es

F=qE. (9.5)

Ejemplo 9.1

Calcule el campo éttrico debido a un disco de radiy a una placa infinita con
densidad superficial de cargaconstante. Aplique el resultado al caso de un par
de placas paralelas.

Solucion:
Conviene en este problema utilizar coordenadasdricas como se muestra en la
figura 9.1 y tener en cuenta que para una placa es ciertd@Que o dA, cong
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dE

q Rz

(04
do
p
do

Figura 9.1. Coordenadas ditdricas para el estudio del campédtico de una placa plana
cargada.

constante. La componertelel campo ectrico debido al elemento diferencial de
areadA= pdpd¢ es una proyecdn cosx de la forma

dQ
471E0r2 co
~ ozpdpd¢
 Ameg(p2+22)3/27

dE; = dEcosa =

con cosx = z/r y r = (p?+7%)%2. Como una primera aplicam puede calcularse
el campo en el eje de un disco de raBidSe tiene entonces, degsude integrar
eng entre 0y 2ty luego err entre O yR:

E;= E/Ripdp

20 Jo (p2+22)3/2
_oz|1 1

‘EQ[QV"ﬁET?}

Ahora, el campo emde un disco muy grand&(— ), es decir, de un plano

infinito, es en consecuencia:
oz

27 2e0l7’

es decir: o
E,=—siz>0,
2= 2% y

o .
E,=——siz<O.
z 2&o

Mediante un aalisis gi&fico, y con la ecuabn anterior, puede demostrarse con
facilidad que:

1. Entre un par de placas paralelas con densidades de caafgsig del mismo
signo el campo es cero y en el exteriorae&y.

2. Entre un par de placas paralelas con densidades de cagjesiy de signo
opuesto el campo &5/ Y en el exterior es cero.
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dQ

Figura 9.2. Geometra para el estudio del campceetrico en el eje de un anillo.

Ejemplo 9.2
Evalle el campo a una distandael centro y sobre el eje de un anillo honéogo
de cargaQ y radioa (figura 9.2).

Solucion:

Como en el ejercicio anterior, se utilizan coordenaddsadricas. Ha de tenerse
en cuenta que el elemento diferencial de carga que geneamplocerz esdQ =
Ad¢=Aad¢,y como para un anillo homégeo es cierto qué = Q/2rm, puede
escribirsedQ = Qd¢ /2. Debido a la simeta y homogeneidad del anillo no hay
campo en direcéin perpendicular a, y la componente diferencial en diregniz

es: 40 02dp
z
cosa = )
4AT1E0r2 8rr3

dE;, = dEcosa =

Despies de integrar efp entre 0 y 21 se obtiene:

Qz

27 amgg(a2 + 2)32

cuyo limite paraz >> aesE; = Wgoz )
A gran distancia el campo de un anillo se convierte en el dearga puntual.

9.2 Las lineas de campo

Como se deduce de (9.5), la dirgtidel campo éctrico es la misma diredm de
la fuerza que este campo ejerce sobre una carga de pruebegpési= gE. Una
imagen conveniente, que ya fue explorada en el caso de l#agian, sugiere
llenar el espacio con vectores radiales que salen de la €aygterminan en el
infinito. Estas son lageas de campo de la car@gositiva (figura 9.3).

Es obvio de (9.2) que lagleas de campo de una caf@anegativa vienen ra-
dialmente desde el infinito y entran en la carga (figur&)9 Bsta doble situabn
ocurre en electroética pero no en gravitamn, pues la masa es de un solo sig-
no (positivo por convendin). Como puede observarse, lasehs de campo ést
mas concentradas en las cefigande la carga, lo que indica que el campo as m
intenso en esas zonas y disminuye a medida que aumentaalacikst

Ahora bien, cuando hay &s de una carga la construcide lasineas de cam-
po debe hacerse siguiendo las reglas de la suma de vectstas.réglas indican
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A A
N

Figura 9.3. Lineas de campo&ttrico de cargas positiva (a) y negativa (b)

gue la suma de vectores tiene un resultadico, radn por la cual dosiheas de
campo nunca pueden cruzarse, pues de hacerlo sigrfipss un vector resultante
de una suma puede tener en un mismo punto dos direccionds&iras. Esta es
una de las reglasasicas en la construéei de ineas de campo. La otra es que
estasineas salen de las cargas positivas y llegan a las negddwasargas posi-
tivas iguales tienen el mismaimero deineas de campo; una pareja de cargas de
igual valor pero de signo distinto tienen iguélmero deilneas pero con diredmn
opuesta; lasiheas que salen de la positiva llegan todas a la negativeidiaas

9.4 y 9.5 muestran lasrleas de campo en estos dos casos, en tanto que la figura
9.6 muestra las correspondientes a cargas de distinta tmdgrde distinto signo.

En ellltimo caso no todas lagleas de una confluyen en la otra; la diferencia entre
el nimero defineas va al (o viene del) infinito.

W
Z)IS

Figura 9.4. Lineas de campoé&ttrico de dos cargas positivas iguales.

A
~h

Figura 9.5. Lineas de campo@ttrico de dos cargas iguales y de signo opuesto.
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Figura 9.6. Lineas de campoé&ttrico de dos cargas diferentes y de signo opuesto.

Las lineas de campo@ittrico de un disco tienen la forma mostrada en la figura

@)/&%é

Figura 9.7. Lineas de campo&ttrico de un disco circular.

\ 4
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Médulo 10

El movimiento de cargas en campos eléctricos

Contenidos del médulo

10.1 Carga puntual en un campéetrico uniforme
10.2 Dipolo eéctrico

Objetivos del médulo

. Estudiar la fuerza y el torque experimentados por un dipol
. Estudiar las oscilaciones de un dipolo.

1. Estudiar el movimiento de cargas en campéstelcos uniformes.

2. Estudiar el movimiento paralico de cargas. El tubo de rayos catédicos permite estu-
3. Proponer la analdg entre gravitaéin y electrositica. diar las fuerzas que acttian sobre los elec-
4. Definir el dipolo ekctrico. trones y sus propiedades fundamentales.
5

6

Preguntas basicas

1. ¢ Giales son las anal@as entre el movimiento parakico en gravitadn y
en electricidad?

2. ¢ Q& es un dipolo @ctrico?

3. ¢, Puede un dipolo&ttrico ser un oscilador admnico simple?

4. ¢ Cal es la frecuencia de osciléaci de un dipolo?

Introduccion

Este nbdulo se dedica a describir el movimiento de faitas puntuales en
campos dctricos uniformes. Un primer caso es el de unapale en el interior de
un par de placas paralelas; a contindaae define el dipolo éttrico y se estudian
las oscilaciones que experimenta cuando se coloca en uroasearico.
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10.1 Carga puntual en un campo eléctrico
uniforme

De acuerdo con el ejemplo 9.1 el campecttico entre un par de placas paralelas
horizontales con densidad de carga constante es uniformdiyigido hacia abajo,

si la placa superior es positiva y la inferior negativa. Uadipula puntual que se
lanza en su interior experimenta una fuerza dada por (9.5)gE. Esta ecuaéin
asegura que una cargasitivadejada en libertad en un campo externo experimenta
una fuerza, y en consecuencia una aceléra@n direcdn del campo, una carga
negativa se acelera en diremeide—E. De acuerdo con la segunda ley de Newton
el movimiento de una cargpest descrito por la ecuam:

ma=qgE. (10.1)

En componentes cartesianas:

mx = qEy, (10.2)
my = qEy, (10.3)
me = qE,. (10.4)

Es suficiente integrar estas ecuaciones y proveer las ¢onéginiciales que
permiten evaluar las constantes de integnadia solucdn de las ecuaciones (10.2),
(10.3), (10.4) para un campcéetrico constante es:

19E

X = Xo -+ Voxt + éq—mxtz, (10.5)
1qE

= t+=-—>t 10.6

y=Yo+voyt +5-t%, (10.6)
19E

z:zo+vozt+§q—mzt2. (10.7)

Escogiendo el sistema de coordenadas como muestra la fig)lees posible
analizar algunos casos simples:

1. Sielmovimiento comienzaen el puri®h,0), con velocidad inicia{0, 0, 0),
y como(Ey, Ey,E;) = (0,—E,0), se tiene, de (10.5), (10.6) y (10.7):

1qE,
’ y 2m ’
El movimiento es uniformememente acelerado en diégoge inercial erx

yz

Xx=0

I
h<

Figura 10.1. Una cargag en el campo éctrico de un par de placas paralelas.
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2. Silas condiciones iniciales s¢wcosa,vpsena,0)y (0,0,0), se tenda:

X = Vgtcosa, (10.8)
Yy = Yo+ Vot senar — %%tz, (10.9)
z=0. (10.10)

Estas ecuaciones corresponden a un movimiento pkcabenteramente
amalogo al de un proyectil. 6tese que en efecto la acelefagi tanto en
este caso como en el de la gravedad, es constante. En &stdles ha sido
ignorada la fuerza de gravedad.oni se modifican estos resultados si se
incluye un campo gravitacionglconstante?

10.2 Dipolo eléctrico

Un dipolo eEctrico es un sistema formado por dos cargas iguales y @susspa-
radas una distance(figura 10.2).

+q

-9
Figura 10.2. Dipolo electrico.
El momento de dipolo del sistema se define como:
p=aqa, (10.11)

donde el vectoa va de la carga negativa a la positiva.

v

E
<
-
4

N
7
Figura 10.3. Fuerzas experimentadas por un dipolo colocado en un carapiied.

Si el dipolo se coloca en un campeéetrico homogneo, cada una de las cargas
experimenta una fuerza en dire@gicontraria, por lo cual, de acuerdo a la figura
10.3, la fuerza neta sobre el dipolo es cero; la fuerza netghmula si el dipolo
se coloca en un campoéetrico inhomo@neo. Las dos fuerzas en cualquiera de
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los dos casos producen un torque neto diferente de cero. igedaca la figura
10.3, el torque neto que el dipolo experimenta en un camp@b@neo es:

T = Fasenf,
y comoF = qEy p = aq, el torque puede escribirse:
T = pEsend.

La anterior ecuadin es exactamente la defiriai de un producto vectorial; el
torque puede entonces expresarse como:

T=pxE. (10.12)

En consecuencia, el torqueasmimo o ninimo sobre el dipolo ocurre si es per-
pendicular al campo éttrico y es nulo si el dipolo es paralelo o antiparalelo al
campoE. Si el dipolo se coloca inicialmente en una pdicen la quep y E no
sean colineales, comenaax oscilar. En efecto, si el momento de inercia del dipo-
lo esl, y a su aceleraé¢in angular, el movimiento del dipolo, gobernado por la
ecuacdn 7 =la =p x E, da lugar a:

16 = —pEsend.

El signo “menos” proviene de que en la figura (10.3rejulob tiene direcadn
antihoraria mientras que la diredai dep x E es horaria. Parangulos pequis
es cierto que seth~ 6, por lo cual, de (11.2):

pE
I
Esta ecuadin asegura que paéngulos pequ@os el dipolo oscila en forma
armbnica simple, con frecuencia= /pE/I.

0+-—06~0.

Ejemplo 10.1
Campo eEctrico de un dipolo puntual

Solucion:

El resultado del ejemplo 8.1 puede ser aplicado a la evdlnat@l campo de un
dipolo ekctrico si se hacg; = —qy gz = qy se tiene en cuenta qlie= F/q. De
este modo se obtienen las siguientes componentes caa&sian

e A [_ (x+a) (x—a) }
Ame | [(xr a2y ((x—a)2+yRR)
_qy 1 1

S e, {[(H a2+ y22 " [(X—a>2+y2]3/2] '

El campo de un dipolo puntual se obtiene eniglite a < Xy a < y; esto
significa que el tanf& del dipolo es muy peqiie en comparabn con la distancia
desde la que se evrl el campo. En estanite es cierto que:

[(x—a)?+y?] %2 = }%+y?+a®—2ax] %% ~ [x?+y? — 2ax] °/?
=[r?—2ax %2~ %4—?—:

[(x+a)2+y?] %2 = pP+y?+a+2aX] ¥/ ~ 2+ y? 4 2ax] /2
1 3x

2 32, + X
= [r*+2ax ~ 3
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En esta aproximaén, conx=r cosf, y=rsenf y p=2ga, es ficil demostrar
que las componentes cartesianas se reducen a:

__P

x—4n£0r3[ 1+3cog 6],
3p

Y= Zrteor? sendcosl.

Figura 10.4. Campo ekctrico de un dipolo puntual.

Las lineas de campo &ttrico de un dipolo puntual se muestran en la figura
10.4. En el ejemplo 11.3 se presentaatalo del campo élctrico en coordenadas
eskricas, basado en el concepto de potencial.
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Médulo 11

Energia potencial y potencial electrostatico

Contenidos del médulo

11.1 Energp potencial electroatica
11.2 Potencial electrastico

11.2.1 Carga puntual

11.2.2 Distribuciones de carga

Objetivos del médulo
El interior de la jaula de Faraday cargada
1. Estudiar, para el caso elect@tsto, los teoremas de trabajo y eriargo- es una regién equipotencial; carece, por
tencial y ciretica. tanto, de campo eléctrico.
2. Definir la energa potencial electroética.
3. Estudiar la conservami de ener@.
4. Demostrar que la fuerza electratsta es conservativa.
5. Definir el potencial electroatico.
6. Establecer la conedi entre campo y potencial.
7. Escribir la forma del potencial para un sistema deigalds y una distribu-
cion.

Preguntas basicas

. ¢ @mo se define la endpotencial eédctrica?

. ¢ Es conservativa la fuerza electabista?

. ¢, @mo se define el potencial electraiito?

. ¢, Puede escogerse cero eruialgunto el potencial electr@ico?
. ¢ @mo se define el potencial electraiito de una distribudn?

GO~ WNPEF

Introduccion

El campo electroético es conservativo. Esto significa que es posible plantea
una ley de conservam de la suma de la enéagcirética y potencial para el caso
electrosatico. En este idulo se propone el concepto de potenciéktwico, en
estrecha analdg con el caso gravitacional. Se obtiene la forma que adapta |
conservadin de ener@ y se realizan algunas aplicaciones simples.
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11.1 Energia potencial electrostatica

El trabajo realizado por el campo electé@ito para mover una carga puntge
lo largo de una trayectoria arbitraria tiene la forma:

b b
wz/ F~dr:q/ E.dr. (11.1)
a a

En estricta analdg con (7.1) se define diferencia de enargotencial entre
dos puntos como el negativo del trabajo realizado entre;abpues:

AE, = Ey(b) - —q/ E.dr. (11.2)
De (11.2) puede concluirse qu campo electroético es conservativdEn

efecto, el trabajo realizado por el campo electicd sobre una pddulaq para
moverla alrededor de una trayectoria cerrada es nulo:

W = q[Ep(a) — Ep(a)] = —qu .dr = 0. (11.3)

De otro lado, la definiéin de trabajo ha sido elaborada en (7.3) para dar el
teorema del trabajo y la enéagcirgtica. De (11.4) y (7.5) es posible obtener la
regla de conservatn de ener@ en el caso electrdgico

[Ec + Epla = [Ec+ Eplp.
Ejemplo 11.1
Calcule la eneng potencial de una carga puntual situada entre un par dasplac
paralelas verticales con cargas iguales y opuestas separad distancid.
Solucion:

De (11.2) se deduce que el trabajo realizado para moverdagantre las placas,
situadasem=0yx=d, es:

d
Ep(d) — Ep(0) = _q./o E-dr.

SiE = iE, dondeE es constante, puede escribirse:

d
Ep(d) — Ep(0) = —q /0 E dx—= —qE(d — 0) = —qE.

Es claro que solo puede evaluarsdigrenciade energa potencial entre los
dos puntos, por lo cual puede escogerse un nivel de refareaod, como en el
caso gravitacional. Sea, por ejemig(0) = 0, de donde se concluye ghg(d) =
—qEd.

11.2 Potencial electrostatico

La diferencia de potenciantre dos puntos se define como la diferencia de &nerg
potencial por unidad de carga, es decir:

AEP / E.dr. (11.4)
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La unidad de enefg potencial electroatica es obviamente la misma de tra-
bajo, el joule en el sistema M.K.S. o el ergio en el cgs. La anhide potencial
electrosatico conocida comeoltio (V) equivale, segn (11.4), goule/coulomb
Esto significa que el trabajo que se realiza para mover uga darl C a traés de
una diferencia de potencial de 1 V es de 1 J. De (11.4) se ggntambén que
las unidades de campcéetrico (N/C segn (9.1)) pueden expresarse como V/m.

En fisica abmica y de paftulas elementales se utiliza una unidad de énerg
conocida comelectidbn-voltio (eV); equivale a la energ que gana un eleén
(cuya carga es de@x 10~ 1° C) cuando viaja a tra@s de una diferencia de poten-
cial de 1 V. De (9.1) se sigue que 1eV(1,6 x 1071°C) x (1V) = 1,6 x 10719 J.

Como se ve en las secciones que siguen, los puntos del espacio cos-el mi
mo valor del potencial pueden agruparse en dos tipol§imenessi se trata de
conductores, superficiessi se trata de aislantes o del exterior de distribuciones
arbitrarias. En ellltimo caso se habla driperficies equipotenciales

11.2.1 Carga puntual

El potencial electroético de una carga puntualpuede ser calculado a partir de
(11.4), corE = gl /4meor?:

b a 0

qur

AV =— [ E-dr = -dr
/a b ArEgr?
q

- E - r_la] _V(b)—V(a).

De a@ puede observarse que si la trayectoria es certagdaaj la diferencia
de potencial es nula, lo que equivale a trabajo nulo sobréragactoria cerrada;
es decir, el campo es conservativo.

El potencial electrositico de una carga puntuglse define como

__4a
Argor’

(11.5)

en forma tal que el potencial en el infinito toma un valor nulo.
En el caso de una carga puntwptjue se mueve en el campo de una carga
puntualQ, la conservadn de ener@ toma la forma:

1 Qq —1mvﬁ+ Qq

1.2 .
at 4T1E0r

Amegra 2

11.6
5 (11.6)
Obsrvese que (7.3) y (11.5), que son ecuaciones formalmeattiéds, di-
fieren sin embargo en el signo de la efangotencial; esto se debe a que la gravi-
tacion es siempre atractiva (las masas son siempre del mismm) sigientras que

la fuerza edctrica entre cargas del mismo signo es repulsiva.

11.2.2 Distribuciones de carga

El potencial electrogtico en algin punto del espacio, debido a una distriluci
discreta de cargagp, puede calcularse conociendo la fuerza neta que la disiditou
ejerce sobre una carga de prugpeolocada en ese punto; el trabajo por unidad
de carga de pruelmppara moverla da hastab da la diferencia de potencial entre
esos dos puntos y permite definir el potencial elecitasi de un sistema de
pariculasg; en la forma

_ di
V= Z pr (11.7)
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donder; representa la distancia desgidasta el punto donde se evalel potencial.
Si la distribucon de carga es continua, el procedimiento anterior se atavie

en la suma de un conjunto de diferenciales de poteddatiebido cada uno a un

dQ, lo que en fin de cuentas genera una integral sobre la cargadisribucéon:

dQ

- Q 4regr

(11.8)

En concordancia, la endegpotencial de una cargpcolocada en el campo de
potencial de una distribu@n, discreta y continua, se eualteniendo en cuenta que
Ep = qV, y toma respectivamente la forma:

= E, = ) 11.9
Ep qz 47T£ ori P =9 o areor (11.9)
Un aralisis completamente alogo al de la secén 2.3.8 permite establecer
la conexbn entre la fuerza éttrica y la enefig potencial electroatica, que es
la versbn diferencial de (11.4)F = —0Ep; dada la conexin entreF y E y la
existente entr&p y V es posible concluir que:

E=-0V. (11.10)

Las lineas de campo @ttrico y las superficies equipotenciales para una carga
puntual positiva se muestran en la figura &].flara una negativa en la figura
11.1b, para una parejat{—) en la figura 11.2 y para una pareja{) en la figura
11.3.

N

\
—
7

N

AW
3/

(a) (b)

Figura 11.1. Las superficies equipotenciales de cargas puntuales positivas (gatwvas
(b) son édrculos conéntricos.

Ejemplo 11.2
Calcule el potencial éktrico en el interior y el exterior de un casmaresérico
homogeneo de carg® y radioR.

Solucion:
De acuerdo a (11.8) y ala figura 11.4, @@= 0 dA= oR?senf d0 d¢:

astenG
deéd¢.
47T80/¢ /90 ¢

Utilizando (6.8) se obtiene

zR amoR?  Q
4n80/4; /r rdrd¢ = - . (11.11)

4miegz - 4mepz
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Figura 11.2. Las lineas de campo punteadas representan las superficies equipoteteciales
una pareja de cargas iguales y de signo opuesto.

Figura 11.3. Superficies equipotenciales (punteadas) de una pareja de cardas igpe-
sitivas.

En consecuencia, el potencial electatisio de un cascan esérico cargado es
el mismo que si su carga estuviese concentrada en su centro.

A partir de esta ecuatn es posible calcular el camp@etrico haciendo uso de
(11.10). Para esto ha de tomarse en cuenta que en genenagdldeaque aparece
en (11.11) es en efecto una variable radial, por lo cual

E:—DV:—D< Q > éra( Q ) Q & (11.12)

Amegr ) Or \4mmegr ) Amiggr?

Como en el caso de la gravitaai, el campo dctrico en el exterior de un
cascabn esérico es el mismo que si toda su carga estuviese concentnasia e
centro.

¢, Qal es el potencial en el interior?

Ejemplo 11.3
Calcule el potencial éktrico de un dipolo puntual. ¢&les la enefig potencial
de un dipolo?
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Figura 11.4. Geometra para el élculo del potencial de un caséaresérico.

Solucion:

El potencial del dipolo de la figura 8.5 cop = —¢, 2 = g y2a = b, se calcula,
de acuerdo con (11.5) y (11.7), como la suma de los potesadialeada carga:

/
V = q |:_£ + i:| .
471189 r 5
Sir es la distancia del origen al punto donde se coloca una cargeuébay,
las reglas del coseno pargy r, afirman que:

r2 =b?+r2+2brcosh,
r3 =b%4r2—2brcosh.
En el caso de dipolo puntual, definido como el campo paseb, es cierto que

b?+r2 ~r2, de modo que? ~ r?+ 2brcosB y r3 ~ r2 — 2br cos; en consecuen-
cia, despés de hacer uso del tearema del binomio se sigue que:

b b
ro~r {1+Fcose] , rp~r {1—Fcose} , riry ~r2,

donde se han desechado potenbfas? y mayores. Al reemplazar en el potencial

se obtiene: 0
pcos
= . 11.13
4715012 ( )
En €rminos de los vectorgsy r el potencial de dipolo se expresa como:
__br
T Ameprd’

Mientras que el potencial de una carga puntual dependgérdellde un dipolo
puntual depende de/d?. En el problema 31 se introduce @ladrupolg cuyo
potencial depende de/d®.

La expresbn (11.13) est escrita en coordenadas@#fas. Mtese, en efecto,
gue elangulo¢ avanza alrededor del eje horizontal, y dles elangulo polar. De
acuerdo con (11.10) el campdaetrico en coordenadas éstas est dado por:

vl [599, 1,100, 1 00
E =V =& G 550 T ¥ rserg a9
P e cospre

pr— [2&; cosO + &g send] .
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Esta expresin es n&s compacta que la correspondiente en coordenadas carte-
sianas obtenida en el ejemplo 10.1.

La enerda potencial de un dipolo colocado en un campcklico externde
puede calcularse evaluando el trabajo que el campo realintaa el dipolo. De
acuerdo al curso anterior désica |, el trabajo realizado por un torqueal rotar
un cuerpo urangulod6 est dado podW = 1d6, y puesto que sém la secdn
10.21 = pEsend, puede escribirse:

dW =1d0 = pEsenf db.

Al integrar esta expre8h entre losangulosfy y 6 se sigue, asumiendo por
simplicidad que el campB es uniforme:

6
W= pE/B0 senfdo = —pEcosB|S0
= —pE(cosB — cosby) = Ep(8) — Ep(6o).

La ener@a potencial del dipolo puede por tanto ser escrita c@#p®) =
—pEcosO + cte La constante puede ser anulada calibrando el potencigpiapr
damente; si se escoge el nivel de referencia de modo quengiapetencial sea
cero enfy = 9(° se consigue que la constante se anule, dando lugar a quea ene
gia potencial del dipolo pueda expresarse cdigo= —pEcos6; esta ecuadin
equivale a:

Ep=-p-E

La enerda potencial rmima de un dipolo en un campo externo ocurre cugndo
y E son paralelos; en esta posiaiel dipolo esi en equilibrio estable. La&xima
energa ocurre sp y E son antiparalelos, caso en el cual el equilibrio es inestabl
Cuando el dipolo oscila hay un intercambio entre efrgergirética y potencial.
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Capitulo

Ley de Gauss y aplicaciones

Las investigaciones de Benjamin Franklin le permitieron concluir que el rayo es un

fenémeno eléctrico.

Presentacion

La formulacbn de la electroética realizada en los@dulos anteriores ha utilizado
la ley de Coulomb y la definioin del campo élctrico. Esta forma de acercamiento
al tema se basa en propiedades que pueden ser calculadaspuunito. Tal ha
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sido el caso en la evalu@ei de los campos en cada punto del espacio debido a
diferentes tipos de distribuciones.

Un acercamiento diferente, de tipo integral, se proponé erddulo 12, basa-
do en la nodin de flujo del campo éttrico. Se expresa en la llamada ley de
Gauss, con la cual pueden evaluarse los campos eléticosten situaciones de
alta simetta.

Se desarrollan diversos ejemplos para ilustéena las simefas permiten eva-
luar en forma simple lo que en el dago anterior exiga un largo proceso de
célculo.

Los mbdulos 13y 14 exploran las propiedadésicas de los conductores y los
dieléctricos, mientras el siguiente introduce la ®octe capacitancia y su apli-
cacbn a la teora de condensadores, prebulo importante de la téarde circuitos
eléctricos.

El cagtulo finaliza con el estudio de la enéagalmacenada en el campo elec-
trosftico.
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Médulo 12

Ley de Gauss

Contenidos del médulo

12.1 El concepto de flujo
12.2 Laley de Gauss

Objetivos del médulo

1. Definir el flujo de un campo vectorial.

2. Calcular el flujo del campo &ttrico de una carga puntual. Una barra cargada separa las cargas de
3. Utilizar el principio de superposim para evaluar flujos de sistemas de car-un conductor neutro. El proceso se llama
gas. “cargar por induccién”.
4. Obtener el flujo del campoéstrico de una distribudn discreta o continua
de cargas.
5. Proponer las cargastetricas como fuentes o sumideros.

(o]

. Obtener la ley de Gauss.
7. Estudiar desde la ley de Gauss los campos de diversosigpdistribucio-
nes.
8. Mostrar, a traés de ejemplos, que la ley de Gauss es aplicable solo a situa-
ciones de alta simés.

Preguntas basicas

=

. ¢ @mo se define el flujo de un campo vectorial?

2. ¢ Q@ conexbdn existe entre flujos &ximo, ninimo o cero y la orientabn
relativa entre el campo y la superficie?

3. ¢ Tiene sentido definir el flujo de un campo escalar, conmem@aeratura o la
densidad de la atosfera?

4. ;@mo es el flujo dctrico de una carga puntual?

5. ¢ Q@ significa que una carga positiva es fuente del camrireto?

6. ¢ ®mo es la conewin entre flujo y principio de superpoHci?

Introduccion

La nocbn de flujo de un campo vectorial susgion la tecia de los fluidos,
€como una constructn bastante enraizada en lo intuitivo, aunque luego seconvi
tib en un concepto abstracto con cada vez mayor aplicaei la tedia de campos.
Es un concepto imprescindible en el estudio de la estruntatanatica de tedas
como la gravitad@n, la adistica, la electricidad y el magnetismo. De hecho, al final
de este curso podiverse 6mo hace parte de la enunciaecide las leyes generales
del campo electromag@tico asociadas al nombre de Maxwell.

En este mMdulo se propone la defintmi general del flujo de un campo vecto-
rial y se estudia@mo este concepto permite expresar la ley de Coulomb en una
forma bastante elegante y general &hotola de un gran contenidisico. La ley de
Gauss permite entender las carg@&glcas como fuentes o sumideros teéas
de campo dctrico, en un sentido atbgo a como los grifos y los desags son, en
su orden, fuentes y sumideros de un campo hidédioo.
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12.1 El concepto de flujo

La definicbn de flujo de un campo vectorial involucra dos cantidadeschas: el
campocuyo flujo se quiere definir y lauperficiea traves de la cual fluye. Un
ejemplo sencillo permite establecer la coldexéntre estas dos cantidades que dan
lugar a la idea de flujo: pnsese en la corriente de ua que fluye suavemente. Si
colocamos un aro, con una fina malla, dentro de la corrienfieide de velocidad
v, seh facil notar que la mayor cantidad de agua posible atraviesaala si
su plano es perpendicular a la corriente, y que no hay flujolguraviese si
su plano es paralelo a la corriente. Si se admite, como Iblesta el aalisis
vectorial, que una superficie diferencial como la mostratdaefigura 12.1 es
una cantidadrectorial dA (cuyo mbdulo es elarea), pod@a hacerse la siguiente
afirmacbn: el flujo maximo (o minimo) ocurre si los vectoresy dA son paralelos
(o antiparalelos), y el flujo es nulo si los dos vectores sopgraliculares.

| S A
- T

Figura 12.1. El flujo se define erérminos del campu y del diferencial de superficigA.

Estas consideraciones sugieren la siguiente defimidel flujo diferenciabe
del campo de velocidaddel fluido a traes de la superficie diferencidA:

do=v-dA. (12.1)

Es obvio, de la definiéin de producto escalar, que el flujo es cerg gidA
son perpendiculares y esaximo (o ninimo) si son paralelos (o antiparalelos). La
direccbn del vector superficie puede escogerse arbitrariameriteida condicbn
es que su direcon sea perpendicular al plano del elemento diferenciareda.

La superficie ha sido escogida diferencial por dos razones:

1. No es obligatorio que la superficie sea plana. Puede engaor ejem-
plo, en calcular el flujo a trads de una malladncava, caso en el cual cada
elemento diferenciaA tiene diferente direcon.

2. En el caso ras general el campo de velocidad tiene diferente dibecgi
magnitud en diferentes puntos.

Cuando se dispone de una superficie finita a&sale la cual quiere calcularse
el flujo de una corrient® inhomognea, ha de descomponerse la superficie en
elementos diferenciales y realizar luego la integral:

CD:/Av~dA. (12.2)

Un caso de notable importancia en la faate campos es eatzulo del flujo a
traves de una superficeerrada Por convendn se escoge la diredsi del vector
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diferencial de superficie apuntando haafaeradel volumen, como se indica en
la figura 12.2.
En este caso la integral de flujo se expresa en la forma:
o= j{ v-dA, (12.3)
A

donde el @rculo en la integral indica que la superficie es cerrada.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

Matematico, fisico y astrénomo aleman.

director del observatorio de la Universi-

dad de Gotinga en 1807. Es considera-

do el mas grande matemdtico de todos

los tiempos. Colaboré desde 1831 con

Figura 12.2. Lineas de campo que atraviesan una superficie cerrada. El vectpetce Weber en investigaciones sobre el mag-

va siempre hacia afuera. netismo. La unidad del campo de induc-

cién magnética lleva su nombre. En as-

tronomia se hizo famoso por haber cal-

culado la 6rbita de Ceres basandose en

solo tres observaciones del asteroide. Hi-

12.2 La Iey de Gauss zo notables contrubuciones a la elec-

trostdtica, a la aritmética, al algebra y la

geometria, siendo el fundador de las geo-

metrias no euclidianas. Entre sus obras

destacan Disquisiciones sobre Aritatica,
Teofia del movimiento de los cuerpos ce-

Sea una carga puntugalrodeada de una superficie @ita imaginaria a la que se
conoce comauperficie gaussianl flujo a traves de esta superficie es

D= ?{ E-dA = % Lz‘er - dA= Lz dA lestesy Disquisiciones generales sobre las
A A ATtEor Amgor Jam? superficies curvas.
q 2_q
=——=4m°-=—. 12.4
471502 & ( )

Se ha tenido en cuenta que la diréccdedA es radial. El resultado (12.4),
conocido como ley de Gauss, asegura que la caremlafuentedel flujo de su
campo ekctrico. El flujo neto a trads de la gaussiana ésita es proporcional a la
carga encerrada.dtese que eermino 1/r? en la ley de Coulomb es compensado
exatamente por ef del elemento darea; esto significa que el resultado akdo
exclusivamente para fuerzas centrales del tifi3.1

Si la cargaq se rodea de otras superficies cerradas neriess, como en la
figura 12.3, puede concluirse que, independiente de la folerla superficie, el
nimero defineas de campo que las atraviesa a todas es el mismo, de modb qu
flujo neto a traes de cualquier superficie cerrada que rodee a una carga @lintu
es el mismo.

Si la superficie cerrada se dibuja por fuera de la carga plriualimero de
lineas que entra es el mismo de las que sale, lo que da un fojceretsi en el
interior de la gaussiana no hay carga alguna, el flujo neto@®c

El principio de superposién vectorial permite averiguar lo que sucede si hay
mas de una carga puntual en el interior de una gaussiana. pbcalattrico neto
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A\

Figura 12.3. Las diferentes superficies que rodean a la misma carga son atasesac|
mismo flujo.

debido a una colectn de cargas puntuales es la suma de los campos producidos
por cada carga, de modo que el flujo total se escribe

¢ﬁ(E1+E2+---)-dA:d>1+d>2+~~-

y como cada uno de los flujos es proporcional a la carga eigeeseasigue que

P=P1+Po+--- = %JF%JF...: 37
& & &
dondeq es la carga total encerrada en la superficie.

Si en vez de una coledni de cargas puntuales se tiene una distréiucbnti-
nua (lineal, superficial o voluéirica), bastdr descomponerla en elementos dife-
renciales, cada uno de los cuales genera un flujo diferégoelladg/ &. La suma
sobre todos ellos da la carga total dividida sofyela ley de Gauss es el enun-
ciado general de este resultaébflujo eEctrico neto a trags de una superficie
gaussiana (cerrada) es proporcional a la carga neta cordtargn su interior:

ny-olA:ﬂ (12.5)
A &

La gaussiana puede escogerse en forma arbitraria; algargesqueden estar
dentro, otras fuera, pero en cualquier caso el calbpnm (12.5) es el debido a
todaslas cargas, esh dentro o fuera de la superficie. Ciertamente, al flujo neto
solo contribuyen las cargas que&@sen el interior de la gaussiana.

La ley de Gauss es una afirmacicompletamente general acerca del campo
electrosatico y representa una propiedad global (integral), aelifeia de la ley de
Coulomb que representa una propiedad local (puntual). Argkssu generalidad,
la ley de Gauss es aplicable en ummero bastante limitado de casos particulares
en los que es simple escoger de antemano la forma apropiadagagessiana.
La integral gaussiana en (12.5) puede evaluarse una vezquensce la forma
matendtica de la superficie que hace simple la integral, lo cuabsibfe en muy
pocos casos. Aunque en principio la gaussiana puede seu@rasuperficie, la
integral solo puede realizarse en casos de alta Sememmo en esferasinkeas
de carga, superficies y cilindros hon@wgos, en los que la formaasitil de la
gaussiana es una equipotencial. En estos casos altamegteics es posible
anticipar la forma de lagrieas de campo y de las superficies equipotenciales. Solo
en estas situaciones puede usarse la ley de Gauss parar éwalgampos. En
general, las superficies gaussianas se escogen como sapatjaipotenciales.
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Ejemplo 12.1
Campo ekEctrico de una carga puntual

Solucion:

El campo de una carga puntual debe presentar seretérica pues no hay réan
para que sea &s intenso en unas direcciones que en otras, y por la misiasaz
direccbn debe ser radial; cualquier otra georigetriola la simefia esérica. Por
ello se escoge una gaussias®ricapara la cuatdA = &dA, y como el campo es
radial,E = & E. Reemplazando en (12.5):

fEdA:ﬂ.
A &

Puesto que el campo tiene simatradial, su valor ha de ser el mismo en todos
los puntos que esh a la misma distancia dg por lo cualE puede retirarse de la
integral sobre la esfera;ias

q

_ 2y _ 4
EﬁdAf E(4m?) = 7 (12.6)

de donde se obtiene el campédedtico de una carga puntual

-9
4regr?”

Este ejercicio es el rggroco del @lculo con el que se comemesta secoéin.

Ejemplo 12.2
Campo ekctrico de una esfera homognea

Solucion:
En el teorema 3 de la seoci 6.1.1 se calcol el campo gravitacional en el ex-
terior de una distribuéin de masa esfica y homognea de radi®, que resulta
ser proporcional a /A?. En contraste con este valor, el campo en el interior es
proporcional a.

Ahora bien, el campo gravitacional de una masa puntual yrepoaekctrico
de una carga puntual son ambos de la forfrd.JEsto sugiere que losatculos en
electricidad y gravitaéin tienen la misma estructura formal, por lo que es cierto
que, trasladando el teorema 3 de la sereé.1.1 al caso éttrico, puede afirmarse
que el campo élctrico en el exterior de una esfera con carga h@meg es pro-
porcional a ¥r?, y en el interior es proporcionalra

Se demuestra aggue este resultado puede ser obtenido en una forma muy
simple utilizando la ley de Gauss y la simatde la distribudn de carga.

Si se traza una gaussianaérgfa en ekxteriorde la esfera, la carga esdanda
en su interior de modo que (como en el ejemplo 1E 1 q/47eor? es de nuevo
valida, por lo cuakl campo étctrico en el exterior de una distribuan esérica 'y
homognea de carga es el mismo que si toda la carga estuviese doadaren su
centra

q

T Amegr?”

(12.7)

Si la gaussiana esfica se traza en éhterior de la esfera de radiR, en la
ley de Gauss ha de tomarse en cuenta que solo unadfnadeila carga eaten
el interior de la gaussiana. La carga internajes pV’, dondeV’ = 4niR%/3 es
el volumen de la gaussiana y la densidad vditnoa de carggp es constante.
Puesto qu@ = q/V = q/4nR%/3, siendoq la carga total de la esfera, es cierto que
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q = qr®/R®. Reemplazando en la ley de Gauss y teniendo en cuenta laisinet
la distribucbn, se concluye que
q_ 9’

E¢ dA=—"=_—"_.
472 g &R3

R r

Figura 12.4. El campo ectrico de una esfera hom@mea de carga crece coen el inte-
rior y decrece en el exterior comgrE.

En consecuenci@] campo etctrico en el interior de una distribugh de carga
eskrica y homoénea depende linealmente dg se escribe:
_
a 47T£0R3 '
Obsrvese que (4) y (12.8) coinciden er= R, como se indica en la figura
12.4, la que adeéas revela que el campo en el interior de la distribadiende a

cero cuanda tiende a cero.
Ha de notarse con sumo cuidado que eateuto tan simple se apoya de mane-

(12.8)

ra crucial en la simeta de la distribud@n de carga. Si, en vez de ser constante, la
densidad depende dela simetia esérica se mantiene puesto que hay en tal caso

cascarones esficos de igual densidad y las equipotenciales $wreséricas. Sin
embargo, si la densidad depende por ejempl@dgllo pola®, la densidad vaa
angularmente, lo que hace que las equipotenciales no s&sitas, y como no se
conoce de antemano su forma no son utilizables como gaassiampidiendo con
ello implementar la ley de Gauss.

Ejemplo 12.3
Campo eEctrico de una distribucion inhomogenea de simetra radial

Solucion:

Consicerese una distribugn esérica cuya densidad esaxima en el centro y de-
crece a cero en=Ren la formap = po(1—r/R), siendoR el radio de la distribu-
cion. Dep = dg/dV, y notando que un caséar esérico de espesor diferencigt
tiene un volumerdV = 4rr?dr, se sigue que la cargf contenida en una esfera

de radior es
r
q’:/pdV:po/(lfr/R)dV:po/ (1—r/R)4rmr2dr (12.9)
0
_ AnpR® 3r
=—3 [1— Ea] , (12.10)
y que la carga totaj de la esfera, obtenida de (12.9) aos R, es:
- r[pgR:;' (12.11)
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Eliminandopg entre (12.9) y (12.11) se obtiene:

s
q—q(4 =)

El campo en eéxteriorse calcula con

Ed da=3,
4mr2 &
que da lugar a q
= drtggr?
El campo en einterior se calcula con
/
E¢ da=J,
42 &o

de donde se concluye que

S Y
E= ATiEQr2 (4 R) '
Ejemplo 12.4

Campo ekctrico de un alambre largo

\/

(12.12)

Figura 12.5. La gaussiana apropiada para un alambre largo cargaddredricia.

Solucion:

Un alambre muy largo con una distrib@nilineal de carga constante tiene las
mismas propiedades para todo valorzdetodo valor delangulo azimutal. Estas
simetiias dan lugar a que el campo sea radial, como en la figura 18&bgalus-
siana conveniente es el cilindro equipotencial de ragidongitudL, cuyas bases
no contribuyen al flujo, pues el vector de superficie y el casgo perpendicu-
lares. El flujo neto proviene de la pared lateral cuyo vectoswperficie es radial
como el campo; en consecuendia,dA = EdA La carga neta encerrada en la
gaussiana eg = A L, de modo que la ley de Gauss es ahora

EyfdA: E(2rL) =
0

Se concluye entonces que
A

T 2meor

q_AL

Oscilaciones y Campos 97






4. Ley de Gauss y aplicaciones
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Contenidos del médulo
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13.1 Conductores
13.2 Diekctricos
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Objetivos del médulo

i

1. Establecer, a nivel @mico, la diferencia entre un conductor y un aislante.

2. Establecer la diferencia entre electrones de valenceacpdducdn. En un dieléctrico los dipolos elementales

3. Deducir las propiedades del campo y de las distribucideesrga en con- oo eorientan en presencia de un campo
ductores. eléctrico.

4. Introducir las nociones de dipolo natural e inducido.

5. Estudiar el femeno de polarizadn.

6. Presentar el vector de polarizawi

7. Presentar algunos problemas de aplimasiobre conductores y aislantes.

Preguntas basicas

-

. ¢ @mo se define un conductor? ACas su diferencia con un dégltrico?

. ¢.Cl es la diferencia fundamental entre electrones de vagmibé conduc-
cion?

. ¢, @mo son el potencial y el campcéetrico en el interior de un aislante?

. ¢@®mo es el campo ettrico en la superficie de un conductor?

. ¢ @mo se distribuye el exceso de carga en un conductor?

. ¢ @mo es el campo ettrico en el interior de un conductor hueco?

. ¢A nivel abmico qué diferencia un conductor de un aislante?

. ¢ Q& son electrones de conduic?

. ¢ Q& diferencia los dipolos naturales de los inducidos?

10. ¢ ®mo se define la polarizaoi de un material?

N

©oo~NO UL W

Introduccidn

Las piedras, losirboles, los animales, el mundo natural értesis, estn he-
chos deatomos. Estosiltimos son estructuras consistentes en iicleo formado
por protones y neutrones alrededor del cual orbitan eleetrd_osatomos son la
base para la formatn de estructuras &as complejas como son las raollas. Los
solidos, liquidos y gases son las formas usuales como vemos agregsasenhos
y moléculas. En estado natural la carga neta de los materialessge®n decir, el
nimero de protones y electrones es el mismo.

Los electrones que orbitan latsomos pueden clasificarse en dos tipos: de con-
duccbn y de valencia. Los materiales que contienen electronesmiducodn y
de valencia son losonductoredipicos: hierro, plata, oro, mercurio, cobre, entre
otros. Las propiedadesabicas de estos @st determinadas por los electrones de
conducobn. Los materiales en los que los electrones de valencisasaoayofa,
y escasos o inexistentes los electrones de condlucse denominaaislanteso
dieléctricos.

Este nbdulo haceénfasis en los campos asociados a conductores, con una
primera referencia a materiales @etricos.
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13.1 Conductores

Los electrones de conduéai esén situados en las capagisexternas deéltomo

y su enlace con elrtleo es tan &bil que gozan de una buena movilidad en el ma-
terial, hasta el punto de que si este sa@asin un campo ettrico, los electrones
de conducdn, al moverse en diredm contraria al campo externo, ocupan posi-
ciones en la superficie del material, como se indica en ladi$8rl, dando lugar

a que la redin de la izquierda tenga alta carga negativa, mientras la derecha,
con deficiencia de electrones, se torna positiva. El deapleento de estos elec-
trones genera un campceetrico en el interior del material, opuesto en diréoci

al campo externo. La migram termina en el momento en que el campo generado
por los electrones logra anular el campo en el interior. Aippde ese momento
la situacon en el interior del material se torna estacionaria, comsarior des-
provisto de campo éttrico; a& pues,el interior de un conductor en equilibrio
electrosético es una redin equipotencial.

Figura 13.1. El campo ekctrico en el interior de un conductor en equilibrio elecétisb
es nulo.

Si a un conductor que no @sén un campo externo se ldaalen cargas et-
tricas, estas se desplazana superficiedel conductor ubi@andose en posiciones
tales, y con una tal densidad superficial, que su campo eteelbinsea nulo; solo
ad el conductor es capaz de alcanzar el equilibrio elecéttiost

Si adenas se coloca el conductor cargado en un campo externo, lieaeidin
de los electrones de conduaniy los dadidos anulémn en su interior el campo
externo.

Asi pues,en un conductor en equilibrio estacionario las cargas excrds se
ubican en su superfici®uesto que la situam es estacionaria, no pueden existir
campos tangenciales en la superficie; estos proimtama migraén de elec-
trones que al final d&an lugar al anulamiento de todo campo interno; esto es:
el campo dtctrico en un conductor en equilibrio es nulo en su intenoen la
superficie es normal a ella.

Puede usarse la ley de Gauss para calcular el campo en ébegteun con-
ductor cargado en equilibrio. Para esto se dibuja un gegaiindro (figura 13.2)
con las bases paralelas a la superficie, una en el exteniareotel interior del
conductor. Como el campo en el interior es nulo y en el extesmormal a la su-
perficie, lalinica contribuddn al flujo proviene de la base exterior del cilindro (la
superficie lateral no contribuye pues el campo y el vectougerficie son perpen-
diculares). Entonces, como la carga encerrada en la pagaeissiana ep= oA,
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de la ley de Gauss se sigue:

A
?{EndA: E.a= 22
&
En consecuencia, el campormalen la superficie del conductor es
Ene 2. (13.1)
&

dA

)

Figura 13.2. Geometra para el élculo del campo élctrico en el exterior de un conductor.

En dntesis, para un conductor en equilibrio elecfatisb es cierto que:
El campo edctrico es cero en todos los puntos de su interior.
Si no es neutro, la carga reside en su superficie.
El campo en su superficie es normal y tiene un VEler g /.

No hay campo tangencial en la superficie.

o~ w nhoE

En un conductor hueco el camp@&etico es nulo, si no hay cargas en la
cavidad.

6. Enunconductorirregular la carga tiende a acumularsgassrohas de menor
radio de curvatura @ase el ejemplo 13.1).

Asi pues, en una esfera conductora de r&ljccarga totalQ, el campo edctri-
CO en su interior es cero y en su exterior es radial y con valor

Q

T Amegr?’
Equivalentemente, el potencial en su interior es constaeteel exterior es

Q

T Amegr”

Ejemplo 13.1
Sean dos esferas de radiesy R, con carga totalQ conectadas por un alambre
conductor de longitutl > R; + Ry. Calcule sus densidades superficiales de carga.

Solucion:
Como las esferas ést conectadas y &st en equilibrio electro&tico, sus poten-
ciales son iguales’; = V»; si Q1Y Q2 son las cargas en su superficie, entonces
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estaan a potenciale¥; = Q1/4mepRy = Vo = Qu/41mepRy; entoncesQ: /Ry =
Q2/R,. De esta ecuaon y deQ = Q; + Q2 se deduce qu@; = QR /(Ri+R) ¥
Q2 = QR/(R1+Ry). En consecuencia las densidades de carga son:

01 = Q/4TRE = Q/ATRy (R + Ry),
02 = Q1/ATRS = Q/4TR>(Ry + R2),

de modo que
01 Ry
o R’
SiR; < Ry, entoncew; > 01, lo que prueba que la densidad de carga es mayor
en las zonas de menor radio de curvatura, como en las puni@s piErarrayos.

Ejemplo 13.2

Calcule los diversos campos asociados al sistema de la fi§u8adonde una es-
fera uniforme de carg® y radioa esti rodeada de un caséarconductor egfrico
neutro de radioby c.

Figura 13.3. Una esfera de carga uniforme rodeada de un cas@anductor.

Solucion:
Una gaussiana esfica de radia < a contiene una carg® = Qr3/a, como en
el ejemplo 12.2. Por tanto:

Qr

E=—— ara r<a.
4715033 P

Una gaussiana esfica cona < r < b contiene en su interior la carga de
modo que segn el ejemplo 12.2:

Q

= Ier? para a<r<b.
0

Hasta este punto se han obtenido resultados conocidogsesrle este pro-
blema viene en lo que sigue:

El conductor es neutro, es decir, hay tantas cargas pasitivao negativas.
Si no estuviera presente la esfera de c&)gal cascavn que lo rodea tendr en
cada punto una carga neta cero. Pero la presencia del canip@siera separa
las cargas del conductor atrayendo haciab las negativas y dejando positivas
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enr = c. Esta migradin de cargas de condubai da lugar a que el interior del
cascabn conductofb < r < c) sea neutro, esto es:

E=0 en a<r<bh.

Ahora bien, ¢ céinta carga hay en= b? Esta puede calcularse dibujando una
gaussiana en el interior del caswmayy es cierto que en esta zona el campo es cero.
La ley de Gauss dice entonces que la carga neta encerradegaoisisiana tamém
debe ser nula, por lo que la carga neta en la superfieib esQ’ = —Q. Y puesto
gue el conductor es neutro, la cargaren c ha de seQ” = Q. De este modo la
cargaQ + Q" en el conductor sigue siendo cero.

Finalmente, una gaussiana@&@sta conr > ¢ encierra una carga ne@— Q +
Q=Q, por lo cual: o

:W pal’a r>_c.

¢ Qe campo se obtiene &n> ¢ si se dibuja un peqd® cilindro gaussiano en
el entorno da = ¢ como en la figura 13.2? ¢ Es consistente con el resultado ya
obtenido?

El campo ekctrico en las diversas zonas tiene la forma indicada en uaafig
13.4.

E

Q hememmeeme———————

o
~

@/

Figura 13.4. Campo ekctrico en las diversas zonas de la figura 13.3. Enyre el campo
es cero.

Ejemplo 13.3
El mismo anterior Badiendo una cargaal cascabn conductor.

Solucion:

Los resultados del ejercicio anterior sdxlidos aquiparar <aya<r <h. Enel
interior del cascdmn el campo es cero por lo que, §eda ley de Gauss, la carga
neta encerrada en la gaussiénar < cha de ser cero. Por ello la cargarea b ha
de ser—QYy corresponde a electrones de condéisclUna carga-Q debe aparecer
enr = c¢. Una gaussiana> c encierra una carga ne@@— Q+Q+q=Q+gq, de
modo que el excespde carga se Sib enr = ¢. El campo err > ces

E_ Q+q
4regr?”
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Vea la demostracién Polarizacbn del agua
en su multimedia de Oscilaciones y Cam-
pos.

13.2 Dieléctricos

De acuerdo a la tet@ clantica, la distribudin de electrones alrededor de aho-
mo puede ser representada como una nube de probabilidadieny@lad indica
mayor presencia de electrones. Enatomo libre el centro de carga negativo, que
es el aalogo del centro de masa, coincide con el centro de cargavogsjue a
su vez coincide con elutleo. Esto da lugar a que @omo libre, en ausencia de
un campo externo, tenga un momento de dipolo nulo. En caetrsislatomo se
coloca en un campodttrico, la nube eledinica se desplaza en diregoiopuesta
al campo logrando que los centros de carga positivo y negativcoincidan. Co-
mo consecuencia @tomo exhibe un momento de dipol@elricoinducidg que
tiende a ser orientado dayla direccdn del campo polarizador. Las néglulas de
gran simefim, como el C@, no presentan momento de dipol@etico natural,
pero § lo presentan mélculas de menor simé&rcomo el agua, constituida por
dosatomos de hidrgeno y uno de dgeno, ubicados en logrtices de un téngu-

lo isbsceles, como en la figura 13.5. 8adas reglas de la ménica céntica, el
centro de carga negativa queda cercaaleimo de oigeno, mientras el de car-
ga positiva queda cerca al punto medio entre los do$géalros. Esto da lugar a
un dipolo neto de la méktula del agua de,Bx 1030 Cm. Este dipolmatural p
puede ser reorientado por la presencia de un cangotrielo externo.

Figura 13.5. Momento de dipolo éctrico de la matcula de agua.

Los momentos de dipolo de algunas gmilas son:

HCI | 3,4x103Cm
CO [ 04x103%Cm
H>S | 5,3x103°Cm
SO, | 53%x10%°Cm
NH3 | 5,0x103°Cm

Los Plidos que presentan polarizéninatural se conocen cormatectretos.

En general puede afirmarse que Etemos pueden presentar momentos de
dipolo inducidos; las mélculas pueden tener momentos de dipolo naturales como
es el caso del agua. Lo usual es que laséaudbs polares que formaimulidos
0 gases no presenten macrgsicamente un momento de dipolo neto debido a la
aleatoriedad en la orientaci de las mdiculas. Sin embargo, como puede verse
en el experimento adjunto, un chorro de agua manifiestaciétraente una barra
electrizada debido a la reorientagide sus dipolos.

Asi pues, los materiales pueden presentar momentos de dighiales o in-
ducidos, que pueden cambiar su diréogpor la presencia de campogédticos.
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Cuando esto ocurre se dice que los materialésgzilarizados y la medida de
este efecto se describe @rrhinos del momento de dipolo promedio por unidad
de volumen: dp

P= v (13.2)

El nombre geéarico de los materiales polarizables es edaséctricoso ais-
lantes. Estdiltima denominadin se debe a que, al ser dominantes @mero los
electrones de valencia, que tienen una gran ligadurac¢ao, la movilidad de es-
tos es muy pequi®, dando lugar a que estos materiales sean excelentegessla
0, lo que es lo mismo, malos conductores.
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Médulo 14

Dieléctricos

Contenidos del médulo

14.1 Polarizad@n y susceptibilidad
14.2 Desplazamiento&ttrico y ley de Gauss en dagltricos

Objetivos del médulo

. Estudiar la conegin entre polarizadin y campo polarizador.
. Introducir la susceptibilidad &ttrica. Lineas de campo electrostético y equipo-
. Definir la carga superficial de polarizani tenciales.

. Establecer la conexn entre carga de polarizéci y vector de polarizaén.
. Definir el vector de desplazamient@etrico.

. Definir la permitividad de un diéttrico.

. Establecer la ley de Gauss para@itficos.

NO O~ WNPE

Preguntas basicas

1. ¢ De gé depende la polarizam de un material?

2. ¢ Cules son las unidades de la susceptibilidédteica?

3. ¢ Cul es la conexin entre carga superficial de polariZaty vector de po-
larizacbn?

4. ;dmo se define el vector de desplazamiento?

5. ¢ ®@mo se define la permitividad de un dietrico?

Introduccion

En un material sumergido en un campéattico, los dipolos naturales se re-
orientan, o se inducen debido a la redistrilmcile carga de los electrones en las
moléculas. En cualquiera de estos casos se dice que el mastaiabkarizado En
su interior puede definirse el vector de polarizacijue corresponde al momento
de dipolo promedio por unidad de volumen, el cuahestociado por (13.2) a las
cargas de polariza@mn que aparecen en el material. La introdoodile estas cargas
hace necesario establecer con claridad la diferencia esitgas libres y cargas de
polarizacon, lo que de una manera natural sugiere la introduncdel vector de
desplazamiento, con el cual puede escribirse la ley de @alfssma nas general.

A los materiales polarizables se les conoce con el nombdetitricos
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14.1 Polarizacién y susceptibilidad

La figura 14.1 muestra que debido al campo externo el matpr&ake coloca en
un campo dctrico adquiere una carga superficial positiva a la dergcteyativa

a la izquierda, debida al corrimiento de las nubes deatas. A la carga que
aparece en las superficies como efecto del campo polarizatolemacarga
superficial de polarizadin. Si el medio material es inhomégeo aparecen en su
interior cargas volurgtricas de polarizadin. La suma de las cargas superficiales
y volumétricas de polarizadh es siempre cero pues la polarifacino genera
carga neta en los disttricos. En particular, si el material es horango hay solo
cargas superficiales cuya suma es cero. Si el material esgéoiem, e isdipico
(es decir, no solo tiene las mismas propiedades en cadagontque adeis son
las mismas en diferentes direcciones), es experimenténogsrto que el vector
de polarizadn es paralelo al de campaeetrico. En este caso es posible escribir:

P = Xe&0E. (14.1)

Es facil demostrar que(e, conocida comasusceptibilidad dlctrica, es una
cantidad adimensional. Para la magode las sustancias tiene valores positivos.
La ecuaddn (14.1) es una relamn valida experimentalmente en muchos casos y
que asegura que la reléaientre el campo externo y la polarizatique genera es
lineal.

El valor de la susceptibilidad&ttrica para algunas sustancias es como sigue:

Vidrio 8

Aceite 1.1
Alcohol 24
Agua 78

Hidrogeno| 5,0 x 102
Oxigeno | 50x10°%
CO 92x10*
Aire 54x 104

Figura 14.1. La aparicén o reorientadin de dipolos en un material da lugar a cargas su-
perficiales de polarizagn.

La conexbn entre la polarizabn y la carga superficial de polarizanipuede
ser establecida con facilidad en el caso simple de la pladectiica de la figura
14.2, de gruesby areaA. Hay un campde externo perpendicular a la placa que
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genera un vector de polarizaaiy cargas superficiales, como se indica en la figura.
El momento de dipolo de la placa es, de acuerdo a (18.2)PV, equivalente a

P = (PA)l. Puesto que el dipolo &ttrico tambgn se escribe = gl, es cierto

gue la carga neta sobre una de las caras de la plaga=€RA, de modo que la
carga superficial de polarizéci (g/A) es o = P. Un argumento ras refinado
permite extender este resultado al caso de materialesma fmbitraria ubicados

en campos externos no hon@geos. Es entonces posible demostrar que la carga
superficial de polarizaén en cualquier punto de la superficiezedado por:

op =P, (14.2)

dondef en la figura 14.2 es el vector unitario normal a la superficilguita el
dieléctrico. Obérvese qu® y o tienen las mismas unidades.

NN\
—> |- ¥ —
- +
e _ =
SN S Y
- +
- +
—> |- | —
VNN

I [ i

Figura 14.2. Cargas superficiales de polarizatinducidas por el camps.

Lascargas de polarizaéin se deben a redistribuciones de carga en el volumen,
cargas que no tienen movilidad en el material, a difereneiasllamadasargas
libres, que no surgen en el proceso de polarizadino que puederiiadirse a vo-
luntad. Las cargas libres tampoco viajan en losatiglcos, peroigpueden hacerlo
en los gases o los metales. En el caso general es necesaiogioicuenta ambos
tipos de carga y tener presente que ambas generan caraptries.

§+++++++§
I
e

Figura 14.3. Una placa digictrica colocada entre las placas de un condensador.

Un par de placas conductoras con cargas iguales y de sigtraigoncon den-
sidad superficiabj, generan entre ellas un camBg= a;/&p. Si entre las placas,
como en la figura 14.3, se coloca una placaétilca, sobre las superficies cer-
canas a las placas conductoras apaéeceargas de polarizaai, que solo existen
si las placas eéh cargadas. Este es el sentido en que puede afirmarse que las
cargas de polariza@n son cargas “ligadas”. Ahora bien: ambas cargas, libres y
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ligadas, generan campceetrico y puede verse que el campéaticoEp gene-
rado por las cargas de polarizagise opone en dired@r al campo de las placas
del condensador. Si las placasagstn contacto con el didtrico se puede afir-
mar que la densidad de carga superfingtsobre la superficie de la izquierda es
O = 0 + 0Op, es decirg = g; — P, donde se ha tenido en cuenta la diferencia de
signo entre las cargas. Sobre la placa de la derecha lossigndos opuestos. En
presencia del diéttrico la placa aparece con una carga efectivaP, que genera

un campcE = o/&. Con esta ecuan, y despejandoj, se obtiene:

0 = &E+P. (14.3)

14.2 Desplazamiento eléctrico y ley de Gauss en
dieléctricos

La aparicon deE y P en la misma expre8h sugiere definir el vectdd, conocido
como vector de desplazamient@etrico, en la forma:

D = gE +P. (14.4)

Multiplicando escalarmente (14.4) poes cierto entonces qug = D - i, por
lo cual integrando sobre la superficie del conductor:

j’{D dA=q, (14.5)

dondeq = [ g dA

La ecuaddn 14.5 tiene una validez bastant@sigeneral pues puede aplicarse
para evaluar el campd en ausencia 0 en presencia deé&lglicos. Ha de notarse
de (14.4) que en una régi donde no haya diettricos es cierto que = &E. La
ecuacbn (14.5) afirma quel flujo del campd es proporcional a la cargdibre
encerrada en la superfici€sta es una forma &s general de la ley de Gauss que
incluye (12.5) como caso particular g = 0. Recierdese que la ley de Gauss
(12.5) afirma que el flujo del cami® depende déodaslas cargas encerradas en
la superficie. De (14.1) y (14.4) se obtiene

D = &E + Xe&0E = (1+ Xe)&E = €E. (14.6)

Se haintroducido la nueva cantidgdconocida compermitividad del diekctri-
co, y es tal quese = g9(1+ Xe). En el vadéo: € = &. Las unidades de y & son
C??m—3kg~!. La ecuaddn D = ¢E es \@lida para medios isdipicos, y, si ade#s
son homo@neos, la ley de Gauss (14.5) toma la forma:

_a
fEdAf 1 (14.7)

Comparando con (12.5) queda claro que en presencia dectiliebs ha de
cambiarsegy por €. La carga que se incluye en (14.7) es solo la libre, ya que el
efecto de las cargas de polariZatiesé incluido enD.

Si se considera el caso de una carga puntual puede verse qampa en el
vado esE = q/4rmeor?, mientras que si éstrodeada por un diettrico su campo
esE’ = q/4mner?, de donde se deduce qHEE = &/ ¢; puesto que lo corriente es
quee > &, sei cierto queE’ < E. Asi pues, el digctrico reduce el campo de la
carga debido a que el efecto de polaribacgenera cargas de signo opuesto que
apantallan el efecto dg
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Ejemplo 14.1
Una carga puntudD est rodeada por un caséar diekctrico de radiosy by
permitividade. Calcule los campos en las diferentes regiones.

Solucion:
De acuerdo a la figura 14.4 hay tres zonas en orden crecienistdrcias:

a. r < a. Excepto por la carga puntual, en esta zona haloyde modo que es apli-
cable (14.7) para una gaussianaeesh cone = &. Asi pues E = Q/41gor2.

b. a<r < b. Utilizando de nuevo (14.7) es cierto que en el interior daslcadn
dielectricoE = Q/4mer?.

c. r>b. Enestazonade vag E = Q/4neor2.

Como se ve, la ecuam (14.7) incluye la ley de Gauss (12.5) cuando no hay
medios materiales presentes.

Calcule la polarizaéin y las cargas de polarizéci. ¢Cal es la carga neta
sobre la superficie = a?

Figura 14.4. Un cascabn diekEctrico con una carga puntual en su centro.
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Médulo 15

Capacitancia y condensadores

Contenidos del médulo

15.1 Capacitancia de un conductor aislado
15.2 Condensadores
15.2.1 Condensador plano
15.3 Condensadores en serie y paralelo
15.3.1 En serie
15.3.2 En paralelo

Objetivos del médulo

. Definir la capacitancia de un conductor aislado.

. Definir el condensador&ttrico.

. Definir la capacitancia de un condensador.

. Reconocer el papel de una bé&iern un circuito d@ctrico.
. Presentar diversos tipos de condensadores.

. Estudiar el condensador plano.

. Introducir los condensadores en serie y paralelo.

. Proponer la nobn de condensador equivalente.

CO~NO U WNPE

Preguntas basicas

1. ¢ mo se define la capacitancia de un conductor aislado y dendene
sador?

. ¢, Q& es un condensador?

. ¢ Q& papel desempe una batéa en un circuito?

. ¢ Cales son las caractsticas de un condensador plano?

. ¢ Q@ diversas geoméss tienen los condensadores?

. ¢ @mo son los diagramas de condensadores en serie y en paralelo

. ¢ Q& significa el &rmino “condensador equivalente™?

~NOoO O WN

Introduccidn

El mbddulo se inicia presentando la defidinide capacitancia, que relaciona
el potencial de un conductor con su cargactiica. Esta nobn, a su vez, fun-

damenta la definidin del condensador @itrico. Un condensador es un sistema

formado por dos conductores que tienen carg@sy —Q, con la propiedad espe-

La botella de Leyden, usada en el siglo
XVIII para almacenar electricidad, con-
tiene una capa metalica interna y otra
externa, que la convierten en un conden-
sador eléctrico.

cial de que siendo ettricamente neutros, son capaces, sin embargo, de alanacen

enerda ekctrica en cantidades dependientes de su forma gy de su con-
tenido de digdctricos. Los condensadores son de alto uso efasselectdbnicos

y de ingeniela ekctrica. Muchos aparatos de uso dstico los involucran, como
radios, equipos de sonido, televisores, videograbadimgsiabrisas, entre otros.

El precursor del condensadogetrico se encuentra en la botella de Leyden, de

amplio uso en el siglo XVIII, consistente en una botella diigirecubierta en su
exterior e interior condminas metlicas.

Especialmentétiles son los dis&os que involucran arreglos de condensadores

en serie y en paralelo. A estos temas se dedica el presénaiidon
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15.1 Capacitancia de un conductor aislado

De la secdn 13.1 sobre conductores se sabe que el potencial en |disigpee
una esfera de radi®y de un cilindro de radi® y longitudL, ambos conductores
y con carga tota@), es respectivamente:

Q Q

~ 4R’ V= 2mel In(R/a).

Estas expresiones soalidas si los conductores astrodeados por un détri-
coe&. Si mas bien es el vao el que los rodea, el coeficiente ha deger

El coeficienteQ/V es en ambos casos independiente de la carga y dependiente
solo de la geomei y deg, caracteistica que es general pues en todos los casos el
potencial en la superficie de un conductor es directamenf®prional a la carga
neta que reside en su superficie. Este cociente es dédrtamto térico, como
en el dis@o de instrumental éttrico, y amerita un nombre y una defiidici Se
define lacapacidadde un conductor aislado en la forma:

c=2
V
De los @lculos para la esfera y el cilindro se deduce que la capadieipende
no solo de la geomét del conductor sino tamim de la presencia o ausencia de

dielectrico. La capacidad de la esfera y el cilindro conductsessxpresan como:

C = 4meR, c— 2L
In(R/a)

Puesto que la permitividad de un dietrico es usualmente mayor que la del
vado se concluye que el diattrico que rodea a un conductor aumenta su capaci-
tancia.

Las unidades de capacitancia son C\en unidades elementalesT frkg ' s?

C2. Esta unidad MKS se conoce corfamadio (F), unidad demasiado grande para
fines pacticos por lo que se usan sus siittiplos, el microfaradio (F = 106

F) y el picofaradio (pF= 10~12 F). Un faradio es la capacitancia de un conductor
aislado cuyo potencial es de un voltio cuando su carga es deulomb.

15.2 Condensadores

Es cierto que el campoé&ttrico de un conductor aislado se extiende por todo el
espacio. Es posible confinar en alto grado el campcteto mediante apropiadas
combinaciones de conductores. En el captimo, permitido por arreglos esi-
cos, el confinamiento es total. Como sea/arsto significa confinar la enéaglel
campo electrostico.

El arreglo n&s simple que permite confinar un campecgiico es el formado
por dos conductores, uno con carg®, el otro con—Qy a potenciale¥; y V. A
este sistema se le llancandensadoo capacitor. La diferencia de potencial entre
los conductores eV =V, — V. La capacitancia del condensador se define como:

Q

C=—.
AV

Por definicén, la capacitancia es utimero positivo (deben involucrarse solo
los mbdulos deQ y AV.)
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Aislante

Conductor
(a) (b)

Figura 15.1. Condensador enrollado (a) y ddiiples placas (b).

La disposicbn de los dos conductores toma formas muy variadas, desde el
condensador simple de placas paralelas, pasando por lesr@ass cihdricos
con@ntricos y edfricos conéntricos, hasta los condensadores formados por dos
largas tiras méticas recubiertas de dasdtrico y arrolladas en espiral (figura 1&).1
Estos tipos de condensador de geofa€ija tienen una capacitancia constante.
Los receptores de radio utilizan un tipo de condensador pacitancia variable,
permitido por la presencia de un conjunto de placaslicas que se deslizan res-
pecto a otro conjunto. La figura 1B.inuestra un condensador déiltiples placas
sumergida en una soluii dieEctrica.

15.2.1 Condensador plano

Un condensador plano éstormado por un par de placas planas y paralelas sepa-
radas una distancid cada una coareaA y usualmente con un digttrico en su
interior (figura 15.2).

Puesto que el campo entre las placages o/¢, la diferencia de potencial
entre ellas es

d
AV =V — Vo = —/ E.dl = od/e.
JO
En consecuencia, la capacitancia del condensador es

A
==

Como sed claro cuando se realicen las consideraciones sobreiankergre-
sencia del didctrico aumenta la capacidad de confinamiento de caggérieh, y
en consecuencia, de almacenamiento de émekertrica.

Los condensadores se conectan a una fuente externa déaegeegprovee
la diferencia de potencial entre sus placas. La fuerdie uiilizada es la bafier
guimica, en la que una reaéci gumica provee la diferencia de potencial. Mien-
tras el $mbolo de un condensador es el que aparece en la figura 1%86,uzla
batefa es el que se muestra en el centro de la figura 18.1.

C

Ejemplo 15.1

Una placa diddctrica de permitividad se introduce en un condensador de placas
paralelas de modo que lo llena completamente (figura 158fu(@ los campos
Dy E, las cargas de polarizaai y la capacitancia. Las cargas libres sobre ambas
placas son iguales y opuestas.
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N—

Figura 15.2. Condensador de placas paralelas coredieico.

Solucion:

En la figura 15.3 se han dibujado los vectobes_a ley de Gauss aplicada a la
gaussiana 1 permite concluir que el canipy en consecuencia &) es cero en

el exterior. La ley de Gauss pabaaplicada a la gaussiana 2 ha de incluir solo la
carga libreg, as:

. o)
DA=0A, esdecir D=oa, y E= re

La polarizaocdbn esP = gyxE = g0Xe0/ € y la carga superficial de polarizaci
sobre la placa positiva vatg, = P.

Figura 15.3. Gaussianas para élculo deD en un condensador de placas paralelas.

Ejemplo 15.2

Se introducen dos placas deetricas planas; y € que llenan un condensador de
placas paralelas como se muestra en la figura 15.4. Las ddmgaso sobre las
placas son iguales y opuestas.

Solucion:
La ley de Gauss (14.7) aplicada sobre las gaussianas custes son lasiheas
punteadas 1, 2 y 3 permiten concluir respectivamente que:

1. Los campo£ y D son cero fuera del condensador.

2. D1 =o0.
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1 2
........... o
” ,3 I JE
€ i i il D, |E;
4 4
R E=0

Figura 15.4. Condensador de placas paralelas con dos placas éetdieb.

3. Dy =Dy ... &1E1 = &E>.

EndntesisD;=Dy=0, E;1 =D1/&1=0/¢&1, Ex =&1E1 /o =0/¢&.

Ha de observarse con cuidado que el capes el mismo en el interior del
condensador pues su valor depende solo de las cargas liressain sobre las
placas méidlicas; la superficie que separa los détticos no contiene cargas libres.
Los campo$; y E; son diferentes en los dos déetricos pues su valor depende de
las cargas de polarizaxi que son distintas en las superficies del primer y segundo
dielectricos. Dibuje las cargas sobre todas las superficies.

15.3 Condensadores en serie y paralelo

15.3.1 En serie

La figura 15.5 muestra un arreglo de condensadores en seré,gelie la placa
negativa de un condensador&sbnectada a la placa positiva del condensador
contiguo, y la negativa de este a la positiva del que le siBneconsecuencia el
modulo de la carga de cada placa es el mismo y los signos seaaltdros dos
extremos del sistema @st conectados a una badgeque provee la diferencia de
potencial. Como se ve, las placas de condensadores casitignen cargas iguales

y opuestas.

C, C, (o
= 1= il ff
11 11 10

Figura 15.5. Condensadores en serie.

Si AV1,AV,... son diferencias de potencial entre las placas de cadayuno
C1,Cy. .. sus capacitancias, es cierto que

Q Q
ANV ==, ANpb=—=
1 C]_ 3 2 C2 )
Como el campd entre las placas va siempre en la misma difetcia dife-
rencia de potencial total es la suma de las diferencias émpiel, de modo que

1 1
A=AV +Ao+---= —4+—4+...]Q.
1+AV2+ <C1+C2+ )Q
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En consecuencia, la capacitancia de un condensador eapiwall arreglo en
serie y que satisfaa®/ = Q/C es

101 1
1. 1. 15.1
c oot (15.1)

15.3.2 En paralelo

La figura 15.6 muestra una combin@ecide dos condensadores conectados a la
misma fuente de potencial; como consecuencia, la carga(@etias placas del
mismo lado) sex la suma de las cargas de cada placa:

Q=0Q1+Q2,

y COmMo
Q1=CAV, Q2=CAv,

puede concluirse que la capacitancia del condensadoradelie (con la misma
diferencia de potencial) es
C=C+GCs. (15.2)

+

G
| 1=
11

11
n i
G

Figura 15.6. Condensadores en paralelo.

Ejemplo 15.3
Calcule la capacitancia equivalente al arreglo de la figbra.1

— i —

|
I

Figura 15.7. Arreglo de condensadores en serie y paralelo.

Solucion:
Utilizando (15.1) y (15.2) el sistema puede ser reducidoaefotma siguiente
(figura 15.8):

- 1l
)
6/7 uF

———
3 uF 6 uF 2 uF

Figura 15.8. Condensadores equivalentes a la figura 15.7.
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Médulo 10

Energia del campo eléctrico

Contenidos del médulo

16.1 Energp almacenada en un condensadéctico
16.2 La enerta del campo éctrico

Objetivos del médulo

1. Proponer que un condensador almacena emekgtrica.

2. Calcular la eneiig almacenada por un condensador. Las baterfas generancorriente eléctrica

3. Estudiar la enefg y la densidad de enéagalmacenada por el campéetri- mediante reacciones quimicas. La bote-

co. lla de Leyden almacena energia elec-
trostdtica.

Preguntas basicas

1. ¢ @mo se carga un condensador?
2. ¢ @al es la enefig almacenada por un condensador?
3. ¢bnde se localiza la enémydel campo éctrico: en este o en las cargas?

Introduccion

Cargar un condensador significa establecer una difereecgoténcial entre
sus placas, para lo cual se necesita una fuente que proveadas Y la diferencia
de potencial necesarias. Esto implica un gasto de Energe se acumula en el
condensador. Apues, resulta quen condensador es un artefacto que almacena
enerda eléctrica

Es cierto adei&s que, en general, un campécttico posee eneia, y la teota
gue se ha visto hasta ahora permite evaluar su densidad &wican De hecho,
cuando una padtula cargada éctricamente se mueve en un campactico, este
provee la enefi@ necesaria para el movimiento; en otras palabras, esritefdel
campo de fuerza ettrico. Pero no solo el campceetrico posee enei@, tambén
el gravitacional, y como se v&mas tarde, el campo magtico.

Asi pues, el concepto de en@ge extiende en estedaiulo: no solo la poseen
las partculas, sino tamiéin los campos.
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16.1 Energia almacenada en un condensador
eléctrico

Supdngase que un condensador de capacita@htizne una carggy que entre sus
placas hay una diferencia de poten®alSi se le quieref@adir una cargdqtraida
desde el infinito, ha de realizarse un traldyg =V dqque equivale a la cantidad
en que aumenta la enéagdel condensador. Puesto qtie= g/C, se tiene que el
aumento de la enei@del condensador éstlado por

dE—Vdgq— gdq.

Si se quiere calcular la enéagnecesaria para cargar el condensador desde
g = 0 hastag = Q debe integrarse la anterior ecuatilo que da lugar a

1 (Q Q@
E== == 16.1
¢ | ada= (16.1)
UtilizandoC = Q/V esta expreséin toma tamkén las formas alternas
oV Qv
227

La anterior ecuadin es \alida en general para calcular la eriargimacena-
da en un conductor, aunque sea aislado. Hacerlo #&pepara condensadores
implica solo introducir ras de un conductor.

E

Ejemplo 16.1
Calcule la eneng eEctrica almacenada en un condensador de placas paralelas de
areaAy anchod con un diegctricoe en su interior.

Solucion:
Puesto que la capacidad del condensadd escA/d, y V = Ed, usandokE =
CV?/2 puede escribirse

1l o 1/eA 2 1
E= 2CV =5 ( g )(Ed) = ZeE (Ad),
dondeE es el campo élctrico entre las placas. Condal es el volumen del con-
densador, que corresponde (despreciando los efectosd) labvolumen ocupa-
do por el campo ékctrico, puede decirse que la densidad vd@trna de enefig
del campo dlctrico es

E 1
= — = Z¢E2 16.2
H=24=3 (16.2)
La ener@a almacenada en un condensador es mayor mientras mayan sea s
permitividad. Cargas altas, es decir efi@sgpltas, pueden almacenarse usando un

buen aislante.

Ejemplo 16.2
Condensador esérico

Solucion:

Un condensador &sfico consta de un par de cascaronegrasis conéntricos
de radiosay b, entre los cuales hay un deettricoe. Calcule la capacitancia y la
enerda almacenada si la carga positiva@s
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4. Ley de Gauss y aplicaciones

De la ley de Gauss

f D-dA =0,
se sigue
D(4mr?) = Q,
de donde 9
&= 4mer?’
Es cierto entonces que
/ &-dl = "Lar
al

11 Q(a b)
T Ame (E a) 4meab

En consecuencia, la capacitancia es:

Q 4reab
Y (b (b—a)’
por lo cual la enefig almacenada en el condensador es
_ @ Q(b-a
~ 2C  8meab

Facilmente se prueba que este resultado se obtieneéarmbn
€ [ o
=— [ E“dV,
2 / ’

dondeE2 =E-E.

16.2 La energia del campo eléctrico

Aunque (16.2) fue obtenida para un condensador de placalelgarpuede demos-
trarse que esalida independientemente de la forma gétnica del condensador.
Notese, en efecto, que (16.2) no contiene referencias a laajéa del conden-
sador sino solo al campe y a la permitividad del medio. Es posible demostrar
gue esta ecuamn tiene validez general para campos elecitosis y expresa que
la enerda del campo puede asumirse localizada! espacigue rodea las cargas,
mientras que (16.1) expresa que la ereegyiede suponerse almacenada en las car-
gas. Estas dos interpretaciones son equivalentes en eésfioo. Una vez que
se comience el estudio de la @mica del campo electromagfico se vei que la
primera interpretaéin es la nas apropiada, pues permite entender los casos, como
la luz, en que la enetg electromaggtica viaja en forma de ondas en ausencia de
cargas.

Asi pues, la densidad volugtrica de enefi@ y la energa total de un campo
eléctrico se expresan como:

u= gEZ, E— g LEZ dv, (16.3)

dondedV es un diferencial de volumen del campo.
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Ejemplo 16.3
¢Aial es la eneii@ almacenada en una esfera uniformemente cargada deRradio

con carga tota?
Solucion:

Los campos éctricos en el interior y exterior de una distribrcide carga con
simetiia esérica son radiales e iguales, respectivamente, a:

Qr Q

= —— E = ——F.
17 ang R 27 Arteor2

La enerda total de la distribuéin se escribe:
1 2 1 2 2
Ezéso/E dV:éso/E (4rrdr)
:27150/ E?redr
0

R 00
=215, V E%rde-/ E%rzdr}
0 R

2

3Q 3Q?
= My =
& 04071283 20718,
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Capitulo

Corriente eléctrica y circuitos

Contenido breve

Médulo 17
Corriente edctrica

| Médulo 18

| . Circuitos de corriente continua
E,

Pors R
AR A A A AR AR A A

La ley de Ohm, que es la mds simple conexidn entre corriente eléctrica y diferencia de
potencial, permite definir resistenciaeléctrica.

Presentacién
En los materiales conductores los electrones déltimas capas émicas esin

débilmente ligados a lodieleos por lo que presentan una gran movilidad y pueden
desplazarse por todo el material. Este movimiento es detgaiorio y no genera
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en consecuencia una corrientéctica neta, observable macropicamente. Sin
embargo, si se establece una diferencia de potencial ergiuthitos del conductor,

es posible una corriente macropica permanente. Como se sabe, la diferencia de
potencial equivale a la presencia de un campaeteko en el interior del material,
gue provoca el movimiento de los electrones de conéuncen direcdn opuesta

a la del campo éktrico. Esto significa que aparece wmariente eéctricaen el
conductor.

Este nbdulo se dedica a explorar los conceptos necesarios pacahilelos
fendbmenos asociados a las corrientéxgicas, como son la resistencia, la resis-
tividad y la conductividad, a exponer la ley de Ohm, los dagde resistencias en
serie y paralelo y la te@ de los circuitos de corriente continua.
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5. Corriente eléctrica y circuitos

Médulo 17

Corriente eléctrica

Contenidos del médulo

17.1 Corriente y resistencia

17.2 Ley de Ohm

17.3 Resistividad y conductividad

17.4 Ley de Ohm y densidad de corriente

17.5 Potencia éktrica

17.6 Resistencias en serie y paralelo
17.6.1 En serie La corriente eléctrica es transportada ha-
17.6.2 En paralelo cia las ciudades por redes conductoras.

Objetivos del médulo

. Definir corriente dictrica.

. Introducir la noddn de resistencia &ttrica.

. Presentar la ley de Ohm.

. Definir resistividad y conductividadésdtricas.

. Definir la densidad de corrientecetrica.

. Establecer la conexn entre campo éttrico y densidad de corriente.
. Calcular la potencia necesaria para mantener una cirrien

. Estudiar arreglos de resistencias en serie y paralelo.

CO~NO U WNPE

Preguntas basicas

. ¢ Q& es una corriente@ttrica?

. ¢ @mo se definen resistencia, resistividad y conductividad?

. ¢ Q@& significa y gé variables relaciona la ley de Ohm?

. ¢ @mo se define la densidad de corriente?

. ¢ Q@ diferencia corriente y densidad de corriente?

. ¢C@l es lareladin entreV = IRy J = oE?

. ¢ En gé se emplea la potencia recibida por una resistencia?

. ¢ Cales son las resistencias equivalentes para redes en parialglo?

o~NO UL WN PR

Introduccidn

En el interior de un conductor entre cuyos extremos se nrantira diferencia
de potencial aparece una corrientealica. Esto significa que hay desplazamiento
de electrones de un punto a otro del material. En generalceeqlie hay una
corriente ekctrica en casos tan diversos como el flujo de electronesiategbr
de un tubo de televién, en el viaje de los iones de un borne al otro de unaibater
de autondvil o de una pila de linterna, o en el viaje de las faras elementales
cargadas en el interior de un acelerador.

En algunos de estos casos las cargas viajan eniel ygeieden ser aceleradas
por el campo dctrico hasta alcanzar muy altas velocidades, como es @lecas
los aceleradores. En el caso edfiec de un electin de conducdén en un metal
este se encuentra rodeado pacleos abmicos y por los restantes electrones lo
que da lugar a la aparim de una resistencia al movimiento. Como s@ykx ley
de Ohm es la exprgan que conecta la corriente con la resistencia y el potencial
necesario para establecer la corriente.
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17.1 Corriente y resistencia

Si un chorro de paitulas ekctricamente cargadas se mueve a lo largo de un tubo
de secdin transversa, bajo la acadn de una diferencia de potencial—\;, entre

los planosay b (figura 17.1), la corriente ettrica puede definirse como la carga
neta por unidad de tiempo que atraviesa la $ectiansversal del alambre:

_4dQ
Codt

| (17.1)

Figura 17.1. Bajo la acobn de la diferencia de potencid — V,, las cargas positivas se
mueven hacia la derecha.

Por convendn, la direcabn de la corriente sérla de las cargas positivas, es
decir, la del campo éktrico que ocasiona su movimiento. En el caso de los con-
ductores, y puesto que lo§icleos abmicos esin en reposo en el material, siendo
los electrones los responsables de la corriente, reaujtsr la corriente éttrica
fluye en direcdn contraria al movimiento de los electrones. Ciertameg@osi-
ble el caso en el que cargas de diverso signenesih movimiento; en tal situami
la corriente de las cargas positivas coincide en diéeccon la velocidad promedia
de las cargas positivas y la corriente de las cargas negéitvee direc@n opuesta
al movimiento de las cargas positivas.

La unidad de corriente @ettrica es eamperiq correspondiente eoulomb/se-
gunda 1 A=C/s.

Una definicon altamentditil en la teofa del campo electromagtico es la de
densidad de corriente @ttrica, correspondiente a la carga por unidachdea y de
tiempo que fluye a tr@ds de una sedsn transversal. Sus unidades son C/érs
y se representa con la letlaasd:

_ dQ
T dAdt’

es decirJ = dl/dA Densidad de corriente es corriente por unidacuds. De
(17.2), en consecuencia, es posible establecer la siguienexbn entrel y J:

I:/JdA,

ecuacbn que es &lida si la direcdn de la corriente es perpendicular al plano del
areaA. En forma general, y escribiendo la densidad de corrienteoaan vector
J, puede expresardesn €rminos del flujo del vectai:

J (17.2)

I:/J~dA. (17.3)
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5. Corriente eléctrica y circuitos

Es importante tener en cuenta que el movimiento de los elextren los con-
ductores no se realiza exactamente en ditgcopuesta al cam@ointerior debido
a las interacciones de los electrones viajeros con losadeEstas colisiones dan
lugar, por una parte, a que una fraotide la enerfig del movimiento se disipe en
forma de calor, y por otra, a que la trayectoria de cada éeciiga un camino
quebrado como se muestra en la figura 17.2, en lakges el campo éctrico
aplicado al conductor yy la velocidad promedia de las cargas positivas.

< E
éva

Figura 17.2. Camino de un eledbn en un conductor debido a la presencia de un canpo
y de colisiones con otros electrones.

Como consecuencia, el avance efectivo a lo largo del coodsetrealiza no
con la velocidad adquirida por el ele@tr sino con una velocidad promedia a lo
largo del conductor, que se conoce cowsdocidad de arrastreEs posible, en
efecto, establecer una conemientre la magnitud de la corriente y la velocidad
de arrastre. Basta notar que si la densidad vétuna de las cargas libres del
conductor e, entonces la carga contenida en un elemento de volu¥ees
dQ = nqgdV, como este elemento de volumen de longitlicde desplaza con una
velocidad promedia&,, puede escribirséQ = ngAdl= ngAydt, de modo que la
corriente que fluye por el alambre &selacionada con la velocidad de arrastre por
la expresbn | = ngAw. La densidad de corriente asociada es entoheeaqva.

17.2 Leyde Ohm

Si entre los dos extremos de un alambre conductor se estalmacdiferencia de
potencial, una corriente @ttrica fluye a lo largo del alambre. Los experimentos
realizados por George Simon Ohm a mitad del siglo XIX le pgemtn concluir
gue la reladin entre el voltaje aplicado y la corriente en el conductdinesl:

V=IR. (17.4)

Esta reladn se cumple para muchos conductores a los que se damios

La cantidadR describe la resistencia que el material presenta al flujtedérie
cidad. Mientras mayor sea el voltaje necesario para es&fdemisma corriente,
mayor sea la resistencia. Un excelente conductor presenta unaaesis baja. Si
diferentes materiales conductores se someten a la miseramtifa de potencial,
el que tenga una resistencia mayor trans#nitina corriente menor.

La unidad de resistencia es el ohnil@), y puede escribirse, de acuerdo con
la ley de Ohm: 1 ohmio =1 voltio /1 amperio, o tarabi 1Q = 1 V/A. El simbolo
usado para uneesistenciaen los gaficos con circuitos es como aparece en la
figura 17.3.

Ejemplo 17.1
¢ Cuales son las unidades elementales del ohmio?
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George Simon Ohm (1787-1854)

Fisico alemdn nacido en Erlangen. Su
descubrimiento mds importante es la ley
que lleva su nombre y en la que la cons-
tante de proporcionalidad R se mide des-
de 1861 en las unidades que llevan su
nombre. Realizé también investigaciones
en acustica, descubriendo que el oido hu-
mano es capaz de distinguir los arménicos
de un sonido complejo. Fue profesor en
Nuremberg y Erlangen.
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Solucion:
Puesto queR = V/I y como voltio=E x my E = F/gq=newton/coulomb, las
unidades d&® son kg m?-C2.s71.

Ejemplo 17.2

Un alambre de 1 m de largo éstonectado a una diferencia de potencial de 12 V
y tiene una resistencia de 24 ¢ Cual es el valor de la corriente que circula P

¢, Cuantos electrones por segundo cruzan su éadcansversal?

Solucion:

De la ley de Ohm se sigue que=V/R=0,5 A, y comol = g/t = n|e|/t, donde
e=1,6x10'° C es la carga del eleén, se tienem/t = 0,5/1,6 x 10719 =
3,1 x 10'8 electrones/segundo fluyendo a lo largo del alambre.

17.3 Resistividad y conductividad

La resistencia de un alambre rakto depende de su longitud y de su sénci
transversal. Los experimentos revelan que la resistehetdriea de un alambre
es directamente proporcional a su longitud e inversameanf@ycional a siarea

transversal: |
R=p-—. 17.5
P A ( )

El factorp, conocido comaesistividad depende solo de las propiedadsgfs
del material, como su estructuraatica y su temperatura. Al inverso de la resis-
tividad se le conoce commnductividad o). Los factoregp y o son importantes
porque son independientes de la forma getrita del conductor: alambres, conos,
espirales, tirabuzones, del mismo material tienen la missstividad. ¢ Cales
son las unidades de la resistividad?

Los valores de la resistividad (€h- m) de algunos metales (a 2Q) son:

Plata | 1,59x 10 8
Cobre | 1,67x 1078
Oro | 235x10 8
Hierro | 9,71x10°8
Plomo | 20,65x 108

El mejor conductor (menor resistividad) es la plata. Eniaste, la resistividad
de algunos buenos aislantes (2°2) es:

Vidrio 1019 — 104
Cuarzo | 7,5x 10
Teflon 1013
Diamante| 101

La resistividad es una furtm de la temperatura y con buena aproxiraaci
puede expresarse como
p = poll+a(T —293),

dondeq es el coeficiente de resistividatinica y es usualmente del orden de10
para metales. En [@tima ecuadn la temperaturd se mide en grados Kelvin (K).

Ejemplo 17.3
¢, Cul es laresistencia de un alambre de cobre de 1 mm de radibqa eircula
una corriente de 15 A, si su longitud es de 1 m?& @s la densidad de corriente?
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Solucion:
De (17.5) y conocida la resistividad del cobre (1x808) se deduce que

1m

R=167x108Q m——————m’ = Q.
,67x 10 mn(1>< 1(}3)2”‘ 0,0053
La densidad de corriente es
| 15A
J=r=——"—m’=477x10°A/n?.

A~ m(1x10°9)

17.4 Ley de Ohm y densidad de corriente

La ley de OhmyV = IR, fue escrita en una forma apta para trabajar laidede
circuitos eéctricos; de hecho incluye variables cuyos valores puesiedesermi-
nados instrumentalmente usando roktros, ampémetros yohmetros.

Hay otra forma de la ley de Ohm cuya utilidad se hace manifeegtado estos
temas se ven a la luz de la temde campos, contexto en el que conviene utilizar
en vez de la diferencia de potencial] gn vez de la corriente&ttrica. Mientra¥
el muestran su utilidad en la téarde circuitosE y J lo hacen cuando se trata de
enfatizar el aspecto de campo. La covexentrel y V tiene su contraparte en la
relacbn entrel y E y puede establecerse acudiendo al caso del alambre conducto
de longitudl y secconA.

Reemplazand¥,| y RenV = IR, usandd/ = El,| = JAy R= pl /A se sigue
queE = Jp. Teniendo en cuenta qge= 1/0 y acudiendo al cécter vectorial del
campo ekctrico y la densidad de corriente puede escribirse laesgeiversdin de
la ley de Ohm, cuya forma eslida de manera general:

J=oE. (17.6)

La anterior es un ecudn de campo, &lida en cualquier punto del espacio.
En la teota del campo electromagtico se la considera como una ecoacias
importante que la ley de Ohm, a la que contiene.

17.5 Potencia eléctrica

La resistencia éktrica de los conductores da lugar a disipaale ener (efecto
Joule), que se manifiesta por ejemplo en el calentamienta bhsojo de las re-
sistencias de una parrilla. Debido a estasdflas se hace necesario el suministro
de energp desde alguna fuente, usualmente una tzat8m estasgrdidas debidas
a las colisiones el movimiento de las cargasssacelerado en vez del movimiento
con velocidad de arrastre constante.
¢, Clanta potencia es necesario suministrar para mantenerriarteren un cir-
cuito? Un elementdQ que se mueve a lo largo de un alambre desde un potencial
V; a un potenciaV’, gana una enetgVAQ. La potencia suministrada es entonces
AE AQ
P=—=V—=VI. 17.7
At At ( )
Esta ecuaéin es alida para cualquier conductor. En particular, si el materi
obedece la ley de Ohriit, = IR, es cierto que
V2

P=I’R o P= (17.8)
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Ejemplo 17.4
¢, QLe potencia suministra una badtea un circuito que contiene una resistencia de
10Q?

Solucion:
De P = V?/R se sigueP = 1,44 V2/Q. Demuestre que las unidadesitio?/ohm
corresponden aatios

Ejemplo 17.5

Una bombilla casera de 60 W se conecta a 120 Va¢ €la corriente que circula
por su filamento? ¢ @l es la resistencia del filamento, si este obedece la ley de
Ohm?

Solucion:
De la expresin P = V|1 se sigud = P/V = 60W/120V = 0,5A. La resistencia
del filamento eR=V /I = 120V/0,5 A = 240Q.

17.6 Resistencias en serie y paralelo

17.6.1 En serie

En la figura 17.3 se muestra un arreglo de resistencias enesegl que la dife-
rencia de potencial 88, y es cierto que

V=V +Vo+Vs.

Puesto que la corriente que atraviesa el arreglo es la misn@ye no se ra-
mifica y adenas se conserva, se tiene giie= IR1, Vo = IR2 y V3 = IR3. Reem-
plazando se tiene que:

V =I(Ri+ R+ Rg).

La resistencia equivalente al arreglo en serie es aquetipgua la misma co-
rrientel y estt sometida a la diferencia de potendialde modo qué/ = IR. La
resistencia equivalente tiene el valor

R=R1+R+Rs. (17.9)
En un circuito de varias resistencias en serie es cierto que

R=Ri+R;+R3+--

Ri R> R3

>/

V=V.-V, >0

Figura 17.3. Resistencias en serie.

17.6.2 En paralelo

Un arreglo en paralelo corresponde al de la figura 17.4, eneetgda una de las
resistencias estconectada a los mismos puntog b, por lo que la diferencia de

130 Ude@ - Para ser, saber y saber hacer



5. Corriente eléctrica y circuitos

potencial entre los extremos de cada resistencia es la miameste caso se tiene
queV =11R1 yV = I2Rx. Ahora hien, puesto que la cargéetrica es una cantidad
gue se conserva ha de ser cierto que al ramificarse en el ayrdbreunirse et
ha de cumplir qué = 11 + I, por lo cual:

1 1
=V =—+—=—
(Rl * R2> ’
y como la resistencia equivalerRest sometida al mismo potencMilse concluye
que, en general, para un arreglo en paralelo:

1 1 1
—=_—4 . 17.1
R R + Ry ( 0

R

AW

—_—> 1

—>D

R>

Figura 17.4. Resistencias en paralelo.

Ejemplo 17.6
Evalle la resistencia equivalente al arreglo de resistenci&sfitgira 17.5.

4Q

20 30

:
%

Figura 17.5. Arreglo de resistencias en serie y paralelo.

Solucion:
Utilizando en secuencia las ecuaciones (17.9) y (17.10s&mnsa puede ser re-
ducido como lo muestra la figura 17.6.

20 10 3Q 6Q
AW AN AN = — AAAM——

Figura 17.6. Resistencias equivalentes en serie del ejemplo 17.6.
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Médulo 18

Circuitos de corriente continua

Contenidos del médulo

18.1 Fuerza electromotriz

18.2 Leyes de Kirchhoff

18.3 Carga y descarga de condensadores
18.3.1 Carga de un condensador
18.3.2 Descarga de un condensador

Objetivos del médulo Las leyes de Kirchhoff permiten calcular
las corrientes en una red.
1. Establecer la diferencia entre corrientes continuactiry alterna.
2. Definir la fuerza electromotriz (fem).
3. Sdhalar artefactos que producen fem.
4. Enunciar las leyes de Kirchhoff.
5. Estudiar la carga y descarga de condensadores.

Preguntas basicas

. ¢ Q@& es corriente continua, directa, alterna?

. ¢ Q@& es fuerza electromotriz?

. ¢ Cales mecanismos generan fem?

. ¢ Q& son los polos de una baiz?

. ¢, C@l es el enunciado de las leyes de Kirchhoff?

. ¢ Q@ leyes fsicas incluyen las leyes de Kirchhoff?

. ¢@®mo es el proceso de carga y descarga de un condensador?

. ¢ @mo invierte la enefig una batéa cuando carga un condensador?

CO~NO U WNPE

Introduccion

En un circuito de corrienteontinug la corriente ectrica, aunque puede variar
con el tiempo, mantiene siempre una misma difatclUn caso particular es el
de la corrientedirecta, en el cual la corriente mantiene invariable su magnitud
y direccbn de flujo. Una situabin mas general, que smabordada en secciones
posteriores, es el de la corrieraiterna caso en el cual esta oscila en diréccide
flujo y en magnitud.

En este mdulo se estudian las leyesdicas de los circuitos, que incluyen
batefas, resistencias y condensadores. Estas leyes, asoalaaesbre de Kirch-
hoff, estin en el centro del dife de los circuitos élctricos de los aparatos de uso
casero e industrial.
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Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887)

Fisico aleman nacido en Konisberg, pro-
fesor en las universidades de Berlin, Bres-
lau y Heidelberg. En 1845 enuncié las
leyes que llevan su nombre y que per-
miten calcular las corrientes y potenciales
en un circuito. Colaboré con Bunsen en
la invencién del espectroscopio, comen-
zando con ello la rama de la quimica
y la éptica conocida como andlisis es-
pectral. Utilizando este instrumento am-
bos investigadores descubrieron el cesio
y el rubidio. Entre sus obras se destaca
un curso de fisica matemdtica en cuatro
volimenes.

Alonso Sepllveda

18.1 Fuerza electromotriz

Para que un condensador se cargue y para que una corrieatpdiuyna resisten-
cia es necesaria la presencia de una fuente deiankhg tipo de fuente bastante
comin es labateria, como las de autoavil o las de linterna. Otras fuentes son los
generadores ettricos que producen la en@agjue llega por redes a los hogares,
fabricas y oficinas, provenientes de centrales hidro o tdéuotieas; las celdas
solares son otra de las fuentes. En todos los casos se trefaosformaciones de
enerda que la llevan a forma ettrica.

Elinterés fundamental en este ¢ajbo estaa en las batéas, que son una fuente
comin defuerza electromotriabreviada comfem Esta palabra tiene un uso ex-
tendido en teda de circuitos, en elednica e ingenida ekctrica, aunque no es
muy precisa pues lo que una b&egenera no es una fuerza sino una diferencia de
potencial. Es a esta a la que se llafea Una bateia tiene dos polos: el positivo
(anodo) es aquel desde el que fluyen cargas positivasayagsbtencial ras alto
que el negativo @odo), punto al que llegan las cargas positivas que salémde
do. En la pactica los portadores de carga son usualmente los elesfrd@enodo
que estos fluyen desde €ltodo alanodo. En el exterior de la batada corriente
(flujo de cargas positivas) va del polo positivo al negatid@&ntras en su interior
va del negativo al positivo.

Las reacciones dmicas presentes en el interior de una Hateon las respon-
sables de la diferencia de potencial entre sus bornes, aetoén su estructura
interna es responsable de que presente resistencia al élgordente en su inte-
rior, a lo que se conoce comesistencia internaAunque pequia, esta resistencia
es responsable de que la diferencia de potentiahtre los bornes de la bair
no sea igual a stemé&’. La conexdn entre las dos 88 = & — Ir, donder es la
resistencia interna kel valor de la corriente. Solo si el interruptor de la bier
esh abierto y no fluye corriente es cierto dvie= &.

Es usual que las bates estn determinadas por el valor de su fem: baede
12 V como las de los autos, cuya resistencia interna es deQ005Q, o de 1,5
V como las de linternas, con resistencia interna del ordeh@getc. En general,
la resistencia interna de una basees mucho menor que la de los elementos del
circuito, por lo que en muchos casos puede ser despreciada.

En una batéa en proceso de transferir cargas, como cuando carga uerzond
sador, es cierto qué = & — Ir, mientras que en una bairen el proceso de ser
cargada es cierto que la corriente en su interior fluye erndgeobntrario por lo
queVvV =& +1r.

18.2 Leyes de Kirchhoff

Las reglas para calcular las corrientes que pasan por lateresas y las cargas
acumuladas en los condensadores,éeminos de las fem de las bdses involu-
cradas en el circuito, pueden calcularse haciendo uso dedks propuestas por
Gustav Kirchhoff en 1845. Estas leyes son exjnmesie las leyes de consenai
de la carga @ctrica y la enefig. Pueden establecerse en la forma siguiente:

Regla de los nodos:
La suma de las corrientes en un nodo es cero.

Un nodo es un punto donde confluyen y de donde salen corriématgsorrien-
tes que entran a un nodo se consideran positivas y las quessaisumen nega-
tivas. Esta regla establece que las corrientes que entrataiga las que salen, lo
gue equivale a la conservaaide la carga éktrica.
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Regla de las mallas:
La suma de todas las diferencias de potencial a lo largo dexdealyectoria ce-
rrada de una red es cero.

—>! - . —_—>]
—WW— —}—  —}—
~~ ~ ~~

-IR +€ -4/C

Figura 18.1. Signos de los potenciales de una resistencia, unai@atem condensador.
La direccbn de recorrido del circuito eéstada por la flecha curva.

Para hacer efectiva esta regla, adsrde asignar direcciones a las corrientes,
hay que escoger direcciones de recorrido del circuito deriza figura 18.1 mues-
tra las convenciones asociadas a esta regla. Se sinteéizsiguiente modo:

a. Al pasar por una resistencia la diferencia de potencialegstiva si esta se
recorre en la direcon de la corriente y positiva si se recorre en dirénaion-
traria.

b. Al pasar por una batex, la diferencia de potencial es positiva si el recorrido
va en direcdn de— a+ (que es la direcéin de la fem), y negativa en el otro
caso.

c. Al pasar por un condensador la diferencia de potenciatgativa si se recorre
el circuito en direcdn de la corriente y positiva en el caso opuesto.

Ejemplo 18.1
Evalle las corrientes en la malla de la figura 18.2.

d AAAA

L VVVV a

>

O

6 Q2 10V
l_

40

AAAAA
VVVY

=
<

b

Figura 18.2. Circuito con resistencias y batas.

Solucion:

La direccbn de las corrientes puede escogerse como se indica en la. fugl-

quier otra escogencia es aceptable pues los signos finales darientes dan si

la escogencia original fue la acertada o lo es la opuestanb#as seain recorridas
en las direcciones mostradas. Valen ta@nlmtras opciones.
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De la primera regla, aplicada al purdo
l1+12—1I3. (18.1)

Si esta regla se aplica al notdala el mismo resultado. Hay solo una regla para
corrientes.
La segunda regla, aplicada a la mallzcda dice:

10— 611 —2I3 =0, (18.2)
y aplicada a la mallae fcbda lugar a:
—14+6l;—10—41,=0. (18.3)
Reemplazandts de (18.1) en (18.2) se obtiene:
10— 8l — 21, = 0. (18.4)

Quedan dos ecuaciones, (18.3) y (18.4), con dazgnitas. Si se elimina entre
ellasly se tiene que
I, = -3,

y reemplazando el valor dg en (18.4):
1 =2
Finalmente, por reemplazo en (18.1):
lg=—1.

Quel; e I3 sean negativas indica que la dirdotide estas dos corrientes es
opuesta a la asumida inicialmente.

18.3 Carga y descarga de condensadores

18.3.1 Carga de un condensador

En la figura 18.3 se muestra un circuito que contiene un ccadiem y una re-
sistencia conectados a una baeate fems’.

S

+
oot

Figura 18.3. Cuando se cierra el interruptor se establece una corriente que tama e
densador.

e

Al comienzo no hay carga en el condensafpe= 0 ent = 0) y se cierra el
interruptor. Comienza a viajar por el circuito una corréean la direc@n indicada
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que, en parte, da lugar a disipacien la resistencia y en parte carga el condensador
con la polaridad indicada de las placas. Puesto que solortzagnella, la corriente
eslnica y la segunda regla de Kirchhoff da lugar a

a _
& cR= 0,
gue puede tambn escribirse
q dq
¢ C dt R

Con el projpsito de integrar esta ecuéanidiferencial ordinaria de primer orden
e inhomo@nea conviene homogenizarla, lo que puede lograrse cditéacsi
primero se la escribe en la forma

dg 1
R—+ =(q—&C)=0.
gt tcla-¢¢)
Si se define la nueva variahle= g— &C la ecuadbn diferencial toma la forma
du
RC— =0.
Cdt +u=0

Al multiplicarla pordt/u se obtiene

d
RCY 4 dt=o0,
u
cuya integral es
RCInu+t=D,

es decir, reemplazando de nuexo
RCIn(q— &C)+t =D.

La constante de integrawi D puede evaluarse imponiendo la conditinicial
g=0ent =0, y se obtiend = RCIn(—&C), de modo que la soluen tiene la
forma: q

RCIn (1— —) t=0.
gc) ™t

Despejanda se obtiene, finalmente:
q=&C (1 et RC) : (18.5)

El productoRC, que tiene unidades de tiempo, se llatbastante de tiempo del
circuito y es una medida de la eficacia en la carga del condensadoitrddieue
(18.5) describe la evoluan de la carga de las placas del condensador, la corriente
gue viaja por el circuito tiene la forma:

dg & _;

| == ZeV/RC,
at RS
Mientras que eh— o la carga del condensador eaxima e igual &., = &C,

la corriente decrece a cero (figura 18.4).
La enerda cedida por la batex es el trabajo hecho para mover las cargas hasta

(18.6)

las placas del condensador, estoés: & = &2C. La energa total almacenada Vea la animacién Carga de un condensa-
en el condensador es dor en su multimedia de Oscilaciones y

@ &C Campos.

=xT 2
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lo que indica que la mitad del trabajo hecho por la batee almacena en el con-
densador y la otra mitad se disipa en la resistencia: encefée® = | 2R se sigue:

6(12
P=—"e2/RC
R

Si esta ecuadi se integra entrie= 0 yt — o se obtiene
_&%C
==

gue es la otra mitad de la en@agedida por la bate.

E

Vea la animacién Descarga de un conden-
sadoren su multimedia de Oscilacionesy
Campos.

| t

Figura 18.4. Dependencia temporal de la carga y la corriente en la carga del cireuito d
figura 18.3.

18.3.2 Descarga de un condensador

Un condensador con cargay capacitanci& est conectado a una resistenBia

Al comienzo el interruptor e&tabierto de modo que ninguna corriente viaja por el
circuito (lp = 0 ent = 0). Cuando el interruptor se cierra una corriente comienza a
fluir desde la placa positiva como se indica en la figura 1&8tahque la carga del
circuito se reduce a cero.

«—1

. C

Figura 18.5. Al cerrar el interruptor se descarga el condensador.

ks

La segunda regla de Kirchhoff asegura que

q
———IR=0
C )
por lo cual:
dg
RC— =0.
at 7

Si esta ecuadn se escribe en la forma

Rc%qmt =0,
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puede integrarse para dar
a=goe /F,

dondeqg es la carga en la placa positivates 0.
La corriente que pasa por la resistencia es

_ _ ~% _-t/rc
| =dg/dt= ok :

Es cierto entonces que la corriente y la carga decaen a camlati— o
(figura 18.6).

q 1
9 495/RC

I t I t

Figura 18.6. Dependencia temporal de la carga y la corriente en la descarga diticcite
la figura 18.5.
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Capitulo

Magnetismo

La brdjula interactia con el campo magnético terrestre permitiendo determinar el

norte de la Tierra.

Presentacién
Algunos historiadores atribuyen a los chinos el primer actat con los materia-

les magticos, pues utilizaban artefactos de magnetita@gecon la forma de
cucharillas que pddn girar en el plano de una tabla de adivibacide las cuales

141
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tal vez surgieron las Bjulas. Aunque estos artefactos parecen haber surgido en
el siglo XIIl a.C., su referencia as documentada proviene déloa83 a.C. Las
brjulas, consistentes en pedias agujas de magnetita que fadgirar sobre la
punta de un eje, eran comunes en China cercafield1 d.C y en el siglo XlI

en la refiblica de Amalfi, al sur de ltalia, sitio del nacimiento devidaGioja a
quien alf se atribuye su invengn. En el siglo VI d.C. los chinos descubrieron que
los imanes poén ser usados para magnetizar por frotamiento perpiagujas de
hierro.

Las bidjulas, construidas con pedias agujas de iam natural o mediante fro-
tamiento de agujas de hierro contra imanes naturales, egsecomo es bien
conocido, la caractestica de que uno de sus extremos se orienta siempre hacia el
norte geogafico de la Tierra; a este extremo se le llama el norte deliplar Al
otro, que apunta al sur geadico, se le llama el sur de laljula.

El conocimiento de los fdimenos maggticos avan@a muy poco durante la
Edad Media, exceptuando el reconocimiento de la existetec@os regiones muy
definidas en los imanes, a las que se fgulos mageaticos Suspendiendo barras
de magnetita de una cuerda sus polos pueden identificarsesabdo si se orien-
tan al norte o al sur; de este modo no taemh reconocerse gy®los de igual clase
se repelen y de distinta clase se atraen

En 1600, William Gilbert, despzs de 18 &os de experimentos con imanes y
materiales dctricos, publica su libr@e magneteque incluye la primera gran
clasificacon de estos materiales y en el que propone que la Tierra eaningm.
Puesto que el polo norte de lalljula ha de ser atfdo por un sur, entonces
polo norte terrestre es un polo sur magito, y redprocamente. En 1750 John
Mitchell demuestra que la aéei de un in&n sobre otro puede deducirse de una
ley de inverso cuadrado entre los polos dehimley de fuerza que fue luego veri-
ficada por Coulomb en 1785. Coulomb tagbsugird que debéa ser imposible
separar los dos polos de unamsin a la vez crear otra pareja de polos. Este hecho
ha sido comprobado por toda la experimer@iagbosterior, pudndose concluir
guelos polos magéaticos existen siempre en parejas decir, quao existen polos
magreticos aisladosEn estos mismosi@s Coulomb desculirila ley de inverso
cuadrado para interadei ekctrica que lleva su nombre. El siguiente mayor avance
experimental en magnetismo tuvo lugar en 1820 cuando @ersig, durante una
clase, la deflexin de la aguja de una ljula cercana a una corrientegetrica.
Puede concluirse entonces que una corriente famdgenera magnetismo que in-
teractia con las krjulas. En consecuencia parece haber dos clases de magmetis
el de los imanes (y julas) y el de las corrientes. Con efit@ca observadin se
inicio la unificacon entre electricidad y magnetismo. En menos de una semana,
Ampére verifi® la observadn de Oersted y realizuna extensa investigaci de
la que surgh la siguiente concluéh: todo magnetismo se debe a corrienties.
propuesta de Amgre significa que un iam puede ser entendido como un sistema
micros®pico de corrientes, que junto con las corrientes mabpisas de los ex-
perimentos de Oersted deben bastar para entender el nsagoeti

De estos temas, restringidos a situaciones independidatéiempo, es decir
estacionarias se ocupa este caplo. El gran avance siguiente, que inaugla
electrodiramica, fue iniciado por Faraday y Henry y @éema del caifulo 7.
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Médulo 19

Campo magnético

Contenidos del médulo

19.1 El campo magatico

19.2 Fuerza maggtica sobre una carga

19.3 Carga en movimiento en un campo ntgo
19.3.1 Aplicaciones

Objetivos del médulo
Las lineas de campo magnético terrestre
1. Utilizar nociones geogficas para identificar los polos norte y sur de una  van aproximadamente a lo largo de los
brjula. meridianos.
2. Utilizar brjulas para identificar los polos de unam
3. Reconocer la existencia de dos polos en los imanes.
4. Reconocer las diferencias entre electricidad y magnetis
5. Introducir lasineas de campo magftico.
6. Presentar una definfm del campo maghico.
7. Presentar la ley de fuerza entre campo rééiga y cargas @lctricas en mo-
vimiento.
8. Estudiar el movimiento de cargas en campos reagus.
9. Estudiar el selector de velocidades, el espenttro de masas y el cicl@in.

Preguntas basicas

. ¢ Q& es un polo magstico?

. ¢, Puede aislarse un polo por digiside un inan?

. ¢ @mo se define la direamn de un campo magtico?

. ¢Interadia un ir&n con cargas en reposo?

. ¢ Q@& ley describe la interadmi entre un campo magtico y una carga?
. ¢ Q& es un selector de velocidades?

. ¢, Para qaise utiliza un esped@metro de masas?

. ¢ @mo funciona un ciclotn?

oO~NO OB~ WDNPE

Introduccidn

La propiedad de ciertos materiales denominadanetismda muestran en
estado natural el hierro, el manganeso, el cobalto y mucaasuis compuestos
aunqgue no es una propiedad universal como la gragitapues no la poseen todos
los cuerpos, y los que la poseen la presentas imtensa en ciertas zonas a las que
se han llamado polos. No parece, adsirestar relacionada con la electricidad,
pues ni embar, ni el caucho, entre muchos otros, la presentan. Autigrente
a la gravitaddn y la electricidad, parece conveniente describirla enenguaje
aralogo a ellas pues su abai sobre las lifjulas depende de su poginiy su
direccbn. Por ello en lo que sigue se introduce la HBoacdecampo magatica,
entendiendo con este concepto la zona del espacio donden#&stan los efectos
de imanes y corrientes sobrdiprlas.
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Oersted y Ampre realizaron experimentos con imanesijidas y corrientes
con los que lograron establecer que, adsute la interacon entre imanes y bju-
las y entre hiijulas y corrientes, existe tand@n interacdn entre corrientes, las
gque, como se sabe, astconformadas por un flujo de cargas. El [@rsifp de este
modulo es el de proponer el concepto de campo reagmy la ley materatica
que describe la interadm entre cargas en movimiento y campo nétgro.
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19.1 EIl campo magnético

Por definicon el polo norte de una bjula es el extremo que se orienta al norte
geogafico terrestre. A este extremo se le distingue con una marcaldr (figura
19.1).

Figura 19.1. Una bijula consta de una pedfee aguja suspendida de un pivote.

Consicerese una barra imantada; si se la suspende de un hilo, essdseila deja
actuar como hijula, puede determinarse su polo norte y puede comprofasse
su polo norte y el polo sur de ladjula se atraen. Ahora bien, si se coloca la barra
imantada en una superficie horizontal y se exploran susealogds con la lfijula
resulta que (figura 19.2):

(a) 0

Figura 19.2. Lineas de campo magtico, (a) de una barra imantada, (b) de la Tierra.

= Es posible definir lasiheas de acbn magretica, o decampomagrético,
como aquellas coincidentes punto a punto con la dibecde una hijula.

= Es posible asignar la dire@ri de lasineas de campo magtico como aque-
lla que va del polo sur al polo norte de laipra.

= Elplano, y en general el espacio alrededor délngpuede asumirse lleno de

estasineas, cuya densidad da inform@tisobre la intensidad de la adni
del iman. Vea la  demostracién  Fenbmenos

magreticosen su multimedia de Oscila-
ciones y Campos.
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Una buena ayuda en la “visualizaal’ de los patrones déreas del campo se
consigue esparciendo limadura sobre uarnngue ha sido cubierto con un papel,
como se muestra en la figura 19.3.

Aunque un retodo posible de medir la intensidad del campo rétiga puede
ser dotar la hijula de un volante de reloj para medir el torque que el carape r
liza sobre la aguja, resultaas simple una medida utilizando corrientes, como se
expone en el cafulo siguiente. Para simplificar, se dgpor supuesto por ahora
que el campo magtico, al que se llamamB, es conocido.

Hans Christian Oersted (1777-1851)

Fisico y quimico danés. Estudid y fue pro- J@&{//g// \
fesor en la Universidad de Copenhague. %/////m\\\\
En 1820 descubrié durante el desarrollo - o

de una clase que una corriente eléctri- Figura 19.3. Las limaduras de hierro esparcidas en los alrededores deamdan una

ca afecta la orlent.aluon d.e una erJLfIIa, idea de lasiheas de campo magico.
con lo que establecid la primera conexion

entre electricidad y magnetismo, que a - 19 2 Fyerza magnética sobre una carga

su vez inspiraron los trabajos de Andre
Marie Ampére y Michael Faraday.

LAY

Los experimentos de Oersted y Aérp permiten llegar a la conclasi de que un
campo magético ejerce fuerzas sobre una corriente, por tanto tamdbre una
carga en movimiento. Los experimentos permiten conclétafuerza magatica
sobre una carga gue se mueve con velocidaden un campo maggtico B tiene
la forma:

F=qvxB, (19.1)

dondev x B es un producto vectorial. De acuerdo con élleis vectorial, el pro-
ducto vectorial es un vector expresable en la forma:

v x B =k(vBserd),

dondevy B son los nddulos dev y B, y 6 es elangulo que va del primer vector al
segundo siguiendo la regla de la mano derecha (figura 19.4).

F

Figura 19.4. La fuerza magatica sobre la cargges proporcional al productox B.

Regla de la mano derechacurve los dedos de la mano derecha en el sentido de
rotacion que va de a B; el pulgar extendido s&la la direccbn dev x B.
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La direccbn del producto vectorial y por tanto de la fuerza es perperati al
plano que contiene los vectorey B. La magnitud de la fuerza magtica es, ds

F = qvBsend. (19.2)

De esta ecuatn se sigue que:
= Sise invierte el signo de la carga, se invierte la di@ede la fuerza.

= La fuerza magatica sobrej es nula si el campo magtico y la velocidad
son paralelas.

= La fuerza magatica es raxima si el campo y la velocidad son perpendicu-
lares.

= Un campo magetico no ejerce fuerza alguna sobre una carga en reposo,
a diferencia del campo &ttrico que adta sobre cargas en reposo o0 en
movimiento.

Es importante notar que mientras que la fuer&ateica que algn campoE
ejerce sobre una carga va en la misma di@tdel campde, la fuerza magetica
sobre una carga en movimiento es siempre perpendicBar a

El caracter de producto vectorial de la fuerza métiga tiene una consecuen-
cia de primer ordenta fuerza magatica no realiza trabajo sobre la carga en
movimientoEsto se deduceéitilmente si se piensa que el trabajo diferendi&l
realizado para mover una cargauna distancia diferencialr = vdt puede es-
cribirse:

dW=F-dr =F-vdt.

Puesto que la fuerza y la velocidad son vectores perpenadés)jisu producto
escalar es nulo, por lo cudlV = 0. Es cierto entonces que, cualquiera sea el campa
B, este nunca cambia elgdulo de la velocidad de la carga, aunquetede alterar
su direccbn. El campo magetico no cambia la enefg cinética de una paftula
cargada.

De (19.2) se concluye gu®, al que daremos el nombreaspreciso de vector
deinduccbn magitica, tiene unidades (conocidas consslag (T), expresables i
en unidades elementales en la forma: ¥

_F__ N N _Kg Nikola Tesla (1856-1943)
gv Cmsl! A.m C-s

Fisico e inventor norteamericano de ori-

En estas unidades el valor Ben la superficie terrestre es del orden de<1,8 ¢  gen serbio. En 1884 se radicé en Estados

T; los grandes campos generados en el laboratorio son d& del25 T. Ha sido  Unidos donde trabajé en las compaiiias
conveniente definir una unidadas pequia que es efjauss(G), en laforma 1 T  Edison y Westinhouse. Mds tarde, en su

= 10* G. En estas unidades el camterrestre es 0,5 G. propio laboratorio desarrollé el motor de
corriente alterna. En 1893 su sistema de

corriente alterna fue adoptado en la cen-

EJempI9 19.1 ] . . . tral hidroeléctrica de las cataratas del
Un probn entra a una zona donde existe un campo ieiégyB de 2 T en direcdin Nidgara. En 1891 invent6 la bobina Tes-

z Lavelocidad de la padula cargada forma con el ej@inanguloa = 30° cOmMo |5 yn transformador de alta frecuencia.
en la figura 19.5, y tiene un@dulo de 16m-s~1. Calcule la fuerza sobre la carga.

Solucion: . ) .
De acuerdo con los datoB:= kB, v = vp(—i cosa + ) sena ), de modo que

F = qvB(—icosa +] sem) x k = qvB(isena +j cosa).
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Figura 19.5. Fuerza magética sobre una carga en movimiento. ilsolo® significa que
el campoB sale del plano del papel.

Puesto que la carga del pbotes 1,610 1° C se tiene que
F=1,6x10"(i+1,79)N.
El mbdulo de esta fuerza €= 0,52 N.
19.3 Carga en movimiento en un campo
magnético

De la figura 19.5 se puede concluir que §iB son perpendiculares la fuerza sobre
la carga tiene el cacter de una fuerza cefgeta por lo cual

2
v

F=m—,
r

donder es el radio de l@rbita circular recorrida por la carga. sues,

mv?2 =qvB,
de donde my
r= q_B (19.3)

Una carga en movimiento en un campo matigo, con velocidad inicial per-
pendicular al campd, recorre una trayectoria circular de radi(l9.3).
La velocidad angular a lo largo de tabita, conocida comérecuencia de ci-

clotron, es
B
w=y_9 (19.4)
rm
y el peiiodo es
_2m_ 2mm
w gB’

Estos resultados son el caso particular de una séinaxés general en la que la
carga entra al campo magfito con una direcon arbitraria de la velocidad. Para
simplificar, sea un campo magiico dirigido enx: B = iB (figura 19.6). La fuerza
magréetica es entonces:

F=(iw +fvy+ kv,) x (iB)
== qB(—k’\\/y“v‘j\Vz) :?Fx‘f'j\fy"‘l’(\':z
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Igualando los &rminos que contienen los mismos vectores unitarios, puede
escribirse:

Fa = 0= mi, (19.5)
Ry =aBy =mvy, (19.6)

En (19.5), (19.6) y (19.7y representa la derivada temporal\gees decir, la
aceleradn. La ecuadin (19.5) permite concluir que el movimiento a lo largo del
ejex, coincidente con la direazin del campo magatico, es inercialyy = 0 —=
vy = constanteAdenas, reemplazandg de (19.6) en (19.7) puede escribirse

W+ aB 2v
Y m y
y una ecuadin araloga paras,. Multiplicando la primera pof y la segunda por
k se obtiene la ecuami de movimientd’ + (qB/m)?v = 0, dondev se sifia en o ) :
- . 4n d ibe el "l ireul i . Fisico holandés. Suponiendo que la mate-
el plano ¢,2). Es{g situa@n describe e moylmlento circular uniforme, gego Ha est4 conformada por particulas eléctri-
tratado en la secgn 2.5. Como consecuencia, el movimiento general de una carg.ymente cargadas predijo el cambio en la

en un campo magitico homo@neo es la combinamn de un movimiento circular  |ongitud de onda de la luz que viaja en un
uniforme cuyadrbita es perpendicularBy un movimiento uniforme en diredm campo magnético intenso. Este efecto,

Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928)

deB. Esta combinaéin produce la &lice de la figura 19.6. comprobado por su alumno Pieter Zee-
mann, les dio el Premio Nobel de Fisica
—_— en 1902. Las reglas de transformacién

que llevan su nombre predicen la contrac-

cién de longitudes y el retardo de relojes

en movimiento, ideas que fueron reelabo-

radas por Einstein para construir su teoria
—> x de la relatividad especial.

Figura 19.6. Movimiento en felice de una carga en movimiento en un campo rétgn
uniforme.

19.3.1 Aplicaciones

Cuando una paidula cargada éktricamente se coloca en un campé&ctico ex-
perimenta un fuerz& = qE; si adenas la carga eaten movimiento en un cam-
po magtetico, esta experimenta una fueza= qv x B. En general, si una carga
eléctricag se mueve en una reégi del espacio donde coexisten campésteicos
y magreticos, la fuerza que sobre ella@atesh dada por lduerza de Lorentz:

F=gE+qvxB. (19.8)

Algunas aplicaciones de esta ec@sicse desarrollan enseguida.

a. El selector de velocidades

Un alambre caliente por el que circula una corriente es cdpanmitir elec-
trones. En este fémeno, conocido como efecto Edison, las jgaits libera-
das tienen un conjunto amplio de valores de velocidad. Emalgaplicaciones
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conviene seleccionar del flujo de cargas aquellas que teggafes valores
de la velocidad. Esto puede lograrse haciendo pasar el hpartieulas en-
tre un par de placas de condensador que a su vam dsntro de un campo
magretico, y en modo tal qu& y B sean perpendiculares (figura 19.7). Un
electibn que entra al campo combinado experimenta labadeacia arriba del
campo ekctrico y la acdn hacia abajo del campo magito (ob&rvese que
E y B son perpendiculares). Si la fuerza resultante es cercayadtoria del
electbn continia rectiinea hasta el final de la placas, garamidose con ello
que su velocidad estdeterminada por la igualdad de fuerzas

—|dlE = —Iq|vB,

esto es, el arreglo de la figura 19.7 selecciona electromegatocidad

V== (19.9)

Una aplicaddn frecuente del selector de velocidades se analiza eimkzesl
siguientes.

v
=
<>

q\'fXB

Figura 19.7. Una carga se mueve recfiheamente entre las placasg|&i= qvB. El simbo-
lo X significa que el camp®8 entra al plano del papel.

b. El espectitometro de masas

Los isbtopos de un elemento mico son versiones del mismo elemento que
difieren en el amero de neutrones delicleo. Por ejemplo, hay diferentes
isotopos del carbono: €y C'4. Este elemento tiene 6 protones en &aleo,

de modo que el primer &opo tiene 6 neutrones mientras el segundo tiene
8. Esto hace que las masas de l@#apos sean diferentes. Si a loétigpos
presentes en una muestra se les logra ionizar una vez, essilseile extrae a
cada uno un eledin, sobre ellos puede ejercerse la @nale campos éttrico

y magretico. Al ionizarlo, cada Btopo queda convertido en uini positivo.

El modelo de Brainbidge de un espéciretro de masas mostrado en la figura
19.8 cumple el objetivo de separabtigpos ionizados con la misma carga neta
g. El haz deatomos se hace pasar por el selector de velocidades de ilergau
de donde emergen solo los que tengan una veloeigalll /By. Los campos del
selector sorE y By. A continuacdn losatomos entran a una zona donde hay
un campo maggtico B que los obliga a recorrer una trayectoria semicircular
de radior = mv/qB (ver (19.3)) que termina en el purffadonde hay una placa
fotografica para detectar la llegada o un recolector dojEs. Reemplazando
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en estalltima ecuadn el valor dev se obtiene la reladh g/m para cada
especimen:

q E

- =—_— 19.10

m BgBr ( )
Consicerense dos &topos con la misma cargay de masasm y mp. La
relacibn entre los radios de sus trayectorias es

f2_ M

rn m’

Mientras mayor sea la masa, mayorésefradio de la trayectoria circular.

1 1

1 1

1oX X x !

Pi===.. ;

1 . ]

1 . L)

1 1

1 X X s X 1

1 . !

i ' H

1 1 :

? X x !X »

B, i r ' i

|mmmmmmmmmmmsmm———————— \ ' g

1 X X X 1 1 4 1

1 1 1 ’ 1

i x X Xo : X X X

i 1

:------- --.%:-V ------- :.-—" :

: X X X ! . :

il - ioX X X 1
1 1

g X X X I ! B ;

Figura 19.8. Espectometro de masa Brainbidge.

c. El ciclotr on

Una de las herramientasasipoderosas en el estudio de lasipatas elemen-
tales es el acelerador de pauias, una de cuyas versioneasreficientes es el
ciclotron, inventado por Ernest Orlando Lawrence y Milton Stanlieynigston
en 1934.

'
[
H
i
i
H
H
i
i

A

Figura 19.9. Version simple de un ciclofm.

Este aparato contiene un par de cavidades en forma de D (fi§undentro

de las cuales circulan las parilas que se quieren acelerar. Todo el sistema
se coloca en unaamara de vdo para evitar colisiones de las fartlas bajo
estudio con lo&tomos de la atgsfera. Las dos@naras se someten a una dife-
rencia de potencial que cambia fieticamente de signo de modo que mientras
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una D es positiva la otra es negativa. En el espacio entre lsd&3i en el
centro hay una fuente S de gartlas, las que se dirigen hacia la D que en ese
momento tenga el signo de potencial apropiado para sédatias paitulas
comienzan a viajar ahora en el interior de la cavidad comdaden la que,
como se sabe, no hay campédtico) bajo la acéin de un campo magtico
perpendicular a lasamaras semicirculares. El campo matico obliga a las
cargas a moverse en seinzlo hasta que sale de la D, momento en el que la
polaridad cambia de modo que la otra D atrae la carga que algesa a la
camara donde sigue una trayectoria circular con mayor \daodcy en conse-
cuencia mayor radio. Al emerger encuentra frenteuma D que ha cambiado
de polaridad y la acelera, reg@itidose el proceso hasta que la trayectoria alcan-
za un radio raximo en el que la pddula se retira del sistema en el punto A.
La frecuencia con que ha de cambiar la polaridad del poteeciee las D ha

de ser igual a la frecuencia de ciclmtr(19.4):w = gB/m. Cada media vuelta

la energa cirética de la partula aumenta egAV al pasar de una D a la otra,
siendo el cambio debido solo al campédtico. Cuando se trata de alcanzar
velocidades no muy altas (correspondientes a émeigasta del orden de 20
MeV) puede utilizarse (19.4); esta ecuatidebe ser reescrita para tomar en
cuenta efectos relativistas si las enasyiréticas son mayores de 20 MeV.

Ejemplo 19.2

Si un ciclotbn tiene un radio de salida de 0,5 my el campo rétign esde 1,5 T,
¢écon gé frecuencia debe oscilar el potencial para acelerar eteedP ¢ Qeiener-
gia cirética alcanzan?

Solucion:
La frecuencia de ciclobn es

_gB  (1,6x10°°C)(L5T) 2
w=-= 0i-10%ky 0,26 x 10'?rad/s
correspondiente a una frecuencia de
v=2 —4x10°Hz.
2

La velocidad que alcanza el elgmtren el momento de la salida es
V= r =0,26x 10" x 0,5=0,13x 10 m/s
y la energa cirética de salida es
E.= %mv? =0,77x1078J.

¢, Cul es el equivalente en MeV?
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Médulo 20

Fuerza y torque magnéticos sobre una corriente
eléctrica

Contenidos del mdédulo

20.1 Fuerzas sobre corrientes
20.2 Torques sobre corrientes
20.3 Momento de dipolo magtico

i-i"l
Al
Las limaduras de hierro en las cercanias
de los polos de un iman dan una imagen
del campo magnético.

Objetivos del médulo

1. Demostrar que un campo magico ejerce fuerzas sobre corrientescii-
cas.

2. Demostrar que un campo magico uniforme no ejerce fuerzas netas sobre
corrientes cerradas.

3. Evaluar el torque que un campo matjoo ejerce sobre una espira de co-
rriente.

4. Definir el momento de dipolo magtico.

5. Establecer la analtentre dipolos élctrico y magatico.

Preguntas basicas

. ¢ Q& expresin describe la fuerza magtica sobre una corriente?

. ¢,Puede ser nula la fuerza magica sobre una corriente?

. ¢ @mo es el torque de un campo méatjoo sobre una corriente?

. ¢, De geé variables depende el momento de dipolo nédign?

. ¢,Cuales son las posiciones de equilibrio estable e inestahle digolo
magretico en un campo externo?

. ¢, Q@ analogas pueden establecerse entre dipoléstato y magético?

g wN P

o

Introduccion

Un campo magegtico ejerce fuerza sobre cargas en movimiento. Una céerien
eléctrica est formada por un flujo de cargas, que en los conductores temsis
en electrones que se mueven con una velocidad de arkgsthesi, un campo
magretico ejerce fuerzas y torques sobre corrientes en alapybeegeneral sobre
distribuciones voluratricasJ de corriente. Este adulo se dedica a explorar tales
efectos. Como se vayaqiise encuentra el principio del funcionamiento del motor
eléctrico.
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20.1 Fuerzas sobre corrientes

En la figura 20.1 se muestra un sector de un alambre que pertaente ectri-
ca. Si la densidad volugetrica de cargas es(nimero de cargas/volumen), la co-
rriente se expresa como
Ag _nq
| = AN A AV.
El factor 1/At puede ser reemplazado pgy/Al, dondev;, es la velocidad de
arrastre, junto coAV = AAl, para dar

(20.1)

| = ngAy.
) Al —
Andr e Marie Ampére (1775-1836)
—_—
Fisico y matemdtico francés nacido en @
Lyon. Estudié la desviacién de la agu- i A @ —>
ja de una brdjula en presencia de una
corriente eléctrica, efecto que habia si- 5 () —>Va
do descubierto por Hans Christian Oers-
ted, de donde obtuvo la ley de fuerza —_—
de Ampére. La unidad de medida de co-
rriente eléctrica lleva su nombre. Reali- Figura 20.1. Corriente que fluye por un alambre de séadiransversah.

z6 investigaciones en célculo de proba-
bilidades, célculo de variaciones y ecua-

X i : : De otro lado, la fuerza que el conjumgAV de cargas experimenta debido a
ciones diferenciales parciales.

la accbn del campo maghtico es

AF = AQv, x B = Iv, x Bdt.
—1dl x B. (20.2)

Ha de notarse que la corriente va en diréndll. La fuerza neta experimentada
por un alambre finito de extremasy b colocado en un campB (figura 20.2)
puede evaluarse integrando (20.2):

dl

a

Figura 20.2. Elementos diferenciales dméa en el alculo de la fuerza magtica sobre
una corriente.
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b
F:/ IdI x B. (20.3)
a

Puesto que la corriente que viaja por el alambre es la misncadasectod,
puede retirarse de la integral (20.3) para dar:

b
F:I/ di xB. (20.4)
a

Dos casos simples pueden ser analizados aqu

a. Corriente rectiinea en un campo B uniform@uesto que el campd es el
mismo en todos los puntos del alambre, puede ser retiradoidigral (20.4):

F:I[/bdl}xB:IIxB. (20.5)

b. Corriente cerrada en un campB uniforme En este caso puede escribirse:
F =1[§dl] x B; solo que ahora la espira es cerrada. La figura 20.3 muesra qu
la longitud vectorial de la curva (que es lo que eualla integral cerrada) es
cero. Ha de tenerse muy presente que esta integral es mingadesg dl, que
es una integragéscalarcuyo valor es la longitud de la curva.

dl

Figura 20.3. Corriente ekctrica cerrada.

Asi pues:un campo maggtico uniforme no ejerce fuerza neta sobre una espira
de corriente Como se ve luego, este campo uniforme, aunque no ejerce fuerzas,
si ejerce torques.

La expresbn (20.3) puede extenderse sin dificultad al caso de coesemtiu-
meétricas consistentes en el movimiento deipatas de densidad volwgtricap;
basta tener en cuenta que

_dQ dl  dQ

La ecuaddn (20.3) se escribe ahora:

F:/Jdev, (20.6)
A\

donde la integral se realiza sobre el volumen de la disti@ioude cargas.
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Ejemplo 20.1
Un arco de corriente (figura 20.4) se coloca en un campo étagi homogneo
de direcobnj. ¢ Cual es la fuerza que ejerce el campo sobre el secuio?

?
N A A A A A A
B .
e \\ e i
l//"\( Y
4 }
p 360-6
;/Ye 1
e v - - ol e - - - - - =X T TN l
b a >

Figura 20.4. Arco de corriente en un campo maagico.

Solucion:

De la figura se nota que la fuerza métoa sobre el elementb es, de acuerdo con
(20.3) y la regla de la mano derecha, perpendicular al plahpapel, cualquiera
gue sea la posion del elemento en la figura. Esto permite extraer de la iategr

vector unitarick (que sale del plano del papel), y permite escribir

b ~ (b
F:I/ deB:IBk/ dI sen(360— 6)
a a

b ~ (T2 . /2
:fIBk/ dIsenQ:fIBk/ (ad6)send = +1Bk (cos6 7/%).
a 0
= —2laBk.

Si la integral se extendiese de 0 & &l resultado séa cero de acuerdo con el
caso del literab.

20.2 Torques sobre corrientes

Se ha concluido que un campo matjno homo@neo no ejerce fuerza neta sobre
una espira cerrada, cualquiera sea su forma. El siguiestarddio revela que un
campo magetico ejerce torques sobre espiras. Por simplicidad elrtriginto se
restringe a espiras rectangulares en un campo hensmgaunque el resultado es
valido para espiras de cualquier forma gé&bnca.

Consickrese la espira rectangular de ladlgsl’ de la figura 20.8 a lo largo
de la cual fluye la corrienté. La regla de la mano derecha da las direcciones
indicadas de las fuerzas sobre los cuatro lados. Las fusotag los ladosla
y bc son iguales y de signos opuestos por lo que no afectan nadrashl ni
rotacionalmente la espira; sin embargo, las fuerzas qaamsbbre los elementos
aby cd, aunque iguales en magnitud y antiparaleladjatigenerando un torque
neto sobre la espira (figura 20)5Si cada una de las fuerzaskes= 1IB (notese
que el campo y el alambre son perpendiculares), el torqpecasal eje (Que pasa
por el centro de la figura 2(p debido a cada fuerza ser = F(I'/2)cosf =
(111'B/2) cosB. El torque neto tiene diredmn que entra al plano del papel y se
expresa como
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N AN

(a) (b)

Figura 20.5. Geometra para el &lculo del torque magdgtico sobre una espira rectangular
con corriente.

T=—2(Il1'B/2)cosd = —AlBcosb , (20.7)
dondeA = Il es elarea de la espira. En forma vectorial:
T=1AxB. (20.8)

El vectorA gue representa la superficie de la espira é@rga ed$l’ est dirigido
como se muestra en la figura 26, Siguiendo una regla de mano derecha: se sigue
con los dedos de la mano derecha la trayectoria de la ca@yeripulgar extendido
da la direcabn del vector de superficie. Con esta convéndas posible comprobar
que (20.7) y (20.8) son equivalentes.

Aunque esta expresn ha sido deducida para una espira rectangulaakday
cualquiera sea su forma. En efecto, coésde una espira de forma arbitraria,
como en la figura 20.6, que ha sido dividida en elementos egimales cada uno
de los cuales responde $e(20.8).

Figura 20.6. Geometia para el alculo del torque magatico sobre una corriente cerrada
arbitraria.

En el dibujo se nota que las corrientes de cada una de lasfiEsgueas tienen
compdieras en las@reas contiguas con las cuales se cancela dando lugar a que
las Gnicas corrientes que no se anulan con otras son las de l@roexterna
que forman la corriente de la espira original. Ha de tomamseuenta que los
“senderos” que separan laseas se anulan en éfrlite. Ad pues, el torque que
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experimenta una espira macro o mici@gsica colocada en un campo magoo
homogneoes (20.8), donde ahoraes la superficie total de la espira.

Ejemplo 20.2

Una espira circular de radio 2 cm y con 100 vueltas porta urréecte de 50 mA.
Si se la coloca en un campo magieo de 20 mT y la espira forma w@mgulo de
3(° conB (figura 20.6), ¢ cal es el torque ejercido sobre la espira?

Solucion:
Det =1A x B se sigue:

T = NIABsend = 100x 50x 103 x 1rx (0,2)? x 0,5= 0,314 Nm

20.3 Momento de dipolo magnético

Un dipolo ekctrico, como fue definido en (10.9), experimenta un torqiaado se
coloca en un campoé&ttrico. Su forma, dada por (10.12),®s p x E, ecuacbn
gue presenta una notable semejanza con (20.8). En ambaseapéws torques y
los campos responsables de ellos. Dada la afmlelgoroductd A se denomina
momento de dipolo magticom y es tal que

m=IA. (20.9)

Con esta definiéin la ecuadn (20.8) se escribe

T=mxB. (20.10)

Mientras en la definiéin de dipolo etctrico aparecen la carga y la distancia,
en la de dipolo maggtico aparecen la corriente y la superficie que ella cubne. So
conceptos paralelos y de gran apliéacen la tedia de la generaén de las ondas
electromagaéticas.

De (20.10) se sigue que cuando un dipolo n&ipo se coloca en un campo
externo el torque tiende a alingarconB (figura 20.7). En esta posan el torque
es nulo y la espira permanece en equilibrio estable: ungaligerturbadn del
paralelismo regresa el dipolo a su positioriginal. Si el dipolo se coloca en el
campo de modo tal que y B sean antiparalelos, el torque es de nuevo cero pero
el equilibrio es inestable: basta una ligera pertudragara que el dipolo se aleje
de su posidn.

N

_— —>
<
— A

Q

Figura 20.7. Dipolo magrético colocado en un campo magico.

Es posible comprobar, como en el caso del dipo&zteico estudiado en la
seccon 3.5, que si el dipolo se deja en libertad en el momento erfagoe con
el campo urangulo pequigo, el resultado sarun movimiento aridnico simple.
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Médulo 21

Motores y aparatos de medida

Contenidos del médulo
21.1 El motor ekctrico
21.2 El galvabmetro
21.2.1 Ampeimetros y volimetros

Objetivos del médulo

1. Mostrar el disBo y los principios de funcionamiento de un motdatico. Diversos electrodomésticos utilizan el
2. Detallar el dis@o de un instrumentoésico de medida: el galvametro. motor eléctrico.
3. Estudiar la forma de conéa de un ampémetro y un voltmetro.

Preguntas basicas

. ¢ @mo funciona un motor éttrico?

. ¢ Q@ es un galvabmetro y para gé se utiliza?

. ¢ En gé se fundamenta el diSe de un motor y un galvémetro?

. ¢®mo se conectan en un circuito un ampetro y un volimetro?

. ¢ Q& caractdsticas tienen las resistencias de un anmpetro y un volimetro?

O~ WNPF

Introduccion

Desde el punto de vista de la aplicatpractica del tema de torques ma&gicos
sobresale la invenan del motor gtctrico, con cuyo estudio se inicia estédnlo.

Ahora bien, una vez quedan establecidas las unidades delanselivuelve
necesario didgar y construir instrumentos que permitan realizar las deedde
variables lasicas como son corriente y voltaje. La existencia de feegrzarques
entre campos magticos y corrrientes permite el dise de un instrumento fun-
damental, el galva@metro (nombrado &€n honor a Luigi Galvani), que es la
base del ampé@netro y el voltmetro. En este ddulo se estudia el funcionamien-
to de este aparato y la forma como amptros y volimetros se incluyen en los
circuitos eéctricos.
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21.1 El motor eléctrico

Una espiraabcd se coloca entre los polos norte y sur de un par de imanes como
se muestra en la figura 21.1. La espira es capaz de rotar spbj@AC y por ella

viaja una corriente que viene de una fuente extéfrigue produce una corriente
directa constante.

I N I

Luigi Galvani (1737-1798)

Anatomista, fisidlogo y médico italiano )
nacido en Bolonia. En 1786 observé du- __.—';')
rante una tormenta que las patas de una A
rana se contraian al tocar sus nervios con

unas tijeras, y que ocurria lo mismo si

saltaba una chispa en un generador elec-

trostdtico. Estas y otras observaciones le

llevaron a proponer la idea de que hay S |
una forma de electricidad animal a la que
llamé fuerza vital En 1772 fue elegido
presidente de la Academia de Ciencias de
Bolonia.

Figura 21.1. El principio del motor éctrico.

En el instante que muestra la figura las fuelza®bre los ladoaby cd tienen
la direccbn indicada, y son responsables de un torque que hace raapila.
En el puntaC por donde entra y sale la corriente de la espira hagainmutadoy
gue es un peqi® dispositivo capaz de cambiar cada media vuelta la doeaz
entrada de la corriente. Las escobillasy E, rozan la superficie de un cilindro
sobre el cual se han colocado dos caparazones sewi@hs conductoraG; y
C> que giran con la espira. Cada media vuelta las escobillanpies; aC; invir-
tiendo la direcdn de entrada de la corriente. Esta inv@nsés responsable de que
el torque haga girar la espira siempre en la misma dibac&n la figura 21.2 se
muestran algunos instantes del proceso. Comenzando cositip representada
en la figura 21.1, la espira gira hasta alcanzar la pasicertical (en la parte su-
perior la corrientre entra, en la inferior sale); un instathésp@és la espira alcanza
la posicbn horizontal, momento en el cual tiene lugar la inv@rsie corriente. En
ese instante la espira corii su giropor inerciay viaja hasta ldiltima posicon
mostrada en que la corriente que entraba ahora sale y la@oyitas corrientes
vuelven a coincidir con la situam original. Esta combina@n entre inercia e in-
versbn de las corrientes hacen que la espira gire siempre en taandseccdn,
constituyendo lo que se llama un motoe@ltico. Repita el aisis de la secuencia
de la figura 21.2 sin la existencia del conmutador. Puedeapselque la espira
oscila sin dar la vuelta completa. En e&témo caso la espira se comporta como
un dipolo magatico oscilante.

21.2 El galvanémetro

La versbn que aquse presenta de este instrumento se conoce como Qatedro
de D’Arsonval y consiste en esencia en una espira con cterisobre la cual
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6. Magnetismo

N/

Figura 21.2. Secuencia de movimiento de la espira en un motectato (vea la figura
21.1).

un campo maggtico ejerce un torque (figura 21.3). Un campo né&mgo casi
uniforme es generado por polos enfrentados de imanes pentesn El torque
magretico tiende a alinear la espira en forma queasea sea perpendicular al
campoB, solo que un muellé/1 se opone a esta aéa, logrando equilibrar la
accbn del campo. Resulta entonces que

T=ka = IAB,

dondek es la constante &tica del muellex es elangulo que gira la espiradsu
area. Se deduce entonces que existe una oeldiceal entre la corriente que pasa

por la espira y ehnguloa:
k

Figura 21.3. Galvardbmetro de D’Arsonval.

Esta proporcionalidad permite medir corrientes medianteddida dengulo.
De hecho, la escalai$alada por la aguja del instrumento se calibra directamente
en amperios.

21.2.1 Amperimetros y voltimetros

Esta pareja de instrumentos desciende directamente gahgaletro adagndose
su escala para medir corrientes o diferencias de potencial.
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Para poderse medir, la corriente debe pasar directamentd pmpeimetrqg
por lo cual se le debe conectar en serie, como en la figura.2Rata evitar una
reduccén en la corriente original del circuito, un amjeetro ideal debé&a tener
una resistenci&, cero. Basta en la pctica queR,; sea mucho menor quR

Para medir la diferencia de potencial entre las terminadesna resistencia,
el voltimetrodebe ser conectado en paralelo €rffigura 21.4). Un voltimetro
ideal debéia tener una resistencia infinita de modo que ninguna coerjgsse a
través deél. Basta sin embargo con que su resisteRiaea mucho mayor que
aquella sobre la cual viaja la corriente original.

R R
MW MM

@ O

I
I L}
(a) (b)

Figura 21.4. Circuitos kasicos que incluyen: (a) un ampeetro, (b) un volimetro.
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Médulo 22

Campo magnético y corrientes

Contenidos del médulo

22.1 Ley de Biot-Savart
22.2 Aplicaciones

Objetivos del médulo

1. Presentar la ecudri que describe un campo magico.

2. Determinar las variablesabicas de un campo magico. Limaduras de hierro en cercanias de una
3. Establecer en forma matética la idea de Amgre de que el magnetisSmo Se corriente eléctrica. La respuesta es idénti-
debe a corrientes @ttricas. ca que con imanes.

4. Introducir la permeabilidad magtica.
5. Estudiar los campos magficos de diversas configuraciones de corriente.

Preguntas basicas

1. ¢ Q& variables determinan la forma de laselas del campo magtico?

2. ¢ Qi es la permeabilidad magtica?

3. ¢®mo se aplica la regla de la mano derecha para determinaetziin
del campo maggtico?

4. ;Hay magnetismo debido a cargas en reposo?

5. ¢ ®mo son lasiheas de campo de una corriente réogid, una espira, un
solenoide?

Introduccion

El descubrimiento de Oersted sobre la desiade la aguja de una tjula
cuando se le acerca a una corriente implica que uljalbrno solo interaéta con
otras o con imanes sino tangbi con corrientes éttricas, lo que sugiere que las
corrientes taml@n generan campos magjitos. En este ddulo se propone la ley
gue describe la generéci de campos ma@ticos mediante corrientes.
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Jean Baptiste Biot (1774-1862)

Fisico, astrénomo y matemdtico nacido
en Paris. Demostré el origen extraterres-
tre de los meteoritos. Realizd estudios so-
bre refraccién de la luz los gases y los
cambios en el plano de polarizaciéon de
la luz que pasa a través de una solu-
cién de azicar, para lo cual inventé el
polariscopio. Elaboré con Felix Savart la
ley que describe la forma de los campos
magéticos y su dependencia con la co-
rriente eléctrica.

Alonso Sepllveda

22.1 Ley de Biot-Savart

André Marie Amgere, Jean Baptiste Biot y Felix Savart descubrieron que ana c
rriente ejerce fuerzas sobre undmy estudiaron en detalle la interafmti El re-
sultado de sus experimentos indica que el campo Btagnpuede ser descrito en
forma vectorial mediante la ecuéai

dixa o, [dlx0
B = kql =—|
km / r2 4m / rz -
en la cual la constantg, que fija la intensidad de la interadaitiene un valor

(22.1)

kn=H0 — 10" TmA =10 'mkgC 2.
am
Uo se conoce como lpermeabilidad del vdo. En los febmenos maggticos de-
sempéia el papel quey tiene en los dctricos. En electricidad la fuente diferencial
esdq, mientras en magnetismo lo B3I, conocido come@lemento de corriente
Obsrvese que:

= El campoB es proporcional al elemento de corriehtd. En el caso éctri-
co, el campdE es proporcional al elemento de cad@

= El campo magetico no es central, es decir, no va hacia el elemento de co-
rriente; nas bien est regido por una regla de mano derecha: ir con los dedos
desdedl hastal,, la direccbn del pulgar extendido indica la dire6ai deB.
De modo equivalente: si en la figura 22.1 se toma con la manarteente,
de modo que el pulgar extendido apunte en digtdiedl, los denas dedos
describian la direcadbn deB.

= Como en el caso electrésico, el campo magico depende de/i?.

La figura 22.1 muestra un elemento de corriente y los vect@sesiados al
campoB. El campo debido a un elemento de corriente es

ap — Ho dlxdr

4T r?

(22.2)

1d1

Figura 22.1. El elemento de corriente; determinan la direcén del campo magtico.

La ecuaddn (22.1) es &lida estrictamente para corrientes estacionarias, es de-
cir, independientes del tiempo. Una sola carga en movimiestuna corriente no
estacionaria, pues su campo en cada punto del espacio sicanadnedida que se
mueve. Sin embargo, si se considera una carga de baja \adqmigtde calcularse
su campo en forma aproximada. Para esto basta tener en @@nifa por lo cual:

_nq _
Idl = dth dl=nqvdV,
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con lo cual (22.1) puede escribirse
Mo [qvx@
B— 42 [T (nav).

expresbn en la quendV es el imero totalN de cargas. Si hay solo una carga
puntual puede probarse guedV) “se cancela” con la integral para dar

B:&qvxﬂr
4 r2

(22.3)

Figura 22.2. Geometra para evaluar la diredm de lasineas de campo magtico de una
carga en movimiento uniforme.

La forma de lasiheas de campo magtico de una carga puntual en movimien-
to puede obtenerse de (22.3). La figura 22.2 indica la poside la carga y las
direcciones dé; y v que forman el tdngulogAC. De (22.3) se sigue que la direc-
cion deB es perpendicular al fingulo. La figura se puede rotar alrededor del eje
gC para damCD, plano al cual es perpendicular el canpoEl modulo deB es
el mismo para los dos fingulos. Si la rotadn se hace lentamente, seague el
campo recorre una trayectoria circular. Limehs de campo magtico de una car-
ga puntual se representan en la figura 22.3 y correspondecutos conéntricos
perpendiculares a la direéci de la velocidad.

Figura 22.3. Lineas de campo magtico de una carga en movimiento uniforme.

El campo ekctrico de una carga con baja velocidad es
q .
= Qr .
Amtegr?

De esta ecuadn y (22.3) se deduce la conérientre los campdsy B de una
carga puntual a baja velocidad:

B = Lpgov X E. (22.4)
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22.2 Aplicaciones

Ejemplo 22.1
Campo magretico de una corriente ekctrica rectilinea

Solucion:
Este campo puede calcularse partiendo de (22.2) y utilzéandeometia de la
figura 22.4:

Figura 22.4. Una corriente recfihea produce un campo magito de érculos conéntri-
Cos.

Mo, dl x G Lo , dl N
=20 r- 2o 12 sen(r—6)0s

= = —I
4 r2 4m
Esta expregin debe ser integrada sobre la variahl@l hacerlo no cambia
la direccbn del vector unitariaig, por lo que puede ser exidm de la integral.
Entonces

dB

B0 [ e
B_4nlu¢[mrzsedn 0).

De la figura 22.4 es cierto que tln= R/I, y puede hacerse el cambio de va-
riable del a @ con cot =1 /R, de dondedl = —Rcs& 0 d6; adenas:r = Rcsch;
de este modo la integral toma la forma

to, ~ [° _ Lol
B=—-"—I nfdl =0y ——. 22.5
4t u¢/n s¢€ U 2nR ( )

5

Figura 22.5. Campo magatico de un alambre redtileo. Vista superior.
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En el cambio de variable se ha tenido en cuenta que los exdrema o) en
| corresponden &r1,0) en 6. Obgrvese que, igual que en el caso del alambre
eléctricamente cargado, el campo decrece corfro lla forma de lasiheas de
campo magatico se muestra en la figura 22.5 Esfaeds pueden trazarse con
una regla de mano derecha: si se toma el alambre con la maechder el pulgar
apunta con la corriente, los démdedos dan la diredgi deB.

Ejemplo 22.2
Campo magretico de una espira circular

Solucion:

En el anillo horizontal de la figura 22.6, la direcgidel campo magttico en el
punto P, debido a un elemento de corriente, puede obtener622d). Resulta
quedB en P tiene componentes vertical y horizontal. La sitaetiel problema
asegura que un elemento de corriente opuesto al dibujade feguta (es decir,
enQ y sobre el anillo) da lugar a un campo en P que presenta unaoc@amie
vertical del mismo signo y una horizontal de signo opuestosalkl primer ele-
mento. Puesto que el proceso de integmad@inplica una suma sobre los elementos
diferenciales de corriente, resubliafue las componentes horizontales se cance-
lan y las verticales se suman. BEntesis, en un punto P sobre el gjexiste solo
dB, = dBcosf. Entonces, con

Mol dl
B= a2’

(B — b 19 st — 9 cosp |
BZ_/dBZ_/dBcose_ an r2cosQ_AfmzcosG dl.

Figura 22.6. El elemento de corriented! de un anillo genera en P un campo méiigo
diferencial.

Los terminosr? y 8 han sido retirados de la integral pues permanecen cons-
tantes cuando se integra sobre el anillo, cuya variable tégracon es¢. Con
dl = ad¢ se sigue:

Hol a/ Hol @
B;=—-[dl=—5-2
27 am2y amer
2

Hol a
= (22.6)
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El calculo anterior ha permitido calcular solo el campo en el Bje proce-
dimiento mas complejo permite demostrar que lamehs de campo magtico en
todo el espacio tienen la forma que se muestra en la figura@Bsérve que si se
toma la corriente con la mano, y con el dedo pulgar apuntando éirecadn, los
dedos dan la direagn del campo.

Figura 22.7. Campo magaético de un anillo con corriente.

El momento de dipolo magico de la espiren= |A = | 722 permite reescribir
(22.6) en la forma

Hom
2n(22+a?)%/2’

Bz—

El campo magatico de un dipolo magatico puntual corresponde al caso en
gue la distancia de observanies mucho mayor que el tafrdel anillo:z >> a,

con la cual se obtiene
Hom
B, = .
27 2mz;

Ejemplo 22.3
Campo magretico de un solenoide

s
Sarse

Y Y

)

Figura 22.8. Un solenoide con corriente y stiséas de campo magtico.
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Solucion:

Un solenoide es un conjunto de espiras coaxiales y de igdial par las que circu-

la la misma corriente (figura 22.8). En |agtica experimental usualmente adopta
la forma de un apretado arrollamiento de alambre conduotmesun cilindro. Su
campo magetico es lAsicamente igntico al de un iran natural (ver figuras 1%2

y 19.3), por lo que se usa en muchas aplicaciones en vez ddozsqu en el
interior de un solenoide con corriente se coloca una bartaete se obtiene un
electroinén.

El calculo del campo en su interior y exterior puede ser notadteensimplifi-
cado si se asume que el arrollamiento es muy apretado de mueda gransidn
entre una y otra espira es muy suave. Si en el solenoida kapiras por unidad
de longitud y si se toma un anilldz, como en la figura 22.9, a lo largo del cual
fluye una corrientell puede escribirse para el campo en el origen de coordenadas
O, de acuerdo con (22.6):

[
2 d (2+a2)’%2 2
Integrando sobre la longitud del solenoide:

_ Ko a o a’

dB— Honla? /L/2 dz

2 Jop(2+a2)%?

Este procedimiento equivale a una integbacsobre anillos diferenciales. El
cambio de variable = atan¢ permite transformar la integral en

17 . 1 . 1 V4 L/2
7 [ comtdb = gserd =g g e
con lo cual el campo se escribe
LonlL
B=—. 22.7
VL2 + 432 (e2.7)
a

dz [ \.—/ L

O
"4" 0
- L2

Figura 22.9. Geometia para el élculo del campo magatico en el interior de un solenoide.

Las lineas del campo magtico del solenoide tienen la forma mostrada en la
figura 22.8. Son iénticas a las de un iam natural. Esto implica que los experi-
mentos entre imanes y {julas dan el mismo resultado si elam se reemplaza
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por un solenoide. Asimismo, si en la interdatientre dos imanes se reemplaza
uno de ellos por un solenoide, la interdutipersiste; si tambn el otro inén se
reemplaza por un solenoide, la interéecbigue existiendo. Esto significa, como
se estudia en el siguientedaulo, que dos corrientes interaah mag@ticamente.

Si la longitud del solenoide es grande en comparacon su radiol{ >> a),
el campo maggtico toma la forma simple

B = onl. (22.8)

¢, Clanto vale el camp8 sobre el eje y en el pun@de la figura 22.9?
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Médulo 23

Fuerza entre corrientes eléctricas

Contenidos del médulo

23.1 Corrientes paralelas
23.2 Corrientes perpendiculares

Objetivos del médulo

1. Demostrar que dos corrienteg@ticas intera¢ian magéticamente.

2. Demostrar que dos corrientes paralelas con igual doe@E atraeny con  Una corriente eléctrica ejerce fuerzas so-
diferente direcdn se repelen. bre una brijula. Este efecto fue descu-

3. Estudiar la fuerza entre alambres perpendiculares auiects. bierto por Oersted en 1820.

4. Estudiar la fuerza entre una corriente réotih y una espira de corriente.

Preguntas basicas

. ¢,Que expreén describe la fuerza magtica entre corrientes paralelas?
. ¢ Puede ser nula la fuerza matica entre dos corrientes?

. ¢ Hay torques entre corrientes paralelas?

. ¢ Hay torques entre corrientes perpendiculares?

. ¢ @mo son las fuerzas y torques entre una espira y una corrasttinea?

abhownN P

Introduccion

Un campo magetico ejerce fuerza sobre una corriente; de otra parte, ana c
rriente genera un campo magito. De acuerdo con Angpe todo magnetismo se
debe a corrientes, sean ellas macopszas como las de los circuitos o micrope
cas como las de los imanes naturales. En est@éulo se vefi de g& modo una
corriente ekctrica interadta mag@éticamente con otra. El estudio se realiza para
dos casos simples: corrientes paralelas y corrientes paiquaares.
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23.1 Corrientes paralelas

Sea un par de corrientesetricas paralelas y del mismo sentitioe I, separadas
una distancia (figura 23.1). El campo magtico debido 4, tiene la forma (22.5):

Mol
=0
21

ol
@)

B}

B, (23.1)

Fa

d
Fi2
%

Figura 23.1. Interaccon magietica entre corrientes paralelas y del mismo sentido.

La fuerza que el campo degrealiza sobre la corrienie est dada por (20.3),
gue en este caso toma la forma

Fio= I2/d|2>< B;. (23.2)

Por substitu@n de (23.1) en (23.2) se obtiene la regla que expreisddenc-
cion entre corrientes:

111 .
Fio= u;];'rz /d|2 X Ugp .
El productodls x (¢ vale —dl>Gy, de modo que

Holalalz
F=——""==0. 23.3
T (23.3)
La direccbn —(, indica quedos corrientes paralelas y en el mismo sentido
se atraen, y en sentido contrario se repelea.fuerza entre corrientes paralelas
es directamente proporcional al producto de las corrientegersamente propor-
cional a la distancia entre ellas. No esidifconvencerse de que la fuerza que la

primera ejerce sobre la segunda es igual y opuesta a la geguada ejerce sobre

la primera:F12 = —F»1, lo que implica que, al menos en el caso estacionario, la

interaccon magiética entre corrientes satisface la tercera ley de Newton.
La fuerza por unidad de longitud entre dos corrientes, cadale 1 Ay sepa-
radas 1 m, es de

F _ polilz _ po(1A)(1A) 7 N1
L~ 2md  2mam) 2 1ONmT
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Esta expredéin permite establecer la defirici experimental del amperio: es
la corriente que al pasar por dos alambres paralelos sezatad produce sobre
cada uno de ellos una fuerza por unidad de longitud dd@ 7’ Nm~.

Experimentalmente esas facil medir la fuerza entre corrientes (lo que se hace
con la llamada balanza de corrientes) que medir la fuerza eatgas @ctricas.
Por ello en la prepara@n de un patin de medida se prefiere establecer primero
el patbn de corriente y a partir del el de carga. De este modo, el coulomb se
define como la cantidad de carg&eltica que pasa en 1 s por un alambre que
porta 1 A. Desde el punto de vista conceptual @s fandamental la carga que la
corriente, pero por razonesgaticas se define primero el patrde corriente. Esto
quiere decir que desde el punto de vistagpico los sistemas MKSC y MKSA son
equivalentes, aunque elas elemental es el primero.

23.2 Corrientes perpendiculares

En la figura 23.2 aparece una corriehtgue sale del plano del papel y que genera
a su alrededor un campo magico

Mol -
=0
27

B1

Figura 23.2. Interaccobn entre corrientes perpendiculares.

Perpendicular & hay una segunda corrientg ubicada en el plano del papel,
uno de cuyos diferencialell, experimenta una fuerza

111 N
dF]_z: |2d|2 x By = u;r:ll'-erlz X Uy
_ Holalz2dr
Co2m o

donde se ha tenido en cuenta gilig= Q,dr y O, sale del plano del papel. Ada
fuerza experimentada pbtr cuyos extremos saay b es

Holilz [Pdr  polily b
Fip= a_ n(>). 23.4
12 2T Ja 21 : a (23.4)

Las ecuaciones (23.3) y (23.4) permiten estudiar las fseqma experimenta
la espira de la figura 23.3, con corriete colocada en el campo de una corriente
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rectilineal;. Las ineas de campo de entran por la derechax( y salen por la
izquierda (). Las fuerzas sobre los ladaeb y cd de la espira son iguales y de
direccbn contraria. Sus ddulos son

- -t (1)
21 a

Las fuerzas sobre los ladbs y da son respectivamente:

|1|2| [Jo|1|2|
E — Ho E/ —
2mb 2ma ’

y las direcciones son como se muestra en la figura 23.3.

F
° ° X X Tx X
I a >—b
° ° A X X X x
N
. . X 3 X X l ﬁF’
F” I
vy 12
° ° x X x X
d—¢€ c
. ° x X x X
b F
. . X X x ! x

Figura 23.3. Fuerzas sobre una espira colocada en el campo étiagrde una corriente
rectilinea.
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Médulo 24

Circulacion y flujo del campo magnético

Contenidos del médulo

24.1 Ley de Ampre
24.2 Flujo del campo mag@tico

Objetivos del médulo

1. Definir la circulacdbn del campo maggtico.

2. Deducir la ley de Amgre.

3. Introducir en el magnetismo la néci de flujo.

4. Mediante el estudio déneas conocidas de campo matjco concluir que
su flujo es cero.

5. Establecer la inexistencia de cargas néigas.

6. Establecer que un polo magito no es una fuente dméas sino un lugar
de té@nsito de ellas.

Preguntas basicas

. ¢ @mo se define la circulain de un campo vectorial?

. ¢ Q@ expresa la ley de Angpe?

. ¢ En g@ casos eétil la ley de Amgere para calcular campos?
. ¢ Es en align caso no nulo el flujo de un campo méatno?

. ¢ Q& es una carga magtica?

. ¢ Son iénticos una carga magtica y un polo maggtico?

OO~ WNPEP

Introduccion

En el caso electroatico el campcE puede ser evaluado utilizando (9.4), en
tanto que en el caso magnetusto el campd se calcula con (22.1). En la elec-
trosttica es conveniente introducir la integral de flujo que permvaluar los
campos en los casos de alta sirreetbDe un modo adogo, el camp® debido
a distribuciones de corriente de alta sirfefpuede ser calculado utilizando una
integral de circuladn del campo maggtico. El @lculo revela que la circulatn
deB es proporcional a la corriente.

De otro lado, como en el caso electaigto, conviene introducir la integral de
flujo magretico, la que siempre tiene un valor nulo. Esto significa dum@mpo
magretico no tiene fuentes, es decir, puntos donde comienzamann lasineas
del campo maggtico.

En este mdulo se exploran la circulam y el flujo del campo magnet@sico.
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24.1 Ley de Ampére

El campo mageatico de una corriente redtilea tiene la forma (22.5):

B =10y TR’

Las lineas de campo tienen la forma mostrada en la figura 22.5 tik geaesta
expresbn puede calcularse t@rculacion del campo maggtico. En forma general,
la circulacbn de un campo vectoridd se define como la integral del producto
escalar del campo con el elemento diferencial de distafici@alizada a lo largo
de una trayectoria cerrada:

]{B-dl. (24.1)
C

1

Figura 24.1. Geometia para el alculo del campo de una corriente reictia.

Si se escoge la trayectoria circular indicada en la figurh, 24andeB y dl son
paralelos, resulta que el producto escalar en (24.1) seeedl, condl =rd¢,
por lo cual puede escribirse

- oot 8wl e
?fés d|_7£|3d|_2n'cr_2n ) = .

Este resultado es @s general de lo que agaparece pues eglido para
cualquier forma de la trayectoriaEsto puede comprenderse con facilidad si se
considera la curva de la figura 24.2, en la que cada elemefaienitial de la
trayectoria se ha aproximado a un arco @euo. La circulacbn es una integral
compuesta de elementBs dl cada uno de los cuales tiene un valor

Mol Mol
Bdl= o (rdg) = 2n(d¢)'

Se observa que al cancelarsesl diferencialBdl es independiente del radio
del drculo. Por tanto, al integrar sobre&igulo completo & se obtiengipl como
valor de la circuladn, independientemente de la forma de la trayectoria. e est
modo puede afirmarse qgleecirculacion del campo magttico es proporcional a
la corriente eéctrica que atraviesa la curva cerrada c:

]{B-on — Lol (24.2)
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Figura 24.2. La circulacbn de un campo magtico es independiente de la forma de la
trayectoria.

Esta expregin, conocida como ley de Arape, es @lida en el caso estacionario.
Si existenn corrientes que atraviesan la misma curva cerrada, ha delazsrse
| por 31, 1i (figura 24.3). La ley de Amgre esk asociada a una regla de mano
derecha: silos dedos van en diréxtie la trayectoriag, el pulgar extendido apun-
tara en direcdn del flujo de corriente positiva. A la trayectoria de integin se
le conoce comamperiana

Aunque de validez general en magnéitist, la ley de Amgre es aplicable
al calculo de campos magticos solo en situaciones de alta sirfgetEn el caso
general, con o sin simé#s, (22.1) es aplicable.

i JE] I 14

Figura 24.3. La integral de circuladin es proporcional a las corrientes que atraviesan la
curva cerrada.

Los siguientesalculos se restringen a situaciones con alta siaetr

Ejemplo 24.1

A lo largo de un cilindro muy largo de radR (figura 24.4) fluye una corriente
| distribuida de modo uniforme. Calcule el campo nétgo en el interior y el
exterior del cable.

Solucion:

a. Para < Rhay una corrient¥’ encerrada en la amperiana circular; puesto que
la corriente et distribuida de modo uniforme enalea, es cierto que
" m?

|~ R’
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Figura 24.4. Cilindro con corriente uniforme a lo largo de su eje, y dos amperianas, inte
rior y exterior.

de donde

La ley de Ampere se escribe
]{B-ou _ }Ksou — B2m) = pol.
Cc

Al reemplazal’ se obtiene
Holr
B= 12
2nR2’

de modo que el cam® aumenta linealmente desde el eje hasta la superficie.

b. Para > Rla corriente incluida en la amperianalesle modo que, al igual que
en el caso de la corriente reatiéa:

_wol
B_Zn'r’

La variacbn del campo con la distancia se representa en la figura 2dséry@se
que err = Rlos campos interior y exterior son iguales.

Si la corriente solo viaja por la superficie del cilindro peegmostrarse que

a)B=0 Si r<R

_Hl
b)B_2nT Si r>R

Ejemplo 24.2
Campo magretico de una placa plana con corriente uniformeA por unidad
de area (figura 24.@).

Solucion:
Se define la densidat de corriente superficial como corriente por unidad de lon-
gitud transversa a la corriente. Re=dl /dy se deduce que la amperiana punteada
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] [ ——

Figura 24.5. Variacion con la distancia radial del campo magoo de un cilindro con
corriente.

1

(a) (b)

Figura 24.6. Una placa plana con corriente puede considerarse formada poosnfiieh
mentos de corriente, que dan cantpen direccionesy.

de la figura 24.6 contiene una corrieni&l = A dy, de modo que la ley de An&pe
se expresa

}{B-dl = Lio(A dy).

Si se concibe la placa plana como formada de muchos filamdatosrriente
que fluyen en direcdin x cada uno de cuyos campos es circular, puede compren-
derse que el campo neto ha de tener di@teiy por encima yy por debajo de la
placa, no existiendo por tanto componente vertical, lasintegral de circulaéin
es

%Bdl = 2By = LAY,
Cc
lo que da lugar al campo uniforme

_ HoA
B= 5
Ejemplo 24.3
Campo magretico de un solenoide de espiras por unidad de longitud y co-

rriente | (figura 24.7)

Solucion:
El campo magatico del solenoide puede describirse como la suma de logasam
de muchas espiras paralelas estrechamente empacadasnhetigede lasineas

Oscilaciones y Campos 179



Alonso Sepllveda

Figura 24.7. Un solenoide largo con corriente produce un campo ratgm interno a lo
largo de su eje, y nulo en el exterior.

de campo de cada una muestra que, debido a la curvatura dleclas &€n el exte-
rior del solenoide, los campos ialienden a anularse; el anulamiento es perfecto
si el solenoide es infinito. En el interior lasiéas de campo se superponen para
producir un campo mag@ico axial uniforme. Esto puede verse si se considera la
amperiana 1: note que ldaséas de campo van hacia la derecha, pero el recorrido
de la amperiana en los trayectos superior e inferior es tpues

La ley de Amjre aplicada a la amperiana 2 da lugar a

Bl = ponll,

de donde se concluye que, en efecto, el campo &tagnen el interior de un
solenoide muy largo es constante e igual a

B = ponl,
en concordancia con (22.8).

Ejemplo 24.4

Calcule el campo magtico en el interior de un solenoide de 50 cm de longitud
que contiene 500 vueltas y tiene un radio & @, si porél fluye una corriente
de Q2 A.

Solucion:

Ha de notarse ante todo que la longitud del solenoide es mmeyor que su
radio, de modo que la exprésiB = ppnl es \alida. Reemplazando se obtiene:
B=25x10"°T.

24.2 Flujo del campo magnético

En el mbdulo 12 se ha definido el flujo de un campo vectorial mediangeladn
(12.2). El flujo del campo magtico a traes de una superficie abier¥atiene la
forma:

O = / B.dA. (24.3)
A

El flujo magretico tiene unidades de Fna las que se conoce comeeber
(Wb); puede demostrarse que en unidades elementales: Mgbm?-s~1.C 1.

Las lineas de campo magtico de una carga en movimiento son cerradas (figu-
ra 22.3), igualmente lo son las de una corriente fieed (figura 22.5), de una es-
pira (figura 22.7) o de un solenoide finito (figura 22.8). Es eésta caractéstica
comin detodoslos campos magaticos, sean 0 no estacionarios, incluyendo el
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campo magaético de los imanes. Estdtimo caso puede ser entendido una vez
se estudien las corrientes micropias que son la fuente del magnetismo de los
imanes naturales.

Es posible demostrar, partiendo de (22.1), qu#ujo del campo magstico
a traves de cualquier superficie cerrada es siempre cé&sta aseveragn no
seia demostrada agudada su dificultad matemtica, pero de ella pueden extraerse
algunas conclusiones simples:

= Silas ineas de campo magtico son cerradas significa que no tienen pun-
tas. En el caso del campogetrico las cargas ettricas son los lugares a
donde confluyen o de donde salen iaghs de campo@&ttrico; es decir, las
lineas de campo &ttrico tienen puntas. La consecuencia de la inexistencia
de puntas en los campos m&tjoos es quao hay cargas maggticas

= Los polos mageticos no son las fuentes de lasdas del campo magtico,
pues solo son lugares por donde ellas pasan, no donde c@mienter-
minan. Las cargas @ttricas sorfuentego sumideros) deiheas de campo
eléctrico, en tanto que los polos magicos sorzonas de tnsitode lineas.

= El nlimero deineas de campo magtico que entra a una superficie cerrada
es igual al mmero deineas que sale.

Estas proposiciones se ilustran en la figura 24.8.

Figura 24.8. El flujo de lineas del campo magtico siempre es nulo.

Ejemplo 24.5
Calcule el flujo magetico a traes de la espira rectangular de la figura 24.9, si el
campo es el debido a una corriente récéhl .

Solucion:
De la definicon de flujo, de la forma del campo de una corridnte integrando
sobre elarea de la espira puede escribirse la siguiente secuencia:

_ _ (oY (apcdn) = Hole [OOr
CDm_/AB dA_/(anu"’) (u¢cdr)_2mc o

Uy entra al plano del papel.
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Figura 24.9. Geometia para el alculo del flujo magético sobre una espira colocada en
el campo de una corriente reatiéa.

Ejemplo 24.6
Calcule el flujo magatico a traes de urarea perpendicular al eje del solenoide de
radioR del ejemplo 24.3.

Solucion:

De la definicon de flujo, tomando en cuenta que los vect@&gA son paralelos, y
reemplazando el valor del campo méagoo constante en el interior del solenoide,
se puede demostrar qdg, = BA= pormlIR?.
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Médulo 25

Magnetizacion en la materia

Contenidos del médulo

25.1 Materiales magaticos
25.1.1 Diamagnetismo
25.1.2 Paramagnetismo
25.1.3 Ferromagnetismo
25.2 Vector de magnetizamsi
25.2.1 Intensidad mag@tica y ley de Ampre

25.2.2 Susceptibilidad y permeabilidad Un pedazo de magnetita imanta clavos y
los atrae.

Objetivos del médulo

1. Clasificar los materiales magficos.

2. Definir diamagnetismo, paramagnetismo y ferromagnetism

3. Definir el vector de magnetizaxi, la corriente de magnetizaay la inten-
sidad de campo mastico.

4. Definir susceptibilidad y permeabilidad.

5. Establecer la ley de Angpe en materiales magnetizables.

Preguntas basicas

1. ¢ Cal es la diferencia entre materiales diamétipos, paramaggicos y fe-
rromagréeticos?

2. ¢ Mmo se definen la magnetizéani la corriente de magnetizaciy la inten-
sidad de campo magtico?

3. ¢ Cul es la conexin entre susceptibilidad y permeabilidad?

4. ;Cal es la forma de la ley de Angpe en materiales magticos?

Introduccion

Los atomos son sistemas formados pdcleos constituidos por protones y
neutrones; alrededor de loggleos orbitan electrones cuyo movimiento equivale a
la existencia de corrientes micrd@gicas que pueden considerarse comaoisin-
los dipolos mageticos. En estado natural es muy probable que estos diales t
gan orientaciones aleatorias lo que macbpszamente da un momento de dipolo
nulo. Estos son los materiales que no presentan imamtacitural. En presencia
de campos magaticos externos los momentos de dipolo pueden reoriendgrse
modo tal que presenten efectos notables a nivel mampass; tales son los mate-
riales diamagaticos y paramagticos. En otra categiar se ubican los materiales
gue presentan imant&ei natural, conocidos como ferromagnetos.

Este nbdulo se dedica a establecr las cardstmas lasicas de estos materiales
y a exponer las leyes del magnetismo en presencia de masenig@ticos, en
particular la forma que adopta la ley de Aamp.
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25.1 Materiales magnéticos

Las diferentes sustancias pueden ser clasificadasétiegmente en varios gru-
pos dependiendo de su estructura interna y su respuestaan@®s maggticos
externos. La clasificaén mas simple es como sigue:

= Diamagréticos.
= Paramagaticos.
= Ferromageticos.

Un estudio introductorio de las propiedades de estos ralgerse presenta en lo
que sigue.

25.1.1 Diamagnetismo

Consickrese un eleddn girando alrededor de uriidleo. En estado natural los
momentos de dipolo equivalentes a estas corrientés estentados de manera
aleatoria por lo que el momento de dipolo matico neto del material es cero. En
este caso, el momento de dipolo de catano es diferente de cero y el material
es paramaggtico.

Es sin embargo posible que atomos con varios electrones el momento de
dipolo magitico de cad@atomo sea nulo. Este es el caso de los materiales dia-
magreticos. Si se aplica a un material de este tipo un campo etagria fuerza
magretica que experimentan los electrones provoca una peciarban su movi-
miento, equivalente a la presencia de una corriente adikien decir, a la apari-
cion de un momento de dipolo magito inducidoque se orienta en diredri
opuestal campo maggtico externo. Este efecto es independiente de la orié@mtaci
del atomo en el campo, es el mismo para todos ellos y equivale alquaterial
se ha convertido en un @ muy @bil que se opone al campo externo. Resulta
ad que un material diamagtico es ébilmenterepelidopor un campo magtico.
Este comportamiento es cim para todas las sustancias aunque el efechoesst
muchos casos enmascarado por el paramagnetismo.

25.1.2 Paramagnetismo

Este fedmeno se presenta en los materiales en los que hay electiesegsarea-
dos cuyo momento de dipolo magtito no es cancelable con el de otro el@atr
Ocurre por ejemplo en el aluminio, eligeno y el hierro. En estos materiales hay
un momento de dipolo magticopermanenteAunque en estado natural su orien-
tacion es aleatoria y sus efectos se cancelan, si se someten mpo gagético
externo los torques generados por este tienden a alineattokargo del campo
externo. A este efecto de orientacise opone el desordegrinico debido a las
vibraciones de loatomos que impiden su completo alineamiento en dioecdel
campo. Eltorque logra que la ena&gotencial de los dipolos sea menor si estos se
alinean en la misma diredm del campo externo. Esto significa qgreun campo
magrético externo una sustancia paramégica adquiere una magnetizéac en
la direccion del campoLa consecuencia es que el material desarrolla un compor-
tamiento magatico que lo convierte en un &n inducido que eatraido por el
campo externo.

Debido a que los dipolos permanentes son unas mil veces egagoe los
inducidos, en la may@a de las sustancias los efectos dian@igins son poco no-
torios.
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25.1.3 Ferromagnetismo

El diamagnetismo y el paramagnetismo solo son observablesiteriales coloca-
dos en campos magticos externos; en ausencia de campos externos su inméantaci
desaparece, a diferencia de los ferromagnetos, que purkidir énantacon na-
tural. En efecto, en algunos materiales como Fe, Co, Ni, Gudgnetizadn
permanece aun desgsi de retirar el material del campo magnetizante. En es-
tos materiales los momentos de dipolo permanentes tiendénearse de forma
espondinea, lo que genera los imanes naturales. Las interacaotes|os dipo-
los magteticos intinsecos de los electrones (llamaéspineysda como resultado
una orientadn paralela de los espines en regiones muy péagieonocidas como
dominios cuyas dimensiones son del orden de®8 10712 m® y contienen entre
10?1y 107 atomos.

En estos materiales los dominios se orientan en difereimesctbnes 1o que
puede producir una magnetizagineta nula (figura 253d). La muestra eéten-
tonces demagnetizada. Pero si se aplica un campo exterdorfusios tienden a
reorientarse en la diredm del campo (figura 25k}, y su tam@o puede tamigin
variar, generando aks imanes. La magnetizaci lograda aumenta con la inten-
sidad del campo externo, existiendo una imadtacnaxima que se logra cuando
todos los dominios se orienten en diréectidel campo.

Figura 25.1. Dominios maggticos (a), cuya orientamn (b) cambia al aumentar el campo
magnetizante.

Usualmente el efecto de reorientaties duradero, es decir, permanece una
vez se elimina el campo externo, anelose entonces un &m permanente. La du-
racion de la imantaéin depende crucialmente de factores como la temperaturay la
estructura @mica del material. Para cada sustancia ferroratigmexiste untem-
peratura de Curigoor encima de la cual desaparecen los dominios y la sustancia
se vuelve paramagtica.

25.2 Vector de magnetizacion

Basado en los experimentos comenzados en 1820gfanpopuso la idea de que
todo magnetismo es debido a corrientécicas. El magnetismo de los imanes
naturales séa causado por corrientes micrépicas. En efecto, la tekarmoderna
sobre la materia asegura que hay corrientes éleictas correspondientes a dipolos
magreticos microsapicos, con los cuales se puede describir ulnmatural o una
barra magnetizada.

Asi, la barra imantada de la figura 25.2 puede describirse camstituida
por pequd@as espiras cuyo eje es paralelo al eje délriniLas corrientes tienden a
cancelarse entréd en el interior del material, pues las que son adyacentesrtie
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direcciones contrarias, pero se suman sobre la superfierallde la barra, dando
lugar a una corriente de magnetizatl, bastante similar a la de un solenoide.

/*/
e
ele)

oo/ *
o)

Figura 25.2. Descripcon con microcorrientes del magnetismo de uarm

Cualquiera sea el origen de los dipolos méipos, es decir, sean ellos induci-
dos como en los materiales diamatjoos o permanentes como en los paramag-
néticos y ferromageticos, es posible definir un vector que corresponda al memen
to de dipolo magatico por unidad de volumen:

dm

(25.1)

Esta cantidad, conocida comector de magnetizain, tiene unidades de-A2,
esto es, corriente/longitud.

La conexbn entre el mdulo de este vector y la corriente de magnetizase
establece asen el cilindro de la figura 25.2, d@ea transversal y longitudl, el
momento magético total esn= M(Al) = (MI)A, y comom= IhA, se concluye
quely, = MI, lo que asegura qud es la corriente de magnetizanipor unidad de
longitud. Esta no es una corriente de condbieaino una corriente “ligada”, en
el mismo sentido que las cargas de polari@acgio son cargas libres sino cargas
“ligadas”.

25.2.1 Intensidad magnética y ley de Ampére

La figura 25.3 representa un cilindro magnetizable coloeadel interior de un
solenoide con corrientel por unidad de longitud, es decir, una corrient®. El
campo magetico del solenoide rearienta los dipolos de la barraatieeat convir-
tiendola en un ian y desarrollando sobre su superficie una corriente de magne
tizacion Iy, = MI. Asi pues, el sistema barra-solenoide es equivalente (aico

Figura 25.3. Cilindro magnetizable en el interior de un solenoide con corriente
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solenoide con una corriente- I, = (nl +M)I que viaja por su superficie en direc-
cion perpendicular al eje del sistema. Esta corriente neesgsnsable del campo
magretico, de modo que, en vez Be= ugnl como es el caso del solenoide hueco,

debe escribirse B
B = po(nl+M) 0 nl=——M.
Ho

Con base en lo anterior puede definirse el vedtoronocido comantensidad
del campo maggtico, en la forma

B
H=—-M. (25.2)
Ho
Las unidades del y M son las mismas. En el caso particular del solenoide es
cierto queH =nl, es decirHl =nll, dondenll =1, es la corrienten el solenoida
la que se llama corrientibre. La Gltima igualdad I = nll = I}) puede escribirse
en la forma de una integral de circulaoi
7{H-d| —y. (25.3)
C

Esta ecuadin, obtenida con argumentos sobre solenoides, tiene zajelee-
ral, como tamk#n la definicbn (25.2), y séx llamada ley de Amgre en medios
magréeticos. Se resumeiafa circulacién del campa es igual a la corriente libre
total que atraviesa la trayectoria c

25.2.2 Susceptibilidad y permeabilidad

La magnetizadin que un material experimenta al ser colocado en un campo ex-
terno es tanto mayor cuanto mayor sea el campo y dependeai#aiaticas es-
pedficas como la estructurahica del material y su temperatura. Para materiales
lineales, isotpicos y homogneos (esto es, materiales para los cuales la magneti-
zacibn depende de la primera potencia-tiecuyas propiedades no dependen de la
direccbn y son las mismas en todos sus puntos) es cierto que

M = xmH. (25.4)

La constanteg(, se llamasusceptibilidad maggticadel material y es una can-
tidad adimensional. Al reemplazit en (25.2) se obtiene

B = po(H+M) = to(H + XmH)
=uH.

El coeficiente
M= Ho(1+ Xm) (25.5)

se conoce compermeabilidaddel medio material y tiene las mismas dimensiones
de la permeabilidad del vexLp.

En el caso de medios lineales, isgticos y homogneos la ley de Anfge
(25.3) da lugar con (25.5) a la forma que adopta (24.2) enosedagnetizables

7{B~dl _— (25.6)

En esta expredn debe tenerse cuidado en incluidgsolo las corrientes libres,
pues las de magnetizéci han sido tomadas en cuenta en la defimicep.

La siguiente tabla muestra la susceptibilidad n&iga de algunas sustancias.
Las seis de la izquierda son diamétioas §m < 0), y las seis de la derecha son
paramagéticas f(m > 0).
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Hidrogeno| —2,1x 10 ° || Oxigeno | 2,1x10°°

Nitrégeno | —5,0x 10~ ° || Magnesio | 1,2x 10°°

Sodio —2,4x10°° || Aluminio | 23x10°°

Cobre —1,0x10°° || Tungsteno| 6,8 x 10 °

Bismuto | —1,7x10° | Titanio 71%x10°

Diamante | —2,2x 10> || Platino 30x10°%
Ejemplo 25.1

Alo largo de un cilindro muy largo de radi®dy permeabilidagu fluye una corrien-
te uniformel. Calcule el campo mag@tico en el interior y el exterior del cilindro.

Solucion:
Puesto que la corriente @distribuida de manera uniforme sobréeda transversa

es cierto que
I I’
R 2’
dondel’ es la corriente libre encerrada en la curva amperiana de raéior la
simetiia y la regla de la mano derecha el carBptiene la direcdn mostrada en la
figura 25.4, coincidente con la direboi de la amperiana, por lo cual el producto

escalar en (25.6) €&d| de modo que

r2
fsou: B(2mm) = pl' = i .

de donde en < R:

ulr
B= .
2nR?
En el exterior, la amperiana de radioontiene toda la corrientede modo que,
enr > R, la ecuadn (25.6) conduce a

ul
B=_—.
2mr

Figura 25.4. Amperianas en un medio magnetizable con corriente &daltribuida uni-
formemente.
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Capitulo

Campos electromagnéticos
dependientes del tiempo

Contenido breve

Médulo 26
Ley de inducddn de Faraday-Henry

Médulo 27
Fueza electromotriz de movimiento

Médulo 28
Ley de Ampere-Maxwell

Médulo 29

Inductancia y eneiig del campo mag-
nético

Médulo 30
Circuitos acoplados

Michael Faraday, iniciador con Joseph Henry de la electrodindmica.

Presentacion

El estudio realizado hasta ahora sobre los campatredos y magaticos ha sido
restringido a situaciones independientes del tiempo, &st@ cargas esicas y
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a corrientes estacionarias. Es posible, sin embargo, geoampos magticos
variables; para ello basta poner en movimiento uanm un solenoide o hacer
circular por un solenoide una corriente queiaamon el tiempo.

Los experimentos realizados en 1830 y 1831 por Michael Bgrgdloseph
Henry llegaron a la conclusi de que un campo magfico variable con el tiempo
es capaz de inducir corrientes sobre un circuito cercarte.fEi®meno, conocido
comoefecto Faradayes el fundamento del funcionamiento de los generadores de
corriente, del transformadoréitrico, los alternadores de autowil y el telefono,
entre muchos otros logros tecagicos.

De acuerdo con Maxwell, el efecto de indu@timplica la generadn de un
campo ekctrico a partir de un campo magico variable con el tiempo. La pregun-
ta que luego surge en su mente es la siguiente: ¢ Nigpssible, reiprocamente,
generar un campo magtico a partir de un campoésdtrico variable con el tiempo?
La respuesta afirmativa a esta pregunta obliga a reformaulay lde Amggre para
incluir campos maggticos debidos a corrientes y a campascticos variables
con el tiempo. De d@partd la teofa de las ondas electromagitas que no solo
dio una baseisica a labptica sino que abiel camino a la tecnoldg de teleco-
municaciones que es esencial en nuesgbieca. De acuerdo con la tempropuesta
por Maxwell, en la que cuatro ecuaciones son suficientesgraeader la diami-
ca del campo electromagtico, existen ondas de campéetkico y magatico que
viajan en el vam o en los medios transparentes a la velocidad de la luz.
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7. Campos electromagnéticos dependientes del tiempo

Médulo 20

Ley de induccidn de Faraday-Henry

Contenidos del médulo

26.1 El efecto de inducoh
26.1.1 Ley de Lenz

26.2 Campo éctrico inducido
26.2.1 El betafin
26.2.2 Corrientes de Foucault

ObjetiVOS del modulo Investigador frente a un pequefo beta-
trén.

. Estudiar el efecto de inducxi.

. Introducir la fem inducida.

. Introducir el campo éktrico inducido.

. Presentar la ley de induéci de Faraday-Henry.

. Introducir la ley de Lenz.

. Establecer las relaciones entre cambio del campo etiagry la direcadn
de la fem.

. Mostrar que el campoé&idtrico inducido es déreas cerradas y por tanto no
conservativo.

8. Estudiar el betabn.

9. Estudiar las corrientes de Foucault.

oA WNPE

~

Preguntas basicas

. ¢ En geé consiste el efecto de indubai?

. ¢, mo cambia la inducdn al reemplazar imanes por solenoides?
. ¢,Cl es la forma de la ley de induéci de Faraday-Henry?

. ¢ Q@ es una fem inducida?

. ¢ Q& conexdn existe entre ley de Lenz y consenéatie ener@?

. ¢ Es conservativo el campe@&etrico inducido?

. ¢ ®mo son lasiheas del campo &ttrico inducido?

. ¢ @mo funciona un betain?

. ¢ Q& son corrientes de Foucault?

O©COoOO~NOULEA WNPE

Introduccion

Asociado a una cargaégdtrica hay siempre un campeetrico, en tanto que a
una carga en movimiento se asocia siempre un campoétiagnSi las corrientes
(que son electricidad en movimiento) generan magnetisnmpgdéa redproca-
mente el magnetismo generar corrientes?

Con esta idea de simé@ren mente Faraday inténtomprobar la aparioh de
corriente en una espira de alambre colocada cerca de urogtdaron corriente.
Despigs de repetidos ensayos y con el uso de galvesiros ms sensibles des-
cubrio que solo cuando la corriente en un solenoide aumenta ordigmaparece
una corriente sobre la espira. Los experimentos le revelgue el mismo efecto
ocurre si el solenoide se reemplaza por uariren movimiento.
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Michael Faraday (1791-1867)

Fisico y quimico britdnico de origen hu-
milde. Desde 1821 se dedicé al estudio
de la electricidad. Desarrollé el primer
motor eléctrico y descubrié la ley de in-
duccién. Introdujo el concepto de lineas
de fuerza. Inventé la jaula de Faraday
utilizada para aislar un recinto de cam-
pos eléctricos. Descubrié la desviacidn del
plano de polarizacién de la luz al atrave-
sar un medio transparente colocado en
un campo magnético. Su trabajo hizo
posible la tecnologia eléctrica, la electro-
quimica y la teoria electromagnética. Fue
miembro de la Royal Society de Londres.

Induccbn
multimedia

demostracion
electromaggtica en su
de Oscilaciones y Campos.

Vea la

Alonso Sepllveda

26.1 El efecto de induccidon

La figura 26.1 muestra un solenoide por el cual circula unaerge constante
provista por una bate&. Cuando el solenoide se mueve hacia la espira de alambre
localizada a su derecha aparece sobre esta una coiridotéda | en la direcabn
indicada. Si el solenoide se mueve hacia la izquierda lzdae de la corriente
inducida se invierte. Lo primero que puede advertirse esauando el solenoide

se acerca, el flujo magtico que atraviesa la espira aumenta, y cuando el solenoide
se aleja el flujo disminuye.

~_\ /

—>B
~ /{

Figura 26.1. Un solenoide con corriente constante se mueve hacia una espira taduc

El experimento puede repetirse con un solenoide en repagogfR6.2). En
el momento en que el interruptér se cierra se establece progresivamente una
corriente en el solenoide y se nota que mientras la corri@et®e hasta su valor
maximolp = & /R, dondeé’ es la fuerza electromotriz de la baterse induce una
corriente sobre la espira con la dirgmtiindicada. Si el circuito se abre, mientras
la corriente en el solenoide se reduce hasta cero, la ctrirducida tiene la
direccibn contraria. Si el circuito se cierra, el flujo sobre la espiumenta, y si se
abre disminuye.

~_ \lsy f
— —>B
/_

Figura 26.2. La corriente sobre el solenoide fijo cambia al cerrar o abrir el intesrup

El solenoide puede reemplazarse por uannsi este se mueve hacia la derecha
se induce una corriente como se indica en la figura 26.3, y siumye hacia la
izquierda la corriente inducida se invierte. Los resulsagiostrados en las figuras
26.1, 26.2 y 26.3 son los mismos, y en todos ellos el cambiougte rfiagrético
sobre la espira se realiza de la misma manera.

Otras variantes son las siguientes: un solenoide con nter@nstante man-
tenido en reposo mientras la espira se mueve l&cim solenoide con corriente
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7. Campos electromagnéticos dependientes del tiempo

R N%

==tk

Figura 26.3. Iman en movimiento hacia una espira conductora.

variable (provista por un mecanismo de corriente alterna)ayespira, ambos fi-
jos; un solenoide con corriente constante, mantenido ersegpnientras la espira
gira frente &l. En todos estos casos el resultado es la apardz una corriente en
la espira, asociado al cambio de flujo sobre la espira. Losrarpntos permiten
concluir que la intensidad de la corriente inducida depetedia rapidez con que
cambia el flujo del campo magtico.

En dntesis puede concluirse glzevariacion del flujo magético sobre una es-
pira est asociado a la aparién sobre ella de una corrient&ste es el contenido
de la ley de inducéin de Faraday-Henry. Este efecto fue descubierto por Henry u
afno antes de Faraday, aunque la prioridad en la pubfinammrresponde a Faraday.

dA
B B
| €—ou—r ¢ [ — |
(a) (b)

Figura 26.4. Direccion de la corriente inducida. En (a) aumenta con el tiempo el campo
magretico externo, en (b) disminuye.

Las figuras 26.dy 26.4 establecen la coned entre la direcéin del flujo y
la corriente inducida. De acuerdo con la regla de mano darkectireccbn del
recorrido de una trayectoria cerradaéedada por los dedos si el pulgar apunta en
direccbn delareadA. En la figura 26.4 el campo magetico con direcdn del
pulgar aumenta con el tiempo y la corriente inducida va ezcdibn contraria &,
mientras que en la figura 2@4l campo con direcén del pulgar disminuye y la
corriente inducida va en diredsi dec. Es decir:

= Si d% > 0, la corriente inducida va en dire¢ei opuesta a.

= Si d% < 0, la corriente inducida va en direéxi dec.

La aparicon de una corriente en la espira, que es un circuito cerragica  Vea la animacién Campo ekctrico induci-
la existencia de unfem inducida$’ que hace circular las cargas. La fem estudiadado en su multimedia de Oscilaciones y
en la secd@n 18.1 proviene de una baiter En el presente caso la fem surge por Campos.
induccbn. La ley de Faraday-Henry puede escribirse en la forma:
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Joseph Henry (1797-1878)

Fisico norteamericano nacido en Al-
bany, Nueva York. Primer secretario del
Instituto Smithsoniano. Descubrid, in-
dependientemente de Faraday, el efec-
to de induccién, pero lo publicé des-
pués. Descubrié la induccién mutua
y mejoré los electroimanes. En 1831
monté un telégrafo eléctrico y ayudd a
Samuel Morse y Charles Wheatstone a
construir los suyos, aunque luego tuvo
con Morse una polémica por esta inven-
cién. Inventd el transformador eléctrico.
Su nombre se asigné en 1893 a la unidad
de inductancia, el henrio.

Alonso Sepllveda

Reclerdese que una fem es una diferencia de potencial. El sigandsii res-
ponde por la cone&i entre la direcéin de la corriente inducida y el signo de la
derivada del flujo; sérestudiado con detalle en la siguiente s@tcEn el caso de
N espiras atravesadas por el mismo campo, (26.1) toma la forma

d(N®p) d(®Pm)

fem=""q — N a

(26.2)

Ejemplo 26.1

Una bobina formada con 100 espiras rectangulares de ladp2d.8m, una enci-
ma de la otra, se coloca con su eje paralelo a un campoétiegB = 0,5(1+0,4t)
medido en teslas. Si la resistencia del alambre esCtle;4j & corriente se induce
sobre la bobina?

Solucion:
Puesto qud® y dA son paralelos, y como el campo es espacialmente uniforme, es
cierto quedy, = BA=0,5%0,1x0,2x (14 0,4t) =0,01x (1+0,4t). La derivada
temporal es
d®m = 0,004
dt
De acuerdo con la ley de induéci este es el valor de la fe#fy;, sedin la ley

de Ohm la corriente inducida &s= &/R=0,004/4 = 0,001 A.

26.1.1 Ley de Lenz

Propuesta por Heinrich Friedrich Lenz (1804-1865), la ley_dnz hace ras pre-
ciso el significado del signo “menos” que aparece en (2@l19entido de la co-
rriente inducida es tal que su propio campo matjoo se opone a la variagh del

flujo del campo maggtico responsable del efecto de indugti

Figura 26.5. Ley de Lenz: el camp® producido por la corriente inducida se opone al
aumento del flujo a tras de la espira.

En efecto, enlas figuras 26.1, 26.2, 26.3 y 26.4 es claro quargbo magetico
de la corriente inducida se oponeaaimentadel campo del iran o del solenoide;
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7. Campos electromagnéticos dependientes del tiempo

los pequéos anillos a izquierda y derecha de la espira de la figurac28r&spon-
den al campo de la corriente inducida. Si en vez de acercarakeja el inin se
inviertenl y la direccbn de su campo, aunque la dirgotidel campo del ian es
la misma. En ®tesis, el campo de la corriente inducida se opone al caddio
campo inductor: si a este se le trata de aumentar, el campocderiente inducida
lo disminuye, y si se le trata de disminuir, el campo de laieote inducida lo
aumenta.

Visto de otro modo (figura 26.5), al acercarse ehima la espira aumenta el
flujo sobre la espira. El campo de la espira equivale al de @micon el S arriba
y el N abajo, por lo que inducir una corriente en la espiravad@ia crear un it@n
que se opone al original.

Una violacbn ala ley de Lenz equivale a que la corriente inducida retueon
Su campo a un campo que aumenta. Este refuerzo produce un oatomun ras
intenso que a su vez producésctampo, lo que da lugar a una cadena en la que la
corriente inducida crece sin cesar contraviniendo el piaae conservadin de
la energa.

26.2 Campo eléctrico inducido

La atenobn de Faraday se concem#n la corriente inducida en la espira. Maxwell
sugirid que la espira solo sirve para manifestar la presencia dampaeéctrico
inducido por el campo magtico variable con el tiempo, campo inducido que
existe est 0 no presente la espira. Puesto que la fem es inducida erayaatbria
cerrada significa: 1) que lasmkas de campoé&ttrico inducido han de ser cerradas
y 2) que la circuladin del campo éctrico inducidono es cero, por lo cuatl
campo ekctrico inducido no es conservativen contraste con el campaetrico
generado por cargas en reposo (satdil.1). De otro lado, si lagleas de campo
eléctrico inducido son cerradas han de carecer de fuentescasnb hay cargas
de donde surjan ni donde confluyan estasds de campo, por lo cual campo
eléctrico inducido tiene flujo cero.

De acuerdo con la se@ei 18.1 la fem inducida, asociada a un camgeteico
inducidoE, puede escibirse en la forma

fem:éa:?{E-dl.

Asi, la ley de Faraday-Henry (26.1) puede escribirse como anex®n entre
un campo maggtico variable con el tiempo y el campe@etrico inducido:

]{EdI:—E/B-dA. (26.3)
c dt J/a

En la anterior ecuadn se ha hecho uso de la defigici(24.3) del flujo del
campo magetico. La integral de circuladn se realiza sobre la trayectoria cerrada
¢ que rodea la superficia de acuerdo con la regla de la mano derecha (figura
26.6).

Ha de tenerse en cuenta que las unidades de la fem son vettidscir, kgm?-

s 2. C1, coincidentes con las unidades de flujo métiggo/tiempo Wh/s, 1o que
puede probarse si se convierte Wb a MKS. Es cierto entoncegotfiee= weber
s

Ejemplo 26.2
Considere el campo magtico en el interior de un solenoide largo, alimentado con
una corrienté = lpcos(wt). Calcule el campo éktrico inducido.
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dA

c

Figura 26.6. Conexbn entre trayectoria y diferencial de superficie.

Solucion:

El campo magetico en el interior de un solenoide largo es hoémap, es de
la formaB = ugnl, donden es el imero de espiras por unidad de longitud, y
esh dirigido axialmente. Por simé#;, el campo éctrico inducido que tienérleas
de campo cerradas debe situarse en un plano perpendicajardal solenoide.

N AB A N

Lo

Figura 26.7. Campo ectrico inducido en el interior de un solenoide con corriente que
aumenta con el tiempo.

(a) (b)

Figura 26.8. Lineas de campo @ttrico inducido en el interior de un solenoide. (a)BSi
aumenta y (b) SB disminuye.

En la figura 26.7 se muestra la diremtide una de lasreas deéE cuandoB
esfh aumentando. La figura 2@&8nuestra la forma del camp® si B aumenta,
mientras en 268aparecen ladrieas dee si B disminuye.
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ComoB y dA son paralelos en la figura 26.7, se sigue

O = /B-dA :/Bocos(u)(ﬁ)-(RdA)
= Bocos(wt)/dA: Bocos(wt)(mr?).

Al tomar la derivada temporal e igualar a la fem se obtiene

do
— ™ — Bywrr?senwt.
dt
Si la trayectoria en la integral de circulani se escoge como se indica en la
figura 26.7, de acuerdo con la figura 26.6, entonces

?{E-dI:—E(Zm).

En consecuencia, de acuerdo a la ley de indudBywrr? sen(wt) = —(—E27r),
y por tanto el campo éttrico inducido es de la forma

1
E= 5Booor sen(wt).

El campo ekctrico inducido es oscilante, depende linealmente déb rado
es conservativo.

26.2.1 EIl betatrdn

El efecto Faraday posibilita el funcionamiento de un ajpanaado en la investi-
gacbn sobre las patulas elementales: el betatr. Se trata de un gran aro hueco
en el que se inyectan electrones u otrasipalds subdtmicas y que se coloca en-
tre un par de potentes polos de un elect@imon corriente variable con el tiempo
(figura 26.9).

Figura 26.9. Esquema &sico de un betatn.

El campo magetico variable con el tiempo genera un camp@ztico deineas
cerradas que acelera las peutas que se encuentren en el interior del aro. Usual-
mente estas padulas alcanzan altas velocidades y son utilizadas conyeptites
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contra otras paitulas con el progsito de averiguar su estructura interna y sus in-
teracciones mutuas.

26.2.2 Corrientes de Foucault

Si el polo norte de un idn se acerca a una placa conductora (figura 26.10) el flujo
del campo maggtico aumentay se induce en la placa una corriente de coidaducc
El campo magaético de la corriente inducida se opone al aumento del flujo de
campo del iman; es decir, el campo magfico de la corriente inducida se comporta
en la superficie de la placa como el norte de otraring repele al iran original.
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Figura 26.10. Corrientes de Foucault inducidas sobre una placa conductora cuando
iman se acerca.

Estas corrientes, tané llamadas corrientes @asitas, de Foucault o de re-
molino (en ingés:eddy currenty se establecen en piezas de metal voluminosas
gue se mueven en un campo matico o cerca a las cuales se mueve uanm
Un buen ejemplo se muestra en la figura 26.& la que una placa nédica os-
cila en un campo magtico. Al entrar la placa en el campo se inducen en ella
corrientes debido al flujo magtico cambiante que la atraviesa. La diréocide
estas corrientes es tal que su campo rétign se opone al aumento del flujo del
campo del infan dando lugar a la aparisi de un norte en el lado de la placa que
enfrenta al norte del iam y a un sur en el lado opuesto de la placa. Esto da lugar
a fuerzas repulsivas que retardan@hgulo, apareciendo adé@mscalor en la placa
debido al efecto Joule. Si se hacen ranuras en la placa (2§utd) las corrientes
paisitas se reducen notablemente (¢, p@?gu

(a) (b)

Figura 26.11. (a) Corrientes pasitas en uné@ndulo de placa conductora. (b) Las corrien-
tes paasitas disminuyen si se hacen ranuras en la placa.
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Las corrientes de Foucault, que son verdaderas corrieatesraiucdn, disi-

pan calor por efecto Joule. Por estatnazse calientan los transformadores. Para
reducir estas corrientes elicieo del transformador se fabrica con placas de hie-
rro separadas por aislantes que aumentan la resistendibbdet reduciendo por
tanto la corriente. Este es un efecto de indoainolesto que conviene reducir.
Sin embargo es posible obtener&&in buen provecho. Hay un tipo de estufas sin
gas ni resistencias, sino electroimanes que generanmaside Foucault en los
utensilios meilicos de cocdin, los que al generar calor por efecto Joule permiten
la coccbn de los alimentos.
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Médulo 27

Fuerza electromotriz de movimiento

Contenidos del mdédulo

27.1 Inducodn y movimiento relativo
27.2 El generador éttrico

Objetivos del médulo

1. Introducir la fem de movimiento.

2. Establecer la equivalencia entre una fem de campo indyoicha fem de
movimiento.

3. Estudiar la generain de corriente por cambio deea y por rotaéin de es-
piras.

4. Estudiar los fundamentos del generadéctlco.

5. Presentar los rudimentos de los motores de corrient@alyecorriente con-
tinua.

Preguntas basicas

1. ¢ Q& es una fem de movimiento? ¢&la diferencia de cualquier otra fem?

2. ¢ Se genera un campe@etrico cuando cambia afea de una espira en un
campo mageético?

3. ¢ @mo se describe la generanide corriente en una espira?

4. ; Q@ es un generadoréatrico?

Sala de mdaquinas de una central hidro-
eléctrica.

5. ¢ Q@ diferencia el dis&o de un generador de corriente alterna de uno de co-

rriente continua?

Introduccion

La ley de inducdn de Faraday-Henry puede ser utilizada para describir la

existencia de la fuerza electromotriz que genera corrienten circuito dearea
variable o en una espira rotante, colocados en un campoétiegastacionario

La espira rotante permite construir los modeldssmsencillos de generadores de

corriente, taml@n llamados dinamos.

Oscilaciones y Campos 201



Alonso Sepllveda

Vea la animacién fem y fuerza de Lorentz
en su multimedia de Oscilaciones y Cam-
pos.

27.1 Induccién y movimiento relativo

En la ley de inducdn (26.3) aparece la derivada temporal del flujo del campo
magréetico. Como se ha visto en el ejemplo 26.2 es suficiente uncamagrético
variable con el tiempo para generar un camgzteico, responsable de una fem.
Sin embargo, puesto que la derivada temporal puede actua caalquiera de los
factores que aparecen en la defiaicde flujo, hakit una fem si:

= El campoB cambia con el tiempo.

= Eltamdio de la superficie atravesada por el campo (superficie dé ¢iao-
bia con el tiempo.

= La orientacdn de la superficie cambia con el tiempo.

Obviamente se obter@tambén una fem por combinamn de los casos anteriores.

SENEN nTT

: x D

\
/

Figura 27.1. Una varillaab se desliza sobre un alambre en U, géaneose una fem entre
ayb.

Como ilustradbn se propone estudiar un circu#gbcdformado por un alambre
en U y una varilla que se desliza solteon velocidad constante perpendicular
a un campo magatico B constante en el tiempo y uniforme (figura 27.1). Esta
situacbn implica un cambio en el tarfia deléarea de flujoabcd, por lo que ha
de aparecer una fem en el circuito. Las cargasites de la varilla experimentan
una fuerzaF = gv x B que las obliga a moverse a lo largo aecreandose una
diferencia de potencial entre los extremos de la varillaaBgerdo con la ley de
induccibn esto equivale a la apadei de un camp& responsable de la fem y con
direccbn ab. Es decirgE = qvB, por lo que el campo inducido &= vB. Como
abes ellnico tramo del circuito donde existe la fem, la integral deutacion del
campoE es

]4E~dl — _El=—(vB)I.

El signo “menos” proviene de que la diregoideE y la de recorrido de son
opuestas. La derivada temporal del flujo es

@%m ?{B da— 2 ?{BdA
t dt

= Gt (Bxl) Bvl,
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y por comparadin se obtiene (26.3). En este caso la fem se |f@mede movimien-
to.

Ejemplo 27.1

¢, QLe corriente se genera en el circugtocd de la figura 27.1 si la velocidad de la
varilla es de 1 m/s, su longitud es de 1 m, el carBpes de 0,5 T y la resistencia
del circuito es de 2?

Solucion:
La fem es
& =fem=Blv=05V =IR=2I,

por tantol = 0,25 A.
27.1.1 El generador eléctrico

Un ejemplo adicional de generaci de fem por movimiento es el caso de una
espira conductora que gira alrededor de un eje vertical etwtidad angulat,

en presencia de un campo magoo constante en el tiempo y uniforme (figura
27.20).

/9\ /(’A g
—V¢ ..... e.----., ..... y
& 2V

Figura 27.2. (a) Una espira gira alrededor del eje vertical en un caBpmiforme. (b)
Vista superior.

La fuerza magetica que adta sobre cada cargpen las secciones verticales
del alambre es
F = qvBsend = qvBsenwt = qE,

equivalente a una fuerzaéetrica en cada se@ri vertical.
El campo edctrico inducido en la varilla e = vBsenwt y la fem es

74 E.dl = (vBsenwt)(2).
Obsrvese que no hay fem debida a las porciones horizontales esplra.
Comov = wr, puede escribirse
fem= 2wrIB senwt = (2rl )Bwsenwt = BAwsenwt,

dondeA es elarea de la espira. El flujo del campo métjoo y su derivada tempo-
ral son

®d, = BAcoswit ,
dop,

—:—BAwserwt:—%E-dl,
dt .
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que es otra vez la ley de indubai. Ad pues, la generaen de fem por movimiento
en una espira rotante puede describirse téambon la ley de Faraday-Henry.

Si se estudia la figura 2hZoda comprenderse que la diregoide la co-
rriente inducida cambia cada media vuelta, por lo que la@gpiede convertirse
en la base de ugenerador de corriente alterndigura 27.2). Las escobillag;
y E> permanecen fijas mientras la espira gira con sus aros. Lafsinmsoidal de
la corriente inducida se muestra en la figura inferior. Sidaexibn a las termi-
nales de la espira se realiza como en la figural23e3obtiene corrienteontinug
siempre positiva aunque dependiente del tiempo. Las ek y E; cambian
ahora cada media vuelta de termiRafle la espira. Por esta i@z los semiaro&
se llaman conmutadores.

ise!

(a) (b)
Figura 27.3. (a) Generador de corriente alterna. (b) Generador de corrienti@wcan

Esta es la arquitecturabica de un generador de corriente. El resto son detalles
importantes de ingeniex: optimizar la forma de los campos, decidir énmero
y la disposicbn de las espiras para construir los rotores, escoger laefupre
movea las espiras, realizar el estudio de la potencia de salidanimar las f&rdi-
das de eneig, entre otros. En la produécei industrial de electricidad la fuente es
. una cada de agua, o un chorro de gas. Estos son el punto de parif@santrales
Ernst Werner von Siemens (1816-1892)  hjdroekctricas, ged@rmicas y nucleares. En todos estos casos lo que se busca es
) ) ] ) mantener el movimiento de las espiras; de este modo el gweea capaz de
Ingeniero e ”I‘éigtofr aleman. Su p”mlera transformar eneig me@nica en eneig ekctrica.
patente en ue un proceso. elec- Como es bien sabido, la corrienteeetrica es uno de los pilares del mundo
trolitico para cubrir metales. En 1847
) S e moderno.
fundé la compafiia Siemens. Perfec- . L . .
Los primeros modelos de generadores, t@&mliamados dinamos, fueron idea-

cioné el telégrafo de Wheatstone y ten- . ;i .
di6 las primeras lineas en Europa y Ru- dos por Faraday y Henry pero fue Siemens el primero en fahricgenerador de

sia. En 1866 inventd la dinamo, que pro- tipo industrial.
duce corriente alterna con un electroiman )
moévil, siendo esta la primera maquina Ejemplo 27.2

prictica generadora de corriente eléctri- Un generador de corriente alterna contiene 10 espiras deddada una, que
ca, que hizo posible la aplicacién indus- giran a 50 Hz. Si la resistencia del alambre de las espiras é9Q y el campo
trial y casera de la electricidad. magretico es de 0,5 T, ¢ alies la fem que genera? ¢ATas la corriente producida?
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Solucion:

fem = NAwsenwt
=10x 0,1 x (2rrx 50) sen(2rr x 50t)

— 314 ser{314t).
& 314
| = R= Esen(314t) =314sen314t).
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Médulo 28 ROSEE

Ley de Ampére-Maxwell [RATEN 7—_“}

i |

#P:-.'_
f E-dl= ij B dA,

i

Contenidos del médulo

28.1 Conservabi de la carga éktrica

5
28.2 La ecuacin de Amggre-Maxwell ‘d ’ f-m

28.3 Las ecuaciones de Maxwell i R T - |- E . dA
" — s elf =4
Objetivos del médulo %
1. Introducir la conservagh de la carga éktrica. Las ecuaciones de Maxwell son el eje de

2. Introducir la corriente de desplazamiento. la teoria electromagnética.
3. Implementar una modificaim en la ley de Amgre-Maxwell.

4. Presentar la ecudxi de Amire-Maxwell.

5. Estudiar la generatm de un campo mag@tico por cambio del flujo éktrico.

6. Presentar y discutir las ecuaciones de Maxwell.

Preguntas basicas

1. ¢ Q& es una ley de conservanr?

2. ¢ Hay alguna exceqmi a la conservaon de la carga éktrica? ¢Hay otras
leyes de conservam?

3. ¢ Q@ es una corriente de desplazamiento?

4. ; Q& modificacbn propone Maxwell a la ley de Anape? ¢ Por g

5. ¢ Cul es la principal predicén de la ley de Amgre-Maxwell?

6. ¢ Cul es el significado de cada una de las ecuaciones de Maxwell?

Introduccidn

Los experimentos realizados hasta la fecha revelan queda e&ctrica to-
tal en cualquier proceso natural se conserva. No hay ex@epcnocida a esta
ley; esta evidencia obliga, como se aan este @dulo, a replantear la ley de
Ampére, trabajo que fue realizado por Maxwell y que dio nacimsiera ecuacin
de Ampere-Maxwell. La predicéin fundamental de esta ecuatj confirmada por
la experiencia, es que un flujoéetrico variable con el tiempo da origen a un
campo magetico inducido. Resulta entonces que los campos étagrs pueden
generarse por corrientes o por ind@gtia$ como los ekctricos pueden generarse
por cargas o por induain.

Con la ley de Ampre-Maxwell se completa el sistema de cuatro ecuaciones en
gue se basa (junto con la fuerza de Lorentz) laitedel campo electromagtico.
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28.1 Conservacion de la carga eléctrica

Uno de los estudios deas inteés en fsica es el de las cantidades que se conser-
van en los diversos procesos naturales. Lamliica de paftulas ensia que en

un sistema aislado, es decir, sometido solo a las acciotressers partes, acciones
conocidas como fuerzas internas, se conservan el momea#d fotal, el momen-

to angular total y la enetg me@nica (incluyendo la caldfica). Si hay campos
electromagaticos haba de incluirse el momento lineal del campo, su momento
angular y su enefg. De estosdpicos se hablaren el curso déisica Ill. La
mednica incluye, adefs, la conservagn de la masa; los experimentos electro-
magreéticos permiten concluir que hay tardhiconservaéin de la cargaen todos

los procesos naturales la cantidad de cargaattica se mantiene constante.

dA

—

Figura 28.1. Sila carga que fluye desde la superficie cerrada es mayor que latgaiees
el interior debe disminuir la densidad.

Estalltima ley puede describirseias
Consicerese una regn del espacio limitada por una superficie cerradfgu-
ra 28.1). Si la carga se conserva y hay un flujo de cargas hiaeidegior mayor
que hacia el interior, la densidad de carga en el interioe dedtar disminuyen-
do. (Como analog, si por un orificio practicado en un recipiente con gas fluye
materia hacia el exterior, en su interior debe estar disyeindo su densidad; de
otro modo adentro se estarcreando materia.) Si se conserva la carga, la corriente
eléctrica de salida debe ser igual a la rata de dismamude la carga en el interior,
por lo cual
dg
dt”
De la ley de Gauss para cargas en eloaecuaddn (12.4), y reemplazandp
puede escribirse:

|+30%]§E.dA:o. (28.1)

De la definicon (17.3) de densidad de corriente es cierto que la corriente
eléctrica neta que atraviesa una superfiggadaha de ser

I:}{J-dA. (28.2)

En el caso estacionario (derivada temporal nula), se cpade (28.1) que
I =0, es decir que la integral en (28.2) se anula. Esto signifiealg cantidad
de carga que sale por unidad de tiempo es igual a la que estad)ecéndose
entonces un flujo de corrienéstacionario(figura 28.2).
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/

9
%‘:;\"
$
— —

—_

Figura 28.2. Flujo estacionario: carga por unidad de tiempo que sale y entra son iguales

28.2 La ecuacion de Ampére-Maxwell

En el caso general, dependiente del tiempo, (28.1) exigdit@éba de un nuevo
términoly al que Maxwell lland corriente de desplazamiento

Idzso%fE‘dA,

de modo tal que en la ecuacide Amgere (24.2) la corrienteha de reemplazarse
por | +l4. Una parte de la nueva corriente @$brmada por el flujo de cargas
mientras la otra es uretmino asociado a flujos@ttricos variables con el tiem-
po. La ecuad@n de Ampere ha de modificarse convitidose en la ecudi de
Ampére-Maxwell

7{B.d|:uo|+uosog/E.dA. (28.3)
c dt A

En esta ecuaon, la integral de circulabn se realiza sobre un contorno C que
contiene urarea A. La nueva ecudni esh de acuerdo con la ley de conser@aci
de la carga @ctrica, pues cuando la integral de flujo del lado derecheali&za
sobre una superficieerrada la integral de circulaéin del campo magatico se
anula ya que la trayectoria se hace nula. De otro lado, (R8Bpne quen campo
magréetico puede ser generado por corrientes y por fluj@écilcos dependientes
del tiempo.

Ejemplo 28.1

Carga de un condensador

En la figura 28.3 se muestra un condensador que se carga teadicadambre por
el que fluye corriente. Estudie el proceso.

Solucion:
Cuando la carga comienza a establecerse sobre las placasndehsador taméin
el campo éctrico de las cargas comienza a ocupar lsoregntre las placas. Este
campo tiene una diredm que va de la placa positiva a la negativa. Sneds
van de la placa positiva a la negativa. Debido a que el cangmiriglo vara con el
tiempo aparece un campo magico inducido entre las placas cuya forma circular,
determinada por la simé#ry por el flujo nulo del campo magtico, es mostrada
en la figura 28.4.

En el proceso de descarga del condensador la direclsl campo éctrico se
mantiene aunque decrece en magnitud, pero se invierteslecdin del mag#tico.
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a

Figura 28.3. En el proceso de carga de un condensador aparece un caecfricel de-
bido a la carga en las placas y un campo négdign inducido. Vistas lateral y
superior.

Figura 28.4. Lineas de campBy B en el interior del condensador en proceso de carga de

la figura 28.3.

En la regbn entre las placads= 0y el flujo del campo éctrico a traes de un
area circular de radioes
q)e = (mz)Ev

donde se ha supuesto por simplicidad que el calg® uniforme. Como el campo
eléctrico y la densidad de carga para un par de placas parafflaselacionadas
por
£.9_Q_ Q
& Ay (ma)e’
dondeA = 1a? es elarea total de cada placa, entonces el flujo del canguirado
toma la forma

Qr?

€7 ga?

La ecuaddn de Amggre-Maxwell entre las placas es entonces
2 2
r<dQ r
B-dl = 0+&—— | = ol
j{ Ho<+oa2dt> Hol =5
=B(2mr).
Se obtiene para el campo magico inducido:

Holr
B=_—.
271ma?
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La corriente de desplazamiento correspondiente a un ailide radior dentro

del condensador es
ly= g0 3 ]{ E-da—1"

de modo que la corriente de desplazamiento total dentresdedaas del conden-
sador es

lg=1.

Esto indica que la corrienteque viene por el alambre hacia el condensador
se suspende en las placas pero es reemplazada por la eodéetésplazamiento
lg =1, que viaja dentro del condensador hasta alcanzar la otca giande otra
vez ed. Este comportamiento asegura la continuidad de la cogrmtin circuito
donde hay condensadores, pues lo que fluye &dreeél esl + I4. En ocasiones
se reduce &y en otras dq.

28.3 Las ecuaciones de Maxwell James Clerk Maxwell (1831-1879)

Fisico y matematico escocés nacido en
Las ecuaciones fundamentales del electromagnetismafpeopuestas por Max- Edinburgo. Realizé investigaciones en
well en 1865 como un conjunto de cuatro ecuaciones que tesds diramicadel  dreas muy diversas, como estudios sobre
campo electromagtico en érminos de las cargas y las corrientes. Para un sistemlas anillos de Saturno, los colores funda-
conformado por cargas y corrientes en eligaes decir, sin la interverfmi de ~ mentales y la fundamentacién de la es-

medios polarizables ni magnetizables, las cuatro ecuesison las siguientes tadistica de Max""e”"_g?'tzrf‘,a””- Su tra-
bajo esencial fue la unificacién de la elec-

q tricidad y el magnetismo en las ecua-
/AE “dA = 5_0’ ciones que llevan su nombre. Estas ecua-
ciones permiten afirmar que la luz es una

/ B-dA =0, onda electromagnética y que es posible,
A como lo hizo Henrich Hertz, generar on-

/E-d| _ _E/ B.dA, das EB en el laboratorio. Miembro de la
c dtJ/a Royal Society. Entre sus obras se desta-

d can: Tratado de electricidad y magnetismo,
]{B’dl = Mol ‘Hlosoa/AE'dA' Materia y movimiento, Tratado del calor.
Su teoria electromagnética es la mas alta

Aunque estas ecuaciones han sido exploradas a lo largo g, ada su ~ cumbre tedrica del siglo XIX.
importancia excepcional en la ciencia y la tecn@dode nuestr&poca conviene
hacer unaisitesis de su significado:

La primera ecuabin, conocida como ley de Gausglida segin Maxwell aun
para situaciones dependientes del tiempo, afirma que latefide lasiheas del
campo ekctrico son las cargaségdtricas y que en consecuencia iagas de cam-
pos eéctricos inducidos (que no son generadas directamenteapgas) tienen
flujo cero.

La segunda ecuam, que Maxwell tamléin asume &lida en situaciones de-
pendientes del tiempo, afirma que el flujo del campo retigo es siempre cero,
es decir, que sudrieas de campo, o son cerradas o terminan y comienzan en el
infinito, y por tanto no hay cargas magjitas. Los polos de los imanes no son por
tanto fuentes deineas de campo magtico sino solo zonas de alta densidad de
lineas.

La tercera ecuaon, ley de inducdn de Faraday-Henry, afirma que es posible
generar fem mediante flujos magitos variables con el tiempo, y que, en particu-
lar, pueden generarse campoaotlicos defheas cerradas por variacitemporal ~ Escuche el audio Unificacion de fuerzagn
de campos magticos. Estos camposéeitricos inducidos no son conservativos, U Multimedia de Oscilaciones y Campos
esto es, hacen trabajo neto al mover una carga a lo largo deayeatoria cerrada.

Solo los campos electr@icos son conservativos.
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La cuarta ecuabn,ley de Amgre-Maxwell, afirma que campos méagicos
pueden generarse mediante corrientes o mediante el flujm @aampo ectri-
co variable con el tiempo. Esta ecuatise complementa con la ley de induc-
cion y cierra una cadena causal en el sentido de que muestrapes electro-
magreticos dependientes del tiempo pueden generarse uno deootimduccon:
un campoB(t) genera un campg(t), el que a su vez genera un canip@), el
gue a su vez, etc. De este modo es posible tener un campmsiagtitico que se
desprenda de las cargas y viaje como un entenaubo. En efecto, Maxwell de-
mostid que sus ecuaciones conducen por manipditaciatenatica a una ecuan
de ondas para los campBsy B, que viajan en el vdo a la misma velocidad que
la luz. En este punto comienza la posibilidad del establiecito de las telecomu-
nicaciones. Estos sam temas del curso dssica lll.

Las cuatro ecuaciones de Maxwell proveedil@mica del campo electromag-
nético, es decir, dadas las cargas y las corrientes estas ecuspiemeaiten evaluar
los campo< y B. Para tener una telarcompleta es necesario adicionar la fuerza
de Lorentz que provee Bindmica de las cargag que responde a la pregunta sobre
como los campog& y B determinan el movimiento de las partlas cargadas.
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Médulo 29

Inductancia y energia del campo magnético

Contenidos del médulo

29.1 Inductancia
29.2 Energa del campo magatico

29.2.1 La densidad de en@gnagtica
29.3 Circuitos electroma@ticos

29.3.1 Circuito RL i
29.3.2 Oscilaciones libres
29.3.3 Oscilaciones forzadas Una bobina permite almacenar energia
magnética, como un condensador alma-
Objetivos del mddulo cena energia eléctrica.
1. Definir el autoflujo de una espira o bobina
2. Introducir la noddn de inductancia.
3. Estudiar la enefg almacenada en un inductor.
4. Implementar al campo magiico la nocdn de enert.
5. Ampliar los circuitos edctricos introduciendo las bobinas.
6. Estudiar circuitos RL, LCy RLC.
7. Estudiar la oscilaén de ener@ en formas élctrica y magética.
8. Presentar la analtmentre circuitos electromagticos y meanicos.

Preguntas basicas

. ¢ Q@ se entiende por autoflujo?

. ¢ @mo se define la inductancia de un circuito?

. ¢ De geé factores depende la en&xgle una bobinay de un campo matico?
. ¢, De gé elementos se compone un oscilador electrom@izgp?

. ¢@mo ocurren las oscilaciones de enargn un circuito LC?

. ¢, Por gé un oscilador memico es aalogo a un circuito LC?

OO0 WNPE

Introduccion

En los estudios sobre el campeéetrico fueron propuestas las nociones de ca-
pacitancia y condensador. E€téimo se presenta en lagrtica como un sistema
de dos placas capaz de almacenar éaeggctrica. En este ddulo se realizan
consideraciones atbgas en magnetismo que conducen a las nociones de induc-
tancia e inductor. En la pctica un inductor es usualmente una bobina (es decir,
un solenoide), que es un artefacto capaz de almacenafi@neagietica. En am-
bos casos, el éttrico y el magético, es posible definir la densidad voletrica
de energp de los campos. Junto con las resistencias y lasiast@l condensador
y la bobina son elementopicos de los circuitos. Diversas combinacionesaser
estudiadas en la seédi final. Una de las @s interesantes y de mayor apliéaci
es el circuito oscilante LC.
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29.1 Inductancia

Un circuito por el que fluye una corrienteproduce a su alrededor un campo
magretico proporcional & de la forma (22.1)

B:kml/dlxzur _&I/dlxu,.

N
0

Figura 29.1. El flujo del campo maggtico de una espira a trag de smisma es propor-
cional a la corriente.

A\ 4

El flujo del campo maggtico de la espira de la figura 29.1 a &awde su propia
area, llamadautoflujg es proporcional &y puede escribirse

Om=LI. (29.1)

El coeficientel se llamainductanciay depende de la geom&trdel circuito.
Sus unidades son, de acuerdo con (29.1): WA m? - kg- C2 = henrio, cuyo
simbolo es H.

Si la corriente en la espira cambia con el tiempo t@mlgambia el autoflujo y
se induce, sdm la ley de Faraday-Henry, una fem de la forma

dop _ di
d T dt’

Este feomeno recibe el nombre @itoinduccbn. La fem autoinducida aga
en direcobn opuesta al cambio con el tiempoldéara indicar en un circuito que
un elemento presenta inductancia apreciable se utilizasagidgramas elmbolo
L correspondiente a la bobina de la figura 29.3.

Para una bobina de vueltas el autoflujo total es

fem=4&. = —

N®, = LI, (29.2)

y la fem autoinducida se escribe
don,
dt ’

donde®d, es el autoflujo de cada espira.

é. =-N

Ejemplo 29.1
Calcule la inductancia de un solenoide largandeleltas por unidad de longitud y
radioR alimentado con una corriente
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Solucion:
En el exterior de un solenoide largo el campo n&igo es casi nulo, de modo que
se confina al interior y tiene un valor constante

B = Lpnl.

Este campo tiene diredui axial, de modo que si se calcula su flujo atide
una superficie perpendicular al eje, el flujo matigo a traes de cada vuelta se
escribe

O = /B-dA - /BdA: (uonl)/dA
= (ponl) (mR?),

tal que, se@n (29.2), la inductancia es

L= N? = onNTIRZ.,

Ejemplo 29.2

Un cable coaxial consiste en un par de superficiéadricas de radioay b co-
axiales que portan corrientes iguales pero de dibecopuesta (figura 29.2). Las
corrientes opuestas confinan el campo n&tigo en la zona entre los cilindros.
Calcule la inductancia de un tramo del cable de londitud

— D C
L

[/ [

Figura 29.2. Seccbn de un cable coaxial.

Solucién:
Si la corriente interior fluye hacia arriba y la exterior fzaabajo, lasiheas de
campo magetico tienen la direcéin dada en la figura por la regla de la mano
derecha. Estasreas atraviesan en forma perpendiculaarelaABCD entre los
cilindros por lo que el producto escaar dA es igualBdA El campo magetico
entre los dos cilindros puede obtenerse trazando una anpegircular de radio
a <r < b perpendicular al eje del cable. De la ley de Agrgse obtiene para el
campo magetico
Hol
B= o
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Tomando un diferencial dereahdr el flujo es, entonces,

q>mf/|3 dA — /BdA / Bl an)
_ Holh (9) — L.
21T a

La inductancia del cable coaxial es
| 21 a

29.2 Energia del campo magnético

Puesto que la fem autoinducida por una espira 0 una bobingefgeral por un
inductor) se opone a que una bateestablezca una corriente en un circuito de
formainstariinea, esta debe hacer trabajo contra el inductor. De laiampenyista
por la batela parte se disipa en las resistencias por efecto Joule,smeimacena
en los condensadores y parte en el inductor. Esto puede endgse si se tiene en
cuenta que en un circuito formado por una Hatem condensador, una resistencia
y un inductor, la fem total e&tdada por la feni&’) de la bateia y la fem(4})

de autoinducdn: &igtal = & + &L. Esta fem total es la que logra hacer circular
la corriente a tra@s de la resistencia y cargar el condensador. Puede eseribir

entonces q
gﬁotal = (5"—|—<£‘7|_ =IR+ Ea
explicitamente
dl q
L—=IR+ <. 29.
éiotal & — dt + C ( 9 3)

Al multiplicar por| esta expre$in, y tomando en cuenta que

dE
&l = TR (29.4)
dondeE es la enert del circuito, resulta
dE , d /1 5\ d /¢
i "R+ dt< LI > dt< (29.5)

De acuerdo con esta ecudila potencia de la baferse invierte en cargar el
condensador estableciendo&@nuna carga, en cargar el inductor (una bobina por
ejemplo) estableciendo en ella una corriente y el restosipaden la resistencia.
La energa del condensador, como se dedujo en (16.1), es

_ ¢
Ec = ok
y la almacenada en un inductoes
E = %uz. (29.6)

Ejemplo 29.3
Calcule la enenfg contenida en un solenoide largo "evueltas por unidad de
longitud, de radidR y longitud|, por el que circula una corriente
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Solucion:
De acuerdo con el ejemplo 29.1 lainductancia de una bohigaés. = N®, /| =
LonNTIR?; sedin (29.6) la enerig magiética que almacena es
1 1
E = EL'Z = é(uonNnRz)|2.

Reemplazandd de la expregin para el campo magtico de la bobin® =
Lonl se obtiene

_BWV
2ug’
dondeV es el volumemR?l de la bobina. Se ha usatib=nl.

(29.7)

Ejemplo 29.4
¢,Cllinta enerta magiitica se almacena en un solenoide dep2® por el que
circula una corriente de 5 A?

Solucion:

1 1
E= é|_|2 = 5 X 20x (5)% = 250uH - A2 = 250uJ.

Obsrvese que si la corriente se duplica, la efeeajmacenada se cuadruplica.

29.2.1 La densidad de energia magnética

La ecuaddn (29.6) da la enefg almacenada en un inductor y (29.7) la efeerg
almacenada en una bobina larga. Hitama ecuadn asegura que la enéagde
la bobina reside en el campo méaégico que existe en el interior de la bobina. La
densidad de enei@magtetica (energa/volumen) de la bobina es, entonces,

E B

U= — = — . 29.8
vV~ 2m (29.8)
Aunque esta ecuam ha sido obtenida en el caso particular de una bobi-

na larga, su validez es general y expresa la densidad edlizan de enefig de
cualquier campo magtico, incluso dependiente del tiempo.iAa enerdg total
contenida en un campo magito es

1 "
E=_—— [B2%dv. 29.9
2. (29.9)

Ejemplo 29.5
¢,Cllanta enerta magietica se almacena en el sector de cable coaxial del ejemplo
29.27?

Solucion:
El campo magatico entre las superficies es
Hol
B=—
2mr’

y de (29.9) la enefig se escribe

r=b p=2m rh 2
E:i/s%lv:i/ / / (“_0'> rdrd¢ dz
2l 2Uo Jr=a Jo=0 Jo \2mr

~ ohl? b
T Am ln(a ’
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29.3 Circuitos electromagnéticos

29.3.1 Circuito RL

En la figura 29.3 se muestra un circuito formado por una lzatana resistencia
y una bobina. La fuerza electromotriz neta proviene de lefdaais’) y la autoin-
duccbn de la bobing &) que son fuente de la corriente que va a ésade la
resistencia. Es cierto que

&+ 6 =1R,
es decir,
g—Lﬂ—IR—O (29.10)
dt o '
L

0000 ———

Figura 29.3. Carga y descarga del circuito RL.

Dos casos importantes pueden ser analizados con esta@tuaci

= Se cierra el circuito en 1 de modo operan la Hatéa resistencia y la bobina.

En un circuito que contenga solo una b&ter una resistencia, en el mismo
momento de conectar la batedebera establecerse una corriemte £/R
sedin la ley de Ohm. Pero todo circuito tiene alguna inductargamodo
que al conectar la bafere iniciarse el flujo de corriente, hay una oposi-
cibn debido a la fem autoinducida, lo que hace que la corrieaté’ /R se
establezca de modo no instaneo. Este fedmeno puede describirse con
(29.10), la que puede escribirse en la forma

dl R &
dt+L<I_R) =0

equivalente a

du R
a+EU:O
si se define
u=i-%
= =

La solucbn a esta ecuawn diferencial ordinaria de primer orden, con la
condicbn iniciall =0 ent =0, es de la forma

| = é (1-e®).
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La corriente en el circuito crece desde cerd erD hastd = & /Rent — oo,
de acuerdo con la ley de Ohm, solo que la corriente tarda garlk este
valor debido a la autoindudm de la bobina.

= Despies de un tiempo suficientemente largo la corriente en elitores
| = &/R. Entonces se levanta 1 y se cierra 2. Esto significa que-ef
hay una corrienté = & /R en un circuito sin batés, con una bobina y una
resistencia. La situatn para > 0 se describe haciendd= 0 en (29.10):

dl
a L rR=
at T'R=0

cuya soluddn es

| =lge RVL, (29.11)

La corriente decrece desdighasta cero en un tiempo finito, no de modo
instanfineo, por la presencia de la autoindbeciEl valorR/L se llama
constante de tiempo del circuifRL.

Con (29.11) puede calcularse la potencia disipada por igteesia:

dE 2 5)2 —2Rt
P=— =I°R=—e R
dt RS
de donde se deduce por integfatique la enefi@ total disipada por la re-

sistencia es

2\ R? 2

coincidente con la eneiginicial del circuito, residente en la bobina.

0 @2 2
E:/ g L (‘f—) L=tz
o R

29.3.2 Oscilaciones libres

Entre los circuitos simples tal vez ebminteresante es el circuito LC pues presenta

la caracteistica de asemejarse en todo a un osciladoramieo como el estudiado
en el modulo 2.

0000, ———

L

a==

e

Figura 29.4. Circuito oscilante LC.

Lafigura 29.4 muestra un circuito formado por un condensaeleapacitancia
C y una bobina de inductancia La ecuadn que describe este circuito es (29.3)
con&=R=0:
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dl g
L—+==0.
atc
Como
dg
| =— 29.12
i (29.12)
esta ecuadin equivale a
d’q 1
Wﬂ-EQ—O. (29.13)
Derivando esta ecudmi respecto al tiempo y teniendo en cuentalgua g/dt
se llega a
a1
—+—=1=0. 29.14
a2 " Lc (29.14)
Las expresiones (29.13) y (29.14) describen un osciladadrico de frecuen-
cia angular
1
vLC

La forma de (29.13) es exactamente la misma del osciladmanico (2.1),
solo que ahora se trata de un osciladi@ctromag#tico. Esta analo@g y la exis-
tente entre la ecuami (29.12) y la definién de velocidad permiten establecer la
correspondencigi« qy Vv« |. La solucbn a (29.14) tiene la forma:

| =Acos(wt+@). (29.15)

Esta expre$in da la corriente en el circuito en cada instanteéeminos de las
costantef\ y ¢ que pueden evaluarse conocidos los valores iniciales deda ¢
la corriente. Ante todo, la carga en el condensador puedtr$mipor integradin

de
| da
o odt
que da lugar a
A
q:/ldt: senwi+@). (29.16)

Sila carga inicial en el condensadorggsy la corriente inicial ey, es posible
probar de (29.15) y (29.16) que

A=/18+ w?q3, tan<p:aq)—fo.

Las consideraciones de enixgealizadas en el @ddulo 1, se@n las cuales
en un oscilador mémico se intercambian pédicamente la eneig cirética y
potencial, pueden tamém realizarse en el oscilador electroméaiigp. En efecto,
si se tiene en cuenta que en este oscilador no hay fem ex¢etioaces de (29.4)
la enerda total es constante, por lo cual (29.5) se reduce a

1 Ve

L2, 9 _
SLI2+5e =E, (29.17)

ecuacbn araloga a (1.8) y donde es posible identificar formag&ioa y potencial
de energp electromagetica. Con este pra@sito conviene comparar (2.1) y (29.14)

Vea el documento “Solucién a la Cuyas formas Orlglnales son:
ecuacién del oscilador arménico” en su

multimedia de Oscilaciones y Campos
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d?%y
a2l 1

La correspondencia que esta pareja de ecuaciones suglarsigsientek «—
1/C, m«+ L. Estas equivalencias, que no son igualdades, sugierenstoenao
un resorte almacena en@agotencial distica, un condensador almacena eierg
potencial edctrica, y que la inductancia es elddogo de la masa, es decir que:

= La autoinducdn es interpretable como un coeficiente de inercia asociable
al campo magetico.

= La enerda cirética de una masa es adloga a la eneig mag@tica.

Dicho de otro modo: el oscilador electrom&gjno intercambia energ entre
un condensador que @etcomo un resorte y una bobina qudiaatomo una masa
en movimiento. Ha de tenerse presente que, en conseculereigpinducdn es
un comportamiento de tipo inercial; la fem autoinducidasene al cambio en la
corriente como la inercia se opone al cambio en el movimiento

Esta correspondencia tiene la ventaja de que permite sxspteblemas de
circuitos electromaggticos como si fueran sistemas raricos. Obsrvese, final-
mente, que la frecuencia natural de estos sistemas /k/my w=1/v/LC esén
determinadas por propiedades inercialas/(L) y elasticas K y C). Un conden-
sador es un “resorte@ttrico”.

29.3.3 Oscilaciones forzadas

Si en (29.3) se asume que la fem externa es oscilante puedieirescpara un
circuito RLC:

q

dl
—L—=IR+=.
&psenwet at +C

Derivando respecto al tiempo se obtiene una eémaqgue describe oscila-
ciones forzadas con amortiguéni
a2l _dl 1
L— +R— + = = &pwcoswet . 29.18
2 TRt e 00 COSWe ( )
Esta ecuaéin describe el circuito de la figura 29.5.

o T

R

MW

Figura 29.5. Circuito RLC con fem externa oscilante.
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Vea el documento “Ecuaciones diferen-
ciales” en su multimedia de Oscilaciones
y Campos.

La comparadn con (4.6) permite establecer la siguiente corresporatenc
X< l,meL ke 1/C A« R Ry« &w, lo que muestra que la fuerza viscosa
en el oscilador mémico se corresponde con el efecto de disipade Joule y que
la fuerza externa tiene su equivalente en la fem de laiaatest ecuadn (29.18)
puede escribirse en la forma (4.7):

d?l dl -, &

W+2ﬁa+%l 7Tcoswet, (29.19)
conup =1/vLCy 2B = R/L. Los desarrollos adicionales, del tod@fgos a los
de la secdn 1.7, se proponen como problema al final deftcep.
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Médulo 30

Circuitos acoplados

Contenidos del médulo

30.1 Inducobn mutua
30.2 El transformador

Objetivos del médulo

1. Definir la inducodbn mutua entre circuitos.

2. Definir el coeficiente de indudm mutua. Los transformadores permiten regular la
3. Establecer la diferencia entre indumtly autoinducdn. corriente y el voltaje para transmitir elec-
4. Estudiar los principios del transformadogetrico. tricidad a grandes distancias.
5. Estudiar las relaciones entre voltaje, corrientémaro de vueltas en un

transformador.

6. Presentar las definiciones de primario y secundario deansformador.
Preguntas basicas

1. ¢ Qe se entiende por inductancia mutua? & @udiferencia de la autoinduc-
cion?

2. ¢De gé depende el coeficiente de induat?

3. ¢ En gé se basa un transformadoge&trico?

4. ¢ En un transformador gwson el primario y el secundario?

Introduccion

El efecto de autoinductn permite la generawn de una fem aun cuando exista
una sola espira sobre la cual cambie la corriente. En estiiim final se explora
con mas detalle el efecto de induéci entre dos espiras cercanas, lo que permite
definir la inductancia mutul, nocibn afin a la inductancid. La interacobn re-
sultante entre circuitos cercanos permite elfilisge un aparato de alta utilidad en
la transmisbn eficiente de eneig eEctrica, a traés de redes, para largas distan-
cias. A este artefacto, el transformador, se dedicdtiima secabn.
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30.1 Induccion mutua

En el mbdulo anterior se ha considerado el efecto de inducque una espira o
una bobina ejerce sobremisma. Considrese ahora el efecto de indumtientre
espiras o0 bobinas cercanas 1y 2, con corrientes varidbles, y nUumero de
espirasN; y Np, como en la figura 30.1. Debido al cambio de flujo de 1 sobre 2 se
induce una fem en 2, y debido al cambio de flujo de 2 sobre 1 seéngha fem en

1. El resultado neto es una intergmtientre 1y 2. A estas fem hay que adicionar
las de autoinducon.

Va Va Vo 0 Va 0 0 Va 0.

]l S 1, -
re -7

Figura 30.1. Dos circuitos interadian debido a su indudm mutua.

Consicerese primero la fem inducida en 2 debido a la vabiacie la corriente
I1. Sidy_,, representa el flujo debido a 1 que atraviesa una vuelta debla@a,
el flujo total sobre 2 eBl,®;_., y esta cantidad es proporciondhaes decir:

No®1_p = M1_ol3,

dondeM;_., es el coeficiente de inductancia mutua.
Del mismo modoN;®,_.; es el flujo neto debido & sobre lad\; espiras de
1, y como este flujo neto es proporciondpgpuede escribirse:

N1 ®o_1 = Mp_1l>.

Puede demostrarse gk ., = Mo_.1 y sei@ llamadoM.
La fem inducida por 2 sobre l&§ espiras de 1 es

do,_, dl
V1= 4“1# = —Md—tz,

y la fem inducida por 1 sobre | espiras de 2 es

(o [OIIVY M dly

Vo =—No at at

Ejemplo 30.1
Si la induccon mutua del sistema de la figura 30.1 es de 2BQy las corrientes
vafian comol; = 2t el, = 1,5, ¢ cldl es la fem inducida en cada bobina?

Solucion:
dly
Vy = —Ma = —200x 1,5= 300V,
dly
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Ejemplo 30.2
En la figura 30.2 se muestra un solenoide de radicorrientel, colocado dentro
de un solenoide mayor de radipn; espiras por unidad de longitud y corriente

variablel;. Calcule la inductancia mutua y la fem inducida en la bohiterna si
11 = lpsenwt.

»

- -
- -
'---r---'

~
Sa

Figura 30.2. Geometia para el élculo de la inductancia mutua entre dos bobinas.

Solucion:
Es cierto quéN,®;_.» = Ml1, de modo quéM se calcula como
_ Ne®1p
i
El flujo del solenoide grande sobre el pefjadd®; .») se debe a un campo

magréetico uniformeB = pl1n;l1; escogiendo uarea transversai el flujo tiene

el valor®;_.» = Lo l1(a?), de modo que, reemplazando M se obtiene para
la inductancia mutua

M

M= uonlNz(naZ).
La fem inducida en la espira pedigees

|
Vs, = fMd—tl = (N2 1182l o) COoSwt.

30.2 EIl transformador

Este aparato utiliza la indudm mutua para cambiar el voltaje suministrado por un
circuito. Son instalados por las confijias de electricidad para reducir l&rgidas
por efecto Joule en el transporte de eferfctrica a grandes distancias.

En esencia un transformador consiste en un par de bobir@Ekadas sobre
un nicleo de hierro laminado (figura 30.3) que logra concenttamente el flujo
magretico. El diséo en Bminas reduce las corrientes de Foucault y por tanto las
pérdidas por calentamiento. La bobjm@maria lleva una corrienté; y N; vueltas,
y la secundariauna corrientd, y Ny vueltas.

El flujo magretico es pacticamente el mismo sobre cada vuelta de cada bobina,
es decir, en cada vuelta se induce casi la misma feisi®, ., es el flujo total
de la bobina 1 sobre cada vuelta de la bobina 2, entonces leofahsobre 2 es

(o [OJ )
Vo =—N .
2 2 dt
De modo aalogo la fem total de la bobina 2 sobre la 1 es
ddy_1
V=-N .
Tt
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Q@

Q@
=
v
z

VvV V V'V
ey

Figura 30.3. El transformador éctrico.

Puesto qu&P;_,» es muy cercano @,_,; Se tiene que

Vo N
— ==, 30.1
VTN (30.1)
= SiN; > N el transformador eleva el voltaje en 2. Se llama transfoonad

elevador de voltaje.

= SiN; < N el transformador reduce el voltaje en 2. Se llama transfdoma
reductor de voltaje.

La eficiencia de un transformador cmesh entre 90 y 99 %, de modo que
con buena aproximamn puede decirse que las potencias de entrada y salida son
iguales:P, = P,, y comoP, = V41 y P, = \sl,, puede asegurarse que:

LR Voo Nl
P Vil Ny’
tal que
i N2
l2 N~

Un elevador de voltaje reduce la corriente en el secunddeintras un reductor
de voltaje eleva la corriente en el secundario.

En la central hidrodéctrica el generador se conecta a la bobina primaria de
un transformador elevador de voltaje y laselas de transmi@n se conectan a la
bobina secundaria (230000 V). En el primario la corrientalsy el voltaje mo-
derado, mientras en el secundario la corriente es baja \itajevalto. Puesto que
la potencia disipada por efecto JouleRes 1R, al reducir la corriente que va por
lalinea de transmiéh las fgrdidas por calentamiento se reducen notablemente. En
la estaddn de distribudin el voltaje se reduce hasta cerca de 20 000 V, y cuando
el usuario va a recibir el servicio se disminuye el voltajethda 10-220 V, y se
aumenta la corriente.

(30.2)

Ejemplo 30.3

Se propone pasar de 120 V a 12 V de modo que en el secundarioient® sea
de 350 mA. Si en el primario hay 400 vueltas, guias halix en el secundario y
cual sed la corriente en el primario?

Solucion:
De (30.1):N, = 40 vueltas.
De (30.2):1; =35 mA.

Ejemplo 30.4
A la salida del generador en una central hideogica hay un voltaje de 14000 Vy
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una corriente de 12 A; mediante un transformador se aumewntétaie a 140 000
y la resistencia de la red de distribémies de 10@v. ¢ Qe corriente pasa por el
secundario? ¢ @lies la @rdida de potencia?

Solucion:

De (30.1) y (30.2):
Vo No g
Vi N o’

Se sigue que la corriente en el secundario ds ge12x 14000/140000= 1,2
Ay larelacbn del mimero de vueltas €$, = 10N;.

La pérdida de potencia por efecto JouleRes 12R = (1,2)2 x 100= 144 J; si
no se utiliza el transformador la corriente transmitida 2é ke transmite con una
perdida de”’ = 12R = (12)2 x 100= 14400 J, de modo que la relacies de

P/

— =100
P

La utilizacibn del transformador reduce lénglida a la cerisima parte.
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Problemas
Capitulo 1

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Nota: en todos los casos asuma: 9,8 m/s.

Un objeto describe un M.A.S. con una aceldéyagiaxima de 10 mA tiene un peodo de 2 s y una fase de
9(°. Escriba las expresiones para su pasicivelocidad y aceleramn, en funcbn del tiempo.

SA qe distancia del punto de equilibrio se encuentra el bloqueardsistema masa-resorte, cuando su
velocidad es la mitad de la velocidadhrima? ¢, Cél es su velocidad cuando su po8ities la mitad de su
amplitud?

Una paricula vibra con una frecuencia de 100 Hz y una amplitud de 5 @ahcule la velocidad y la
aceleradn cuando pasa por el punto de equilibrio. Escriba la pmsicomo funddn del tiempo.

Una paricula vibra a 100 ciclos/s y con una amplitud dé . ¢ Cél es su frecuencia? Calcule su velocidad,
su posicbn y su fase cuando pasa por el puxte 0,7 cm.

Sea un M.A.S. cory = 10 cm y un peiodo de 4 s. Cuando la partila pasa por su aximo de distancia,
¢Jcual es su aceleraon?

Demuestre que la posigi y la velocidad en el M.A.S. pueden escribirse en la forma:

Vo .
X = XpCOSwt + aosmcut,
V = —XgWSinwt + Vg coswt .
Un oscilador arrnico tarda 10 segundos en realizar cinco oscilacionesdaitie el péodo, la frecuencia
y la frecuencia angular.

Una masan = 0,5 g unida a un resorte se suelta deggle- 0,1 m. Calcule su pé&odo, su frecuencia y su
fase.

Un cuerpo de ® kg oscila con un pévdo de 1 sy su elongdm es de 10 cm. ¢ @lies su eneiig total?

Una masa de 3 kg, unida a un resorte, comienza su movimientoxgps 10 cm yvg = 20 cm/s. ¢,Cal es
el valor de la constante del resorte? gl3u energa me@nica?

Una paiitula de masan= 0,5 kg realiza un M.A.S. de amplitud@ m, con un pdpndo de (25 s. Calcule
la aceleradn, la fuerza que ejerce el resorte y la efi@nética cuando su posim esx = 6 cm.

Una masa de 100 g unida a un resorte de constaagtoal 40 N/m oscila sobre una superficie horizontal
con amplitud de 5 cm. Calcule la velocidad de la masa cuar€e0,7 cm, y la enera total del sistema.

Un cuerpo de maga cuelga de un resorte de constaktgue lo estira una distancla Demuestre que el
peiiodo de sus oscilaciones es el mismo de las g@agiescilaciones de urepdulo de longitudh.

El pefodo de osciladéin de un cuerpo colgado de un resorte €59 ¢En cantos cerimetros la masa
alargd el resorte?

Un bloque de J kg cuelga de un resorte de constakt&i se deja que el blogue alcance suavemente su
posicbn de equilibrio el resorte se habdeformado 10 cm. A continudxi el bloque se jala hacia abajo
otros 10 cm y se deja en libertad. Ewalla constante del resorte, la amplitud y elipdo. ¢Cal es la
energa potencial cuando el muelle se libera?

Para un gndulo simple de 2 m, que oscila con una amplitud YeeRprese ehngulo que forma con la
vertical y su velocidad angular como funciones del tiempo.



17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

¢@mo cambia el péodo de un gndulo simple de peqtia osciladbn, si su longitud se reduce a la mitad?
¢Canto se retardaa un endulo en 24 horas si su longitud se aumentase en 1 mm?

Un reloj de gndulo en tierra registra un tiempo de 3 minutos mientrasoliete asciende hasta su altura
maxima con una acelerasi de 3 m/é. Demuestre que la reldmi entre los dos pardos de dosgndulos,
uno en tierray otro igual en el cohefey T') esT =T’/ /1+a/g.

Un gendulo simple colgado en el interior de urigala tiene un péodo de 15 s. ¢ Gutan alta es laipula?

Sila aceleradin de la gravedad en la superficie de la Luna/&sde su valor en la superficie terrestre,&cu
es el peiodo de un pndulo en la Luna, si en la Tierra es de 1 s?

¢,Cal es el peiodo de un gndulo en un ascensor erida libre?

Un disco uniforme de radio de 20 cm con una masa,slé&@ oscila alrededor de un eje que pasa por su
borde y es paralelo al eje del disco. Calcule stqukr para pequ@s oscilaciones.

Un gendulo fsico oscila con una frecuencia d& Hz; si su masa es de 2 kg y su punto de susparse
sitia a 04 cm del centro de masa, &@s su momento de inercia?

Un disco de radio 20 cm éstinido a una fibra que va a lo largo de su eje. Si dbperde este gndulo de
torsion es de 3 s, ¢ @lies la constante de tobsik de la fibra?

Demuestre que el movimiento resultante de la comlinadex = Asenwt y y = Bsen(wt + a) es la
siguiente elipse rotada:
2 2
Xy Xy
— +% —Zcosa =serfa.

AZ * B2 AB
Un bloque de 2 kg oscila inicialmente con una amplitud @erh. Despés de 2 minutos su amplitud ha
decrecido hasta 6 cm. ¢ &les el valor de la constante de amortigoags?

Sea un oscilador poco amortiguado @fn= 0,002w?. Si la masa se libera @n= 0 desde el reposo, con
Xo = 0,5 m, calcule la fase y la amplitud.

Un bloque suspendido de un resorte oscila inicialmesteuna amplitud de 20 cm. Deggmide 2 minutos
la amplitud ha disminuido a la mitad. ¢ Degpule canto tiempo halér disminuido a la cuarta parte?

Asuma que para un oscilador amortiguda< ay, tal que la amplitud permanece aproximadamente cons-
tante durante algunas pocas oscilaciones. Demuestre gueriga se expresa conto ~ %ngze*ZVt y que

la potencia disipada, definida pee= dE/dt, esP = E /1, siendor el tiempo necesario para que la amplitud
de la osciladdn se reduzca a la mitad.

Sumngase un sistema masa-resorte coioplerde 3 s y amplitud de®m. Si despés de 100 oscilaciones
su amplitud se ha reducido &30m, ¢,c@l es el valor dg8?

Demuestre que la velocidad en un movimiento subamaedigpuede escribirse en la forma:
v=—Awpe Plsen(wt+ a +3),

___B
con tamxr = pror

Utilizando la expreéhn para la eneig me@nica total, y por derivadbhn temporal, demuestre que en el
movimiento oscilatorio amortiguado la potencia disipasld®/dt = —Av?, de modo que la enei@siempre
decrece con el tiempo.



34.

35.

36.
37.

38.

39.

40.

41.

Para un oscilador forzado subamortiguado y resonantie@rw. = wy, la ecuaddn de movimiento es:

d2X 2 fo
W +WX= E COSwpt.

Demuestre, por substitum directa, que el desplazamiento de la masadstio por:

fo
2mauy

V
x:xocosabt+£sembt+ tsenupt.

Interprete eliltimo término.
Demuestre que elamimo deB en (4.9) ocurre parax = oog —2B2y est dado por

Fo
Bhn=———"—.
; 2my2, / w@ — 232

Demuestre que elamimo devp en (4.11) ocurre paras = .

Demuestre que las unidades deligaéo en las ecuacionds= 2m\/m/k, T = 2m\/1/g T = 2m, /1 /k son
las de tiempo.

Un endulo ©nico consiste de una pediemasa unida a una cuerda, de modo tal que la masa describe en
su movimiento un icculo horizontal. Demuestre que el o de estegndulo esl = 2,/ (1 /g) cosf.

Considere un cubo de ladag, ¢, que flota en agua con su ladwertical. La densidad del bloque psn
glen? y la del agua la supondremos igual a 1 gic@i el bloque se empuja dentro d&juido y se suelta,
demuestre que su movimiento es amito simple. ¢ Cal es su frecuencia?

Un cuerpo pequi® se desliza sin fricon en el fondo de una cavidad esta de radidR. Demuestre que el
peiiodo de sus peqiias oscilaciones es el mismo que el de &ndulo simple de longitul.

Una esfera@dida de radidR rueda sin deslizar en un canalinilrico de radio R. Para pequas oscilaciones
demuestre que la esfera ejecuta un M.A.S.Een 21T, /28R/59.



10.

11.

12.

Capitulo 2

Compare la fuerza de atragnientre dos esferas de 10 kg cada una y separadas 1 m, caxckbatentre
la Tierra y una de las esferas situada sobre su superficie.

¢,Cul es la aceleraon de gravedad en la superficie del Sol?

Cuando se va desde el piso hasta la terraza de un edifici® de gc@l es el cambio en el valor de la
aceleradin de gravedad?

¢, Ca@nto pesda en la superficie del Sol un hombre de 70 kg? ¢ Y en la Luna?

Un saklite orbita la Tierra en unirculo de radio 300 km. Encuentre su velocidad orbital y siioge de
revolucbn.

Calcule las componentes del campo gravitacional en #&lacda la figura 1.
Calcule el campo gravitacional sobre el eje del anilldarnie de radicay masaM de la figura 2.

Calcule el campo y el potencial gravitacional en un puotwre el eje de una placa circular uniforme de
radioRy densidad superficial de magaconstante (figura 2).

em
Y
R (.o YRRR——— 96 kg E'-,
i Z:".V
13 m 1
2m i @
4

5kg X

o
6}
=

Figuras 1y 2.

Calcule el campo gravitacional debido a una placa h@meg e infinita de densidad superficial de masa

Calcule el potencial gravitacional en el exterior de ascadn esérico de radidR. Demuestre que el campo
en el interior del cascan es nulo.

Calcule el potencial gravitacional a una distamaiel centro de una esfera de radipparar < Ry r > R.

Calcule las componentes del campo gravitacional y engtdl en el puntd del semiérculo homogneo
de radioay masamde la figura 3.

T CEEEEEEEEE SEEE T
)

Figura 3.

v
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Calcule las componentes del campo gravitacional enndbpude la figura 4, si el arco de radatiene una
densidad lineah y el arco de radidd una densidad 2.

Figura 4.

¢,Cual es el campo de gravedad en la superficie de Marte, si su redsH& de la masa de la Tierra 'y su
radio es 0,53 del terrestre?

Calcule la raxima distancia a la que el cometa Halley puede estar del Solldnima distancia es cercana
a 057 unidades astr@micas y su péodo es de 75 aios.

Un satlite que orbita la Tierra tiene un perigeo de 450 km y un apatge2200 km. ¢ Gl es la reladn
entre sus velocidades en el perigeo y el apogeo?

Un saklite geoestacionario es aquel que se mantiene en el espac@mel mismo punto del ecuador terrestre,
es decir, su péondo de rotadn es el mismo que el de la Tierra. ¢, Aéglistancia del centro de la Tierra orbita?

Un cuerpo se suelta desde una altupar encima de la superficie terrestre. Demuestre que laidaldbque
alcanza al llegar a la superficie es
V2 =2GM(1/R—1/h).

Si un meteoro de 200 kg que viene del espacio lejano caided inicial despreciable choca la Tierra,
¢écon geé energp cirgtica llega a la superficie?

Calcule la eneig potencial de una masa, a) en la superficie terrestre, b) a una distancia igual a la de
Luna. ¢ Cal es la reladn de las eneiigs potenciales en las superficies de la Tierra y la Luna?

Un proyectil se lanza verticalmente desde la superfieia dierra con una velocidad inicial de 10 000 m/s.
Ignorando la fricadn atmosérica, ¢a g@ altura alcanzéa a subir?

¢ Q& velocidad adicional debe imprimirse a unédiéé geoestacionario para que escape del campo gravita-
cional terrestre?

Dos masas edficas iguales eah separadas una distanci¢figura 5). Una tercera masase suelta desde un
puntoP equidistante de las dos masas. Calcule la acetaralgm. Demuestre que, para pedjaes distancias
z, el movimiento es ar@nico simple.

A
Pe m

i\

Figura 5.

\Y,



24,
25.

26.

27.

¢ Canto trabajo es necesario realizar para mover una masa de 201 a 3 radios terrestres?

Calcule el trabajo necesario para mover ualgatque orbita un planeta de madade unabrbita de radio
Ry a otra superior de radig,.

Un satlite se mueve earbita circular alrededor de un planeta de rafj@ una distancia de su centro y
con un peindoT. Demuestre que la densidad del planeta, supuesto Hameoges

fﬂ 1+E :
p7gT2 R/’

Una paiitulam se deja caer libremente desde la superficie de la Tierra,émdose a lo largo de un canal
diametral que la atraviesa. ¢/&ws la ecuadn de movimiento de la masa? Demuestre que el movimiento
es arnbnico simple. ¢ Cal es el peilodo? Calcule la velocidad cuando pase por el centro de teaTie

VI



Capitulo 3

1. Demuestre que la reld@ri entre la fuerza éttrica y la gravitacional entre un péot y un electbn es
2,227<10%. La fuerza gravitacional, en consecuencia, no puede respgad la existencia de ldtomos,
dado que es una fuerza considerable solo para objetos dengsan

2. ¢Enqgeé punto sobre el ejg en la figura 1, la fuerza ejercida por las dos cargas posiiivg gz, sobre una
tercera, es cero?

3. Dos cargas de igual magnitud y masa, una el doble de leestaa, suspendidas de cuerdas de igual longitud
como lo indica la figura 2. ¢ Gles son losingulosB; y 6,?

q )

Figuras 1y 2.

4. ¢Cul es lafuerza entre los dos protones en lagngla de hidbgeno, si su separdci media es 40 nm?

5. Dos cargas iguales de igual masaérstuspendidas de cuerdas?l, como en la figura 3. ¢ @les son los
angulosf; y 6,?

Figura 3.

6. ¢En gé punto del plano en que se ubican las tres cargas de la figliarhpo eéctrico es nulo? ¢ Gles
son las componentes del canmipen el centro del téingulo?

7. Calcule el campo éttrico en el centro del reantgulo de la figura 5.

q
q9,=-2 4,=2
a a
b
2 a _ a
q 2q q45=2 4y =-2
Figuras 4y 5.

Vi



8. Dibuje lasineas de campo en el plano de un sistema de tres cargas igolleadas en losértices de un
triangulo equitero.

9. Una carga puntual se encuentra unida a una placa plana hdmeg con densidad superficial de caoga
por medio de un hilo, como muestra la figura 6. Si la masa dertecpka esm, ¢ cual es elangulo que forma
el hilo con la placa?

10. Una paiitula de carga y masam se encuentra en equilibrio é&sto sobre una placa plana de densidad
superficialo constante, como indica la figura 7. /ACha de ser el valor deg?

A A A A
L[]
q,m
8 + + + + + + o+
q.m E
1\ 1\ 1\ 1\
Figuras6y 7.

11. Evalie las componentes cartesianas del camgctrito de la varilla homdgnea de longitudb — a que se
muestra en la figura 8.

12. Calcule el campo ettrico en el origen coordenado debido a la varilla hoemeg seminfinita de la figura 9.

y y
=00
—_—T I
a b X X
Figuras 8y 9.

13. Calcule el campo ettrico en el punto de coordenad&g2,|/2) de la figura 10. Las dos varillas perpendi-
culares de longitutison homog@neas.

1/2 I x
Figura 10.

14. Demuestre que el campaetrico sobre el eje de un anillo hon@teo de radia y cargaQ es naximo en
el puntoz = ay/2 y tiene el valolEy, = Q/6v/3mgpa’.

15. Demuestre que el campo de un disco de rRdialensidad superficial visto desde >> R es el mismo que
el de una carga puntu@l = 4o R?.

VIII
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22.

23.
24,
25.

26.

27.

Demuestre que el campo de un anillo visto desgeR es el mismo que el de una carga puntual.
Calcule el campo ettrico en el interior y el exterior de una esfera hoamoga de carg y radioR.

¢, Q@ cargaygdebe colocarse en el eje de un anillo hokrgp de carg®Qy a distancid para que permanezca
en equilibrio? La cargg tiene masamn.

Un electbn entra a un campod@ttrico de 5< 10° N/C, en la misma direcon del campo. ¢ @aceleradin
adquiere? ¢, Gnto recorre antes de llegar al reposo?

Calcule en el puntB, de la figura 11, el campoéidtrico de una varilla inhomégea de longitutly A =
Ao(L—x/1).

Calcule el valor de la carga que mantiene en equilibraistééma de la figura 12, céh=30 y| =0,5m,
en presencia de la gravedad terrestre.

+q +q +q
Figuras 11y 12.
Calcule el campo ettrico en el punt® a lo largo del eje de una varilla hom&gea de longitutly cargaQ,
six<l.
Calcule el campo ettrico en el centro de una espira semicircular inhoeneg de radiay A = Agsené.
Calcule el campo ettrico en el centro de una espira inhoraoga de radiay A = Agsen6.

Una carga puntuat|g| se deja en libertad en el eje de un anillo hokmep de carg® y radioa. Demuestre
gue la carga oscila de modo asnico simple con frecuencia angular

_ aQ
@= <4nsoma3> '

Muy cerca a las paredes internas de un par de placaslpaméecargas opuestas se liberan dos cargas
y g2 como indica la figura 13. ¢ En gyunto, respecto a la placa de la izquierda, se encuentarsidere
solo la interacdn entre las cargas y las placas.

Un par de cargas iguales y de signo opuesto y con masdesgsan suspendidas de dos cuerdas, como

indica la figura 14. Exprese @hgulof en £rminos de los otros pametros.

+ o+ + + o+
I

=
]
<

]
Qe
|

+ o+ o+
+
"

- m,q m,q

Figuras 13y 14.
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29.
30.
31.

32.

Un electbn se deja libre cerca de la placa negativa de un par de placalglps de signo contrario e igual
densidad de carga. Si la distancia entre las placaslesalcule: a) el campo ettrico entre las placas, b) la
aceleradn, c) la velocidad al llegar a la segunda placa.

Si un electn tiene una enetg cirética de 10 eV, ¢ quvelocidad lleva?
Calcule el potencial ettrico en el interior y el exterior de una esfera hoamen de carg® y radioR.

La distribuodbn de cargas de la figura 15 se conoce camadrupolo ekctrico. Calcule el potencial y el
campo edctrico en un punto sobre el gje;, Ciall es la dependencia decony, siy > a?

Yy
+f] —2q (1
L 1L ? X
a a
Figura 15.

Calcule el potencial en el punfasobre el eje de un cilindro homegeo de radi®R y longitud|, con carga
Q (figura 16).

Figura 16.



Capitulo 4

1. Calcule el flujo de un campoéditrico constante de dire€eiy a trawes de la placa plana mostrada en la
figura 1.
2. Calcule el flujo del campo &ttrico sobre la placa del problema anterior si

3. Calcule el flujo del campB constante a tra@s del cono de la figura 2.

Figuras 1y 2.

4. Determine el flujo a tréds de cada una de las superficies cerradas mostradas endaBfigur

S
S;
S
Figura 3.

5. Ladensidad voluétrica de carga en una esfera es de la fopmap(1—r?/a?), conv < ay dondeaes el
radio de la esfera. ¢ @les su carga total? ¢ &les el campo dentro y fuera de la esfera?

6. Una carga puntual se coloca en el centro de un dasesérico conductor neutro de radi ¢ Cual es el
campo dentro y fuera?

7. Sila densidad superficial de carga sobre un casaesérico esg, demuestre que el camjofuera detl es
o/¢&.

8. Una placa cuadrada se coloca perpendicular a un cEmpiforme. ¢ Q@ carga superficial aparece sobre
cada lado de la placa?

9. Una carga puntual" est rodeada por dos cascarones conductorésies§ neutros de radigsb y c,d,
como en la figura 4. Calcule el campeen las diferentes zonas.

Xl



10. Una esfera de carga uniforr@ey radioa est rodeada por un caséar uniforme de cargaQ y radiosay
b (figura 5). Calcule los campos en las distintas zonas.

Figuras 4y 5.

11. Un cascdm esérico de carga uniform@® tiene radiosay b (figura 6). Calcule los campos en las diferentes

zonas.
12. Una esfera de carga uniforr@ey radioa est rodeada por un caséer esérico conductor con cargaQy

radiosby ¢, como en la figura 7. Calcule los campos en las distintas zonas

S 7>
\J

Figuras 6y 7.

13. Un alambre recto muy largo de densidad lineal de chargsé rodeado por un caséar cilindrico conductor
de radiosay b. Calcule el campé& en las distintas zonas.
14. Una carga puntuaglesh en el centro de una esfera de raRifigura 8). Demuestre que el flujo a tés/de
un cascarn deangulo polamr es
Q

®=_—"(1-cosO).
2£0< cos0)

15. Calcule la capacitancia equivalente del sistema deueefig,.

>
7

a=

—— —i
i
c ¢ ¢C

Figuras 8y 9.

Xl
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

Demuestre que la susceptibilidadaticaxe es una cantidad adimensional.
Calcule la capacitancia equivalente del arreglo de ladigO.

¢Cal es el condensador equivalente al de la figura 11#&&@rga hay en el condensador dgR si la
diferencia de potencial enteey b es de 12 V?

3 uF
a 1; a
2 uF 6 UF
i i T
2 uF==
— — =1uF
| T b—f—i b
4 uF 6 uF LS uF 1,5 pF

Figuras 10y 11.

En referencia a la figura 12, se carga prinf@raerrandod;, conA; abierto; luego se abm, y se cierrad;
para carga€,. ¢ Cul es la carga inicial d€; y la final en cada condensador?

G
= 6 uF
-2V C, ==3 uF
/i, /,
Figura 12.

Cuando la diferencia de potencial aplicada a un condensamenta en 30 V su carga aumenta erf 1D,
¢ Qal es la capacidad?

¢Cal es la capacitancia de un condensadcgrigi de radios 10 cmy 15 cm? ;& es la carga sobre cada
placa si la diferencia de potencial es de 12 V?

Demuestre que la capacitancia de un condensadudrigio de radiof; y Ry y longitudL es

Cc_ 2melL
|n(R2/R1) '

Un condensador ésfco tiene radio®; y R,. Un condensador éildrico tiene radio®; y Ry. ¢ Qe longitud

debe tener el cilindro si las dos capacitancias son iguales?

En la figura 13 se muestra un condensador de placas pardlanchd en cuyo interior se coloca una
placa diekctricas de espesdr< L que divide el espacio interno en tres zonas. Calcule los eafy D en
las tres zonas, la polarizaéci y las cargas superficiales y netas, si la carga libe. éstilice las gaussianas
indicadas coniheas punteadas.

X



E 0
0 VE i
E, E, [ |L
v 2
E,wD VE
Figura 13.

25. Un condensador sin degdtrico se conecta a una diferencia de potengiabi se le introduce un diettrico
€ su carga cambia efQ. ¢ Cul es el valor de?

26. Calcule la capacitancia equivalente a los sistemassdiglaras 14, 15y 16.

I—i0
C C
—— — .
ICO—| . {11 |
C C C C

Figuras 14y 15.

e L

G G
—— ZI =

Figura 16.

27. Pruebe que
1 2
E=¢ / E2dV
puede obtenerse siguiendo el procedimiento del ejempbpEsa un condensador ésto.

28. Una batdn fipica de autoravil tiene una diferencia de potencial entre sus bornes d¥ ¥2almacena
3,6 x 10° J. ¢ Q@ capacitancia debe tener un condensador que almacene@sfa?

29. Un condensador de placas paralelas con una sefpagatie ellas de 1 mm tiene una capacitancia dé FO
si hay vago entre sus placas. Si se conecta a unatzatier12 V, ¢ gé campo dctrico hay entre las placas?
¢ Qe carga tienen las placas? &Ces la eneng almacenada?

30. Demuestre que la enéagekctrica de una distribugn de volumen de carga uniforn@de radioR es:

_ 3
~ 20mgR

si € = g en todo el espacio.

XV



31.
32.

¢ Cal es la enefig eEctrica almacenada en un condensadandailco de radiof; y R, y longitudL?

Un cascam esérico conductor de radi®; est rodeado de un caséar diekctrico de radios interior y
exterioray b; hay un cascé&n conductor externo de radiy > b (figura 17). ¢ Céal es la capacitancia de

%’«\

Figura 17.

este condensador?

XV



Capitulo 5

1. Un alambre de cobre de 5 cm de longitud tiene una resistelercsQ a 20°C. ¢ Cial es su radio?

2. Enreferencia a la figura 1, &diha de ser la relagh R; /R, para que la resistencia equivalente sea igual a
R,?

3. Calcule laresistencia y la capacidad equivalentes edlarde la figura 2.

— AMAA—
Ri
E ——_A ) A—
50 0,30
Ri Rz% R> 3F H
11 2F
1F
1l
I
3F
Figuras 1y 2.

4. Enreferencia a la figura 3, calcule las corrientes en elit con:

(a) 1 abierto, 2 cerrado.

(b) 1 cerrado, 2 abierto.

(c) 1y 2 cerrados.

(d) En ellltimo caso, ¢ .cal es la diferencia de potencial entre los purggsh?

(e) En la figura 4, ¢qudiferencia de potencial hay entre los punéog b? ¢Entrec y d? (Cil es la
resistencia equivalente? Utilitg =4Q, R, =5QyR3; =6Q.

2Q | 10V
R R

C
40
v
a e a b
203 .
20V B Ri
% . /2 v
" d
Figuras 3y 4.
5. Calcule la resistencia equivalente al arreglo de lasdigbry 6.
50
MW
1Q 1Q 1Q 1Q 6
AvAvAvA
20 4Q
20 20 2Q 2Q —MW—L—MAA— 3
—MM\ MM MM 2Q
10 10 10 10 MM

Figuras 5y 6.
6. Demuestre que la resistencia equivalente de la figurdRy ®s

XVI



7.

8.

10.

11.
12.

13.

14.

En el circuito de la figura 8, ¢ales la diferencia de potencial entre los purggsh? ¢ C@l es la corriente?

70

b |, AAAA
MM 5V,20

L 40

Figuras 7y 8.

Evalie las corrientes en el circuito de la figura 9.

10Q 20V,2Q
10V, 20 -
'I- 15V,20
MW
5Q
Figura 9.

Una batda de 12 V tiene una resistencia interna dg@08Q; si por ella pasa una corriente de 250 A, en el
mismo sentido de la fem, ¢@uliferencia de potencial hay entre sus bornes?

Si la mdxima potencia recomendada para una resistencia de188@25 W, ¢ c@l es la néixima corriente?
¢La maxima diferencia de potencial?

¢,Canta enerm@ disipa una bombilla de 60 W conectada a una fuente de 126&dgja encendida unaf®

Si se conectan en serie dos resistencias, de 200 . 4€da una de las cuales tiene una poten@aim
ma recomendada dedW, ¢ c@l es la naxima corriente? ¢ La axima diferencia de potencial? ¢Y si las
resistencias se conectan en paralelo?

¢Canta ha de ser la fem en la bagede la figura 10 para que la corriente sea de 2 A en sentidwoaautio?
&Y si el sentido es horario?

2Q

— AW

M

Figura 10.
En el circuito de la figura 11 eva la corriente que pasa por cada resistencia.
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15. En el circuito de la figura 12, ¢ales el valor de la resistendssi la corrientd es de (b A?

50

4V 2V
:l 1l
| — AMAM—|
S
SQE: .
3V 40 AN
——AWA— 7 S
—AW
20 1
L MWW— 3V 0,6

Figuras 11y 12.

16. Puente de WheatstoneEste artefacto se utiliza medir resistencias (figura 18Yuere evaluar conocidos
R1,R2 ¥ Ry. Ry ¥y Ry son fijos yR; es variable pero se puede medir en cada insténés. un ampémetro
gue permite medir la corriente que pasa entyeb. Si R; se vafa hasta que la corriente marcada paea

cero, demuestre que
R
R= 1_R4
R>
a
R R>
R R4
b
€
Figura 13.

En la resistencia de un tipo de cafeterectlca circula una corriente de 3 A si el voltaje es de 220 V.
¢ Qe potencia disipa? Si esta cafetera calienta 0,5 | de agaie @SC hasta la ebullién en 1 minuto,

¢Jcuanto calor ha transferido al agua?

17.

18. Enlafigura 14, ;@ies lafem sl =2 A?

30
MW
10 6Q
12 Q§
=80
Ts
«—]
Figura 14.
19. Un condensador en un circuito RC se carga hasta un 50%.gCla es su constante de tiempo?
20. El material digdctrico en el interior de un condensador tiene una conddativmuy pequiga pero no nula,

por lo que el condensador se descarga muy lentamente. Sndertsador de hF pierde la mitad de su
carga en 2 horas, ¢@les la resistencia interna del condensador?

XVII



21. Enlafigura 15 calcule la corriente en la resistenciade 2

MW

40

<ll

|
1
12

ANV

2Q

8V 6Q
SELA S vy VN

Figura 15.

22. Un condensador de 500 pF tiene una carga inicial d{€5Si se descarga a tf@v de una resistencia de
1,5x107 Q, ¢ cil es su constante de tiempo? ¢ Eanto tiempo se descarga en un 90 %?

XIX



Capitulo 6

1. Una patficula con carga y masam entra a una re@n donde hay un campo magico homogneoB con
velocidadv (figura 1). Calcule la distanciade salida.

Figura 1.

2. ¢Cul debe ser el valor del cam®para que la cargg, de masan, que entra con velocidadhorizontal,
salga rozando el borde de la placa? (figura 2).

. T
'I
X X X X
q9 |_aa==" -’ d
_.%V Y Y T g,
x xVE x ®B
I 7 i
Figura 2.

3. Una carga) de masan entra oblicuamente al campo ma&gico homogneo de la figura 3. Calcule la dis-
tanciax.

4. Una cargag de masam entra al campd® uniforme (figura 4) con velocidad normal al campo. ¢Si sale
perpendicular, cal es la velocidad de entrada?

Figuras 3y 4.

5. Una carga de masan entra perpendicular al camde la figura 5 y sale perpendicular. Demuestre que
g/m= 4v/BD.

XX



X X X X X X X

X x X X X X X X X X X X X X

Figura 5.

6. Una corrientd circula por el alambreb colocado en un campo maggico uniformeB y en presencia
del campo de gravedad terrestre (figura 6). g Clebe ser el valor depara que la varilla permanezca en

equilibrio?

g

Figura 6.

Una espira vertical (figura 7) puede girar alrededor dekepor ella circula una corriente de 15 Ay se
encuentra en un campo mdgico de Q1 T. ¢ C@l es el torque que el campo ejerce sobre ella?

8. El alambre de la figura 8 se coloca en un campo i@ggmen el planxyy forma unangulo de 3®con el
ejey. ¢ Cual es el torque sobre la espira?

z
z
10 cm
A
10 cm >B 30 YV
y B
45°
X X

Figuras 7y 8.

9. En la figura 9 una varilla conductoad, de masam, por la que circula una corrientese sumerge en un
campo magetico uniformeB. ¢ Cwal ha de ser el valor de la corriente para que no haya&eren los

alambres verticales?

10. Una espira de corriente se encuentra sumergida en urodmpBy(1+ x/a) como en la figura 10. ¢ @u
es la fuerza sobre cada lado? a0es la fuerza neta? ¢ &les el torque neto?
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Figuras 9y 10.

11. Calcule las fuerzas sobre los tramos de corriente (igdases) de la figura 11.

Figura 11.

12. Utilizando (22.1) calcule el campo mdagico debido a la placa plana de la figura 12, descomponiendo |
placa en corrientes diferenciales.

13. Enlafigura 13, ;@les el campo eR debido a las dos corrientes,IsE 10 AyL = 10 cm?

X

Figuras 12y 13.

14. Calcule erP el campo magetico debido a la porbn L de corriente (figura 14).

15. Calcule el campo magtico en la mitad de los dos alambres (figura 15).

P

A4

L2
x P

W~

T 12 !

Y

Figuras 14y 15.
16. Calcule los campos maggficos en los puntos, b y c debidos a las corrientes de las figuras 16y 17.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

L1 L1 L1
X J (J
a ~ b ~ c a b ~ c

Figuras 16y 17.

¢, Q@ corriente debe pasar por un alambre recto para que a 10 cingje su valor sea el mismo que el
campo magatico terrestre?

Sean dos alambres rectos con corriehie8| que circulan en el mismo sentido. @ftle es nulo el campo
B? ¢, Dbnde es nulo si las direcciones en que circulan las corgestte opuestas?

Dibuje las ineas de campo magtico de un par de alambres largos paralelos con corrientés misma
direccbn.

Calcule el campB en el puntd® debido a las tres porciones de alambre en las figuras 18 y 19.

i

~

Figuras 18y 19.

Calcule el campB en el puntdP debido a las porciones de alambre de las figuras 20 y 21.

I L L I
< ] ~ I-—
I
P L2t
gressecseenaes 4| :
; )23 YL
: L2
N |
B
—
L L |
' 2L ' -

Figuras 20y 21.

Calcule el campo magtico en el puntd debido a una por6in rectiinea de corriente (figura 22).

Figura 22.
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23.

24.

25.

26.

27.

28.
29.

30.
31.

Un poco antes de salir de un ciclisirlos protones describen uireulo de radio 3 m; la frecuencia de
ciclotron es 16 Hz. CalculeB, v, Ec.

¢,Cal es el momento magtico de un electm en unatomo de hidbgeno si suorbita promedia es de
0,53x 10 1%m?

Considere un cilindro de radapor el que fluye una corriente rodeado por un cascar cilindrico de
radios interiorb > a 'y exteriorc > b por el que fluye una corriente en dire@meiopuesta. Calcule el campo
magretico en las diferentes zonas.

Demuestre que el campo mégno en el extremo de un solenoiderdeueltas y corrienté esB = ppnl /2.

Una bobina toroidal es un solenoide de forma circulafpena de un rosen. Utilizando la ley de Amgre
calcule el campo magico en su interior y exterior.

Demuestre que en unidades elementales la unidad de fgjetito se expresa: Wb kg-m2.s1.C™2,

Una espira se coloca en el plano horizontal y es atrasgsadun campo magticoB = 3f+ 4k. ¢ Cual es
el flujo magrético?

Calcule el flujo maggtico a traes de la espira de lados horizoraalerticalb, de la figura 10.

Considere un cilindro de rad#&oy permeabilidad.i; por el que fluye una corriente unifornie El cilindro
esh recubierto de un casdar de radio interiomn y exteriorb, con permeabilidagl, y corriente uniforme;.
Calcule los campoB en las diversas zonas.
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1.

2.

Capitulo 7

Un alambre recto (figura 1) porta una corrieinte lo coswt. Calcule la fem inducida sobre la espira plana.

Una espira plana ubicada en el plasydfigura 2) se mueve en direéeiy con velocidads constante. Hay
un campo maggticoB, = By(1+y/a). Calcule la fem inducida sobre la espira.

[ ] [ ] X X x
z
[ ] [} X X X
IN ¢
[ [ x x x
B
° ° x x x N N
° ) x X x /\/ y
— 7 : A
° ° I—-g—{x / —>V
X
[ [ X x Bx lb—l

Figuras 1y 2.

Un par de varillas conductoras se deslizan sobre un rigllatebre con velocidades y v (figura 3).
Calcule la fem. ¢ Qaiocurre svp = —v1?

Una varilla conductora se mueve con velocidad constantmeampo maggtico uniforme (figura 4). De-
muestre que la fem inducida entre sus extremos es

Lolvl
E=——.
2mr
L] [ J /\ x x B
[ ] [ ] x x
I /
— - o o x x
N
T [ ] [ ] x x 4 v
< vi v—> | R Nl |
[ ] [ ) x x
1 1 r
Figuras 3y 4.

Una espira circular de alambre de raRlies perpendicular a un campe= a + 3t. Calcule el flujo magatico

que la atraviesa y la fem inducida.

Una varilla conductora se mueve con velocidad constantasecercaras de una corriente redtiea cons-

tantel (figura 5). Demuestre que la fem inducida es

Holv

= on

In(1+b/a).

Una varilla conductora con inclindci a constante (figura 6) se mueve en dirécoei en un campo magatico
uniformeBy. Calcule la diferencia de potencial entre sus extremos.
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10.

11.

12.

13.

[ ) X X X
° x )(/\V xB
N
® o ===
——
[ ] I X Xb X
° x x x
) x x x

Figuras 5y 6.

Una varilla conductora de longitiadse mueve en un campo magico uniforme con velocidad constante
(figura 7). Calcule la diferencia de potencial entre suseexts.

Una varilla de longitudr gira con velocidad angulap constante en un campo madagico uniforme (figura
8). Calcule la diferencia de potencial entre sus extremos.

Las aspas de un hdjgtero tienen 3 m de largo y giran a 6 Hz. Si la componentecartel campo
magretico terrestre es,Bx 1074 T, ¢ cial es la diferencia de potencial entre el eje y la punta delasp

x XTN x xB x x xXB x
X X X 0)
X x X X
HV
X X X X
o /
x x x x
X X X X
x x 1 L x x X X X X
Figuras 7y 8.

Si el campo maggiico en el ejemplo 26.2 €8 = B(t), independiente de la posimi, demuestre que el

campo ekctrico inducido es
_rdB

=>d
Un alambre conductabc doblado enangulo se coloca perpendicular a un campo réégo uniforme
(figura 9). Sobre el alambre se desliza una varilla de lodgiton velocidad constante. Demuestre que para

O<t<D/vlafemes
& =BVt tana.

En un diagrama de flujo magtico versus tiempo represente la evobuciemporal en los dos casos mostra-
dos en la figura 10, en los que una espira entra a un campcatiag)l, < I3, b) 13 > I3

—>v D
X X X
; {
X =vt
Figura 9.
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Figura 10.

14. Unabarra conductora de longitud R (figura 11) se mueve en un campo méatjeo uniforme con velocidad
constante. Calcule la fem entre sus extremos.

-------

SRS
X
X
X
X
X
X e

<
Seo

-------

Figura 11.

15. Una espira circular de alambre de 5 cm de radio se colgpempdicular a un campo magtico de 1,5 T. Si
la resistencia de la espira es de @5 clal es la corriente inducida?

16. Un aro circular de radiose coloca en un campo magitoB = Boe %t ent > 0. Calcule la fem inducida y
la corriente si la resistencia del arofres

17. Lavarilla de la figura 27.1, de 1 m de longitud, se mueverecampo de 3 T. Si la resistencia del circuito
es de 2w, ¢ qie velocidad tiene la varilla si la corriente inducida es &AR

18. Sila corriente que circula por un solenoide largo deoragin espiras por unidad de longitud (figura 12) es
| = lpcoswt, demuestre que el campceetrico inducido para > aes

lowR2
E= HoMo®R senwt
2r
y parar < a:
nlgor
E= HOTosenwt.
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19.

20.

21.
22.
23.
24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Ul v v
I
7
4

\)
A}
\Y
AY

Figura 12.

Si la corrientd; en la figura 30.2 ek, = 10e 1% y el solenoide tiene 500 vueltas/m y un radio de 10 cm,
¢clanta fem se induce en el solenoide pdausi su radio es de 5 cm y tiene 250 vueltas/cm?

Sobre un solenoide de 0,5 m de longitud y 5 cm de radio s#i@ona bobina de 100 vueltas en su senci
central. ¢ Canto valel.?

El flujo magtico en un circuito con 3 A es 1,3 Wh. ;Aes el valor dé.?
¢®mo vaia la corriente en una bobina tde= 50 mH si su fem es de 2 V?
Demuestre que la indutancia equivalente de dos bobmseree ed = L; + Lo.

Si el campo maghtico de la Tierra vale 8 x 1074 T y el electrico vale 100 V/m, calcule la reldxi entre
sus ener@s ekctrica y magética.

Compare la enef@almacenada en una bobina de 1000 vueltas y corriente dedhAa almacenada en un
condensador de 0,1 mm de sepava@ntre placas y diferencia de potencial de 10 V.

Un condensador de 3 pF en un circuito LGaésicialmente cargado. A los 0,3 s de cerrar el circuito lg@a
baja a 0,25 de su valor. ¢ &nto valeL?

Un voltajeV = 10sen(2000t) se aplica entre las terminales de un condensador de placdslas. ¢ Cal
es el campo maggtico inducido en su interior?

En un circuito RL cor. = 2 nH calcule la resistencia si la corriente aumenta hastadg4 8e su raximo
en3s.

Una batda de 12 V, una resistencia de8y una bobina de 5 H se conectan en serie. En el momento en que
la corriente es i@xima calcule la potencia disipada en la resistencia y legemalmacenada en la bobina.

Una bobina con una resistencia interna de de conecta a una bai@ide 10 V. Si un segundo deszsude
cerrar el circuito la corriente es de 5 A, gtes el valor dé&.?

Una batda de 12 V se conecta a un circuito RL cBr= 5w y L = 0,4 H. Cuando la corriente es la mitad
de su valor raximo, ¢ canta ener@ hay en la bobina?

Demuestre que la soléei a la ecuaéin que rige las oscilaciones de un circuito RLC, ecbhra¢R9.18), es
| =lpsen(wt —a) con

&0
R+ (wL — 1/wC)2J1/2”
wl—1/wC
—e

lo=
tana =

Un generador produce una corriente de 10 A a 400 V. Meagliamtransformador se eleva el potencial a 450
V y se transmite mediante uriméa de 3Qw. ¢ Q& porcentaje se pierde por efecto Joule?
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Fisica |l

Oscilaciones y campos

Correcciones y erratas

Enec. (1.3) es cos en vez de sen.

Después de la ec. (1.4) debe decir:

«Es facil concluir que la aceleracion maximaes a . = o°x,, =»*A.»

Enlasolucion al ejemplo 1.1 cambiar 0.096 por 0.032.

En el ejemplo 1.2 debe decir: «Si la velocidad de un M.A.Sen m/s... ».

Laec. (1.6) debe ser: tan g=—0v, / wx,.

Ejemplo 1.3: «Un M.AS. ... y una velocidad inicial v, =5cm/s. Si la frecuencia angular es 1.25 rad/s.

¢Cudles son la amplitud y la fase?»

Soluciénal ejemplo 1.4: ¢ = —0.255rad.

Ejemplo 1.5: «Una masa de 2 kg unida a un resorte oscila con una amplitud de 0.5 my ent =0 estd en

reposo...»

Enlasolucién al ejemplo 1.5:
«...Reemplazandoen (1.2): ¢ = 0 »

Enlasolucién al ejemplo 1.6:
x = 3¢0s(6.327t), v =-18.91sen (6.327t),
a = —120.09co0s(6.327t)

En seccion 2.3: «Sea una masa... en un centro de masa, es 7 = —bmgsen ... »C

«... puede escribirse:

d?e
I pre =-—bmgsené. »

Solucién de ejemplo 2.4:

T =272+2mR?/5k, k=5T?/87*mR? = 79.16Nm

Enlaseccion 2.5 al final de pagina:
v, = Awcos(wt + ¢)



Enlasoluciénaejemplo 2.5:
a = —78952.172c0s(628.3t)

Seccion 3.2: «Recurriendo a la figura 3.1»
En laseccion 4.1, cambiar o por .

En laec. (4.3) reemplazar A/2 por A.
En solucion del ejemplo 5.2

M = 47°r® TG
M =1.9x107kg

Ejemplo 5.3; pag 42: cambiar M, por m,.

Ejemplo 6.1, solucién, pag. 50:

_GdM ~ GM  dx
(h-x)° L (h-x’°

dg, =

Pag. 51: «Se hatenido en cuenta que L = b—a. Prube que la componente g,

Pég. 52: suprimir cita de figura 2.13
«..como A =47R*y dA=R*senfdg...»

«Si se elimina sen#d@ ... se obtiene:

dM :M‘rdrdqﬁ
2z ZR

»

En pag. 53 al final de la Demostracion:
g = GMr/R®

Enseccion 7.2.1:

nGM.
g=>—"
i1
«donde ry es la distancia entre las masas...»

En el ultimo rengl6n (pag. 59):
_GdM _ _G Mdy

¢ =

r r 2z
P4g. 60:
GM GMz
(a2+22)1/2 en vez de (a2+zz)1/2

esnulaen x = (a+h)/2».

Correccionesy erratas / Oscilaciones y campos



Ejemplo13.1:

«... conductor de longitud >R, +R,...»

Pag. 149: ecuacion siguiente a (19.7) debe ser:

2
\'iy+[%J v, =0

Pag 166 ultima ecuacion debe ser:

Hoy 0
B=- | etc.
aer 4ol

Pag 221 enec. (29.18) cambiar w por a,

enec. (29.19) cambiar » por w,

En pag 225: «El flujo del solenoide grande...

... magnético uniforme B = g, I,M;; ..»

«La fem inducida en la espina pequefia es

di,

V,=-M—L=—(y, M, N, zra’ l,w)cos wt »

dt

Correccionesy erratas / Oscilaciones y campos



Problemas

Capitulo 1
10. «Una masa de 1.5 Kg unida a un resorte de constante k =2 N/m, comienza...»

14. «El periodo... (En cuantos centimetros la masa alarga el resorte cuando el sistema esta en reposo?.

25. «Un disco de radio 20 cm y masa 2 kg esta unido...»

30. «... para que la amplitud de la oscilacion se reduzca a 1/Je de su valor».

Capitulo 2
26. «...aunadistancia h de su superficie...

— 3_”(1+£j3
P TR
T

Capitulo 3
19. «Un electron con velocidad 10 m/s entra a un campo...»

25. ...Demuestre que si z <« a lacarga oscila...
Capitulo 4

5. «..conr<a.»

8. «Una placa cuadrada conductora se coloca...»

14. o envezde @

Capitulo 5
6. R/6 envez de R/9.

Capitulo 6
4. «... Sisale perpendicular y el radio del circulo es 2L/3, ;cuél es la velocidad de entrada?

Capitulo 7
12. «Un alambre conductor abc doblado un &ngulo « se coloca...»

32. Cambiar @ por a, en las 3 ecuaciones.

Correccionesy erratas / Oscilaciones y campos
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