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Introduccion

El anélisis de regresion es una de las técnicas estadisticas més populares para mo-
delar la relacién entre una variable respuesta y un conjunto de variables explicativas.
Esta metodologia ha sido ampliamente aplicada en diversas 4reas del conocimiento,
como la economia, ingenieria, fisica, quimica, biologia, ciencias sociales y de la salud,
entre otras. El modelo de regresion lineal normal (MRLN) es comtinmente utilizado
para describir la relacién entre una variable respuesta y un conjunto de variables ex-
plicativas. Sin embargo, cuando nos acercamos al estudio de este tema descubrimos
que las suposiciones del MLRN rara vez se cumplen, debido a que, por ejemplo, es
muy comun que las observaciones asociadas a variables de interés provengan de dis-

tribuciones asimétricas o de colas pesadas.

Los primeros enfoques para enfrentar este problema consistieron en aplicar algtin
tipo de trasformacién a los datos con el fin de alcanzar la normalidad, luego emplear
los procedimientos habituales y las propiedades bien conocidas de la distribucién nor-
mal. Sin embargo, este enfoque tiene la desventaja de que los pardmetros del modelo
solo son interpretables en términos de las variables transformadas y no en términos de
las variables originales. Por esta razén, desde finales del siglo XIX se inici6 un creciente
interés en la bliisqueda de distribuciones no normales que permitieran un modelamien-
to mas flexible y que facilitaran la interpretacién de los resultados. Por ejemplo, Galton
us6 en 1879 la transformacién logaritmica dando inicio al estudio de la distribucién
log-normal, aunque fue Edgeworth [21] quien formaliz6 este concepto alrededor del
afno 1898. Durante el siglo XX surgieron muchas propuestas para el modelamiento fle-
xible donde se buscaban algunas propiedades deseables para los modelos como por
ejemplo, obtener pardmetros interpretables e incluir parametros de asimetria y de co-

las pesadas.

Una familia de distribuciones flexibles que ha tenido un importante rol en los tlti-
mos afios es la distribucién skew-normal. Las primeras ideas sobre esta distribucion
se remontan a comienzos del siglo XX cuando Fernando de Helguero public6é en 1909

dos articulos con una formulacién para construir distribuciones no normales bajo un
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Introduccion 2

enfoque diferente al que habia sido utilizado por Edgeworth y Pearson, el cual se ba-
sa en un mecanismo de seleccién [8]. De esta manera, el trabajo de Helguero fue un
precursor de la idea actual de la distribucién skew-normal, muy utilizada para mode-
lar datos asimétricos. La familia de distribuciones skew-normal se dio a conocer por

Azzalini mediante un articulo publicado en 1985 [3].

La distribuciéon skew-normal es una extensién de la distribucién normal con la ven-
taja de que involucra un pardmetro adicional que controla la asimetria de la distribu-
cién, permitiendo tener en cuenta la asimetria de los datos. Estudios sobre la distri-
bucién skew-normal aparecen en Azzalini [9], Genton [17] y Arellano-Valle y Azzali-
ni [2]. La importancia de esta distribucién puede evidenciarse en su flexibilidad para
modelar de manera conjunta varias caracteristicas poblacionales, lo cual es llamati-
vo en el modelado estadistico de datos. Existe una extensa literatura sobre estudios
relacionados con la distribucién skew-normal, en particular estudios sobre extensio-
nes multivariadas de esta distribucion se pueden encontrar en Azzalini y Dalla Valle
[7]. Ademas, Branco y Dey [11] proponen las distribuciones skew-t, para el caso uni-
variado y multivariado, extendiendo las respectivas distribuciones skew-normal. La
distribucion skew-t es ttil en problemas de regresion cuando la distribucién de errores
exhibe asimetria y colas pesadas. Adicionalmente, se ha demostrado que la distribu-
cién skew-normal es eficaz en muchas aplicaciones que incluyen series de tiempo [18],
andlisis Bayesiano [24], estadistica espacial [1], modelos gréficos [12], entre muchas
otras.

Si bien la distribucién skew-normal es adecuada para modelar datos asimétricos,
esta distribucién no considera la naturaleza positiva de los datos que pueden ocurrir
con frecuencia en diversos fenémenos, lo mismo ocurre con la distribucién normal que
tiene soporte en todos los reales y tiene el supuesto de simetria. Una metodologia alter-
nativa para modelar datos positivos es considerar la transformacién de Box-Cox [10]
de la variable respuesta, aunque este enfoque tiene la desventaja de que los pardmetros
solo son interpretables en términos de la variable trasformada. Otro enfoque consiste
en considerar la distribucién log-normal, que tiene soporte en R, y que ademds permi-
te modelar asimetria. Una extension de la distribucién log-normal se presenta a través
de la distribucién log-skew-normal [23, 25], la cual tiene soporte en R, e incluye un
pardmetro adicional que permite controlar la asimetria de la distribucién.

En este trabajo derivamos algunas propiedades de la distribucién log-skew-normal
que permiten la interpretacion de algunos de sus pardmetros con cuantiles de la varia-
ble respuesta extendiendo algunas técnicas propuestas por Mordn-Vasquez et al. [26]

en el &mbito univariado. Ademds, proponemos y estudiamos el modelo de regresiéon
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lineal log-skew-normal, el cual permite estudiar la manera en que los cuantiles de la
variable respuesta son afectados por un conjunto de variables explicativas, teniendo
en cuenta la posible asimetria de la respuesta. Este modelo es una alternativa al mo-
delo de regresién cuantilica univariada [20]. La utilidad del modelo propuesto para
modelar cuantiles para datos positivos, posiblemente asimétricos, se ilustra mediante
un anélisis a datos reales sobre nacidos vivos en el Hospital Manuel Uribe Angel del

municipio de Envigado, Antioquia, Colombia.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo estudiamos la familia de distribuciones skew-normal y algunas
de sus propiedades. Después, presentamos la distribucién log-skew-normal, que es la
base del modelo de regresién que desarrollamos en el Capitulo 2.

1.1. Distribucion skew-normal

La funcién de densidad de probabilidad (FDP) y la funcién de distribucién acumu-
lada (FDA) de una variable aleatoria con distribucién normal estdndar, denotadas por

¢y ®, respectivamente, son dadas por

o(z) = \/12_7r€Z2/2 y ©(z2) = /_; o(u)du, zeR.
Es posible mostrar que ¢(z) = ¢(—2) y ®(2) + ®(—=2) = 1, las cuales son propiedades
de simetria de la distribucién normal estandar.

En la Proposicién 1.1.1 presentamos un esquema para generar un conjunto de dis-
tribuciones. La familia de distribuciones skew-normal se puede obtener como un caso
particular del esquema presentado, teniendo como base la FDP y la FDA de la distri-

bucidon normal estdndar.

Proposicion 1.1.1. Sea f, una FDP sobre R, G(-) una FDA continua en los reales, y w(-)
una funcion real-valuada, tal que

fo(=2) = fo(2), w(—=2)=—w(z), Go(—z)=1-Gy(2), (1.1)

para todo z € R. Entonces

f(2) =2fo(2)Go{w(2) } (1.2)
es una FDP en R.
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Demostracién. Consideremos la funcion g(z) definida por g(z) = 2 [Go{w(2)} — 1] fo(2),

z € R. Por las condiciones dadas en (1.1) tenemos que

o(=2) =2 [Gotu(-2)} - 5] (-2

=2 |Go{—w(2)} — ﬂ fo(2)

=2|1- Go{w(z)} — %] folz)
— 9 {Go{w(z)} - ﬂ fo(2)
= —g(2).

Por lo tanto, ¢g(z) es una funcién impar. Ademads, como f; es integrable y G, es una
FDA, entonces, [2Go{w(2)} — 1| < 1luego, |g(2)| = [2Go{w(z)} — 1| |fo(2)| < |fo(2)]| =
fo(z), es decir, g(z) es integrable. De lo anterior se sigue que

0= [ g(:)a

:/RQGo{w(Z)}fo(z)dz_/Rfo(z)dz
:/R2G0{w<z)}f0(2)dz Yy

En consecuencia, [, 2Go{w(z)} fo(z)dz = [; f(z)dz = 1. Lo anterior prueba que f(z) es

una FDP con soporte en R.

Si seleccionamos fy = ¢, Gy = ® y w(z) = Az, para cualquier constante A € R, las
cuales cumplen las condiciones dadas en (1.2), obtenemos la FDP

o(z;A) =2p(2)P(Xz2), z€eR. (1.3)

Definicién 1.1.1. Decimos que una variable aleatoria Z € R tiene distribucion skew-normal
estdndar con pardmetro de asimetria \, denotada por Z ~ SN(\), si su FDP es dada por (1.3).

En la Figura 1.1 ilustramos diferentes formas de ¢(z; \) para varios valores de \.
Observamos que el pardmetro A controla la magnitud y direccién de la asimetria de
la distribuciéon. A medida que |)| se hace mds grande, la asimetria de la FDP es mds
pronunciada. Si A < 0, la FDP muestra una asimetria a izquierda. Si A > 0, la asimetria
es a derecha. Cuando A = 0, la FDP es simétrica y coincide con la FDP de la distribucién
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Figura 1.1: FDP de la distribuciéon skew-normal estdndar para (a) A = 0, —1, —10, (b)
A=0,1,10

normal estdndar. Lo anterior indica que la distribucién normal es un caso particular de
la distribucién skew-normal.

En el Teorema 1.1.1 introducimos pardmetros de localizacién y de escala para la
distribucién skew-normal.

Teorema 1.1.1. Sean &, w niimeros reales con w > 0. Si X = £ + wZ, donde Z ~ SN(N),
entonces la FDP de X es dada por

oz 6,0 \) :%90 (x_f) o (AI_§>, z € R. (1.4)

Demostracién. Consideremos la transformacién Z = (X — ¢)/w, donde Z ~ SN(\). El
Jacobiano de la transformacién es dado por J(z — z) = 1/w. Por lo tanto, a partir de
(1.3), tenemos que la FDP de X es dada por

36,07, 3) = —p((& — /3 V)

()0,

En el Teorema 1.1.1, el pardmetro ¢ es un pardmetro de localizacién y el parametro

w es un paradmetro de escala, los cuales determinan una familia de localizacién-escala
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para la distribucién de X cuando A es fijo.

Definicién 1.1.2. Decimos que la variable aleatoria X € R tiene distribucién skew-normal con

pardmetro de localizacion & € R, pardmetro de escala w > 0 y pardmetro de asimetria A € R si

su FDP es dada por (1.4). Escribimos X ~ SN(&, w?, \).

Como consecuencia de la Definicion 1.1.2, cuando £ = 0 y w = 1 obtenemos la FDP

(1.3). Reciprocamente, si X ~ SN(&,w?, \), entonces Z = (X — £)/w ~ SN(N).

En ellema 1.1.1 presentamos un resultado acerca de la distribucién normal estdndar

que nos permitira obtener la funcién generadora de momentos (FGM) para una varia-

ble aleatoria con distribucion skew-normal.

Lema 1.1.1. Si U ~ N(0, 1) entonces

k
V1 + h?

Demostracién. Sea U ~ N(0,1) y h, k € R. Note que

E(<I>(hU+k:)):cI>( ) h,k €R.

O(hU + k) = P(Zy < hU + k)
= P(Zy — hU < k),

donde Z; ~ N(0,1). Debido a que Zy — hU ~ N(0, 1 + h?), entonces

Zo — hU k
P(Z,—hU <k)=P <
(Zo < <\/1+h2 - \/1+h2)

()

De esta manera,

E(®(hU + k)) =E (CD (\/%))

(e

(1.5)

donde la tltima igualdad se obtiene al calcular el valor esperado de una constante.

En el lema 1.1.2 mostramos la FGM de una variable aleatoria distribuida skew-

normal.



Capitulo 1. Preliminares 8

Lema 1.1.2. Si X ~ SN(&,w?, \), entonces la FGM de X es dada por

2,2 A
Mx(t) = 2exp(&t + wt*/2)D <mwt> (1.6)

Demostracién. Usando la definicién de una FGM y la Definicién 1.1.2, tenemos que

Mx (t) = E(exp(tX))
= E(exp(t(¢ + wZ2))),

donde Z ~ SN(\). Calculando el valor esperado anterior obtenemos que

Mx (t) = exp(&t)E(exp(wtZ))

:exp(ﬁt)/Rexp(wzt)ng(z)CD()\z)dz

:2exp(§t)/R\/12_7Texp(wzt) exp(—22/2)®(A\z)dz

= 2exp(&t) /R \/12_7T exp(wzt — 22 /2 — wW?t? )2 + W?t? /2)®(\z)d 2
— Dexp(t + w2 /R \/127 exp(— (= — wh)2/2)B(\z)d=

= 2exp(ét + w?t?/2) / o(z —wt)P(A\z)dz.
R
Haciendo el cambio de variable u = z — wt tenemos que

M (f) = 2exp(Et + w?2/2) /R o) D(Mu+ Mwot))du

= 2exp(&t + w?t?/2)E(®(\U + Iwt)),

donde U ~ N(0, 1). Finalmente, usando el Lema 1.1.1 obtenemos el resultado.

En la Proposicién 1.1.2 mostramos que transformaciones afines de una variable
aleatoria con distribuciéon skew-normal también presentan distribucién skew-normal.
Recordemos que para cualquier ntimero real x la funcién signo, denotada por sgn(x),
se define por

1 siz>0,
sgn(z) =< 0 si z=0,

-1 si z<0.
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Proposicion 1.1.2. Sean a y b niimeros reales con a # 0. Si X ~ SN(&,w?, \), entonces
aX + b~ SN(a& + b, a®w?,sgn(a) \).

Demostraciéon. Sea Y = a.X + b, entonces la FGM de Y es dada por

Note que por definicién w > 0, entonces vw? = w. Por lo tanto, la FGM (1.6) la podemos

escribir como

Myx(t) = 2exp(&t + Wt /2)® ( (1.8)

A w? ) .
V14 A
A partir de (1.7) y (1.8) obtenemos que

My (t) = 2exp((a& + b)t + (aw)*t*/2)® ( \/Eat) :

A
Vite

Ahora, si a > 0, entonces

My (t) = 2exp((a& + b)t + (aw)*t*/2)® (ﬁ a%ﬂt)

= 2exp((aé + b)t + (aw)*t*/2)® (\/1 sgn(a >/\ Va2w2t> :

+ (sgn(a

para a < 0 tenemos que

My (t) = 2exp((a& + b)t + (aw)*t*/2)® (\/% \/a2w2t)
= 2exp((a€ + b)t + (aw)?t*/2)® <\/1 SgI;én)A POE \/a2w2t> :

En ambos casos concluimos que Y ~ SN(a€ + b, a’*w?, sgn(a) \).

1.2. Algunas propiedades de la distribucién skew-normal

En esta seccion presentamos algunas propiedades bésicas de la distribucion skew-

normal.
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Proposicion 1.2.1. Sea Z ~SN(X) con FDP ¢(z; \). Entonces

1. ¢(2;0) = p(z), para todo z € R;

2. ©(0;\) = ¢(0), para todo X\ € R;

3. —Z ~SN(—M\), equivalentemente p(—z; \) = p(z; —\), para todo z € R;

4. Si Zy ~N(0,1), entonces | Zy| y | Z| se distribuyen idénticamente;

5. Z? ~ X3, para todo \.

Demostracion.

1. ©(z;0) = 2p(2)P(0) = 2¢(2)/2 = ¢(2), para todo z € R.

2. p(0;\) = 20(0)®(0x \) = 2p(0)/2 = ¢(0) = 1/4/2, para todo ) € R.

3. Debido a la simetria con respecto al cero de la distribucién normal estdndar, tene-
mos que p(z) = p(—=z), para todo z. Por lo tanto, p(—z; \) = 2p(—2)P(A\(—2)) =
20(2)@((—N)z) = p(z; =), asi, —Z ~SN(—\) para todo z € R.

4. Sea Z; ~ N(0, 1), entonces para z; > 0

P(|Zo] < 20) = P(—20 < Zp < %)

20
_ / 2 (u)du,
0

donde la tltima igualdad se cumple por la simetria de la funcién ¢ con respecto

al cero.

Por otro lado, para cualquier z > 0 tenemos que

P(Z] < 2) = / 200(u) (M)l

—z

:/ 290(u)CI)(/\u)du+/OZQQO(U)@(Au)du

—z
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Haciendo el cambio de variable ¢ = —u en la primera integral tenemos que

P(|Z| <2z2) = —/ 20(—t)d(—\t)dt + /OZ 20 (u)P(Au)du
_ /0 T20()(1 — D)L + /0 () B (u)du
= /Z 20(t)dt — /Z 20(t)P(Nt)dt + /Z 20(u)P(Au)du

z

20(t)dt

[e=]

= P(|Z] < 2).

Lo anterior muestra que las variables aleatorias |Zy| y |Z| son idénticamente dis-

tribuidas.

5. A partir de la propiedad 4 tenemos que
P(Z* < 2) = P(1Z] < Vz) = P(|Z| < V2) = P(Z5 < 2),

lo cual muestra que Z? y Z3 son idénticamente distribuidas. Sabemos que Z§ ~

X3, esto implica que Z% ~ x3.

En la Proposicién 1.2.1, la propiedad 1 muestra que la distribucién normal estdandar
es un caso particular de la distribucién skew-normal, si ademds consideramos la varia-
ble aleatoria X ~ SN(¢,w?,0), un calculo directo en (1.4) muestra que ¢(z;&,w?, 0) =
exp(— (7 — €)?/2w?)/wVv2m, asf X ~ N(& w?). Si graficamos la FDP de Z ~SN()), la
propiedad 2 indica que ¢(0) es un punto de interseccién de las gréficas para todos los
valores de ), este hecho lo podemos observar en la Figura 1.1 donde graficamos la FDP
de la distribucién skew-normal estdndar para A = 0, —1,—10, 1, 10. La propiedad 3 es
una propiedad de reflexion, sefiala que cuando el signo de A\ cambia, la FDP se refle-
ja en el lado opuesto del eje z = 0, esto también se ilustra en la Figura 1.1, ademds,
esta propiedad es un caso particular de la Proposicién 1.1.2 tomando a = —1, b = 0,
¢ = 0yw = 1. La propiedad 5 presenta una importante relacién entre la distribuciéon
skew-normal estdndar y la chi-cuadrado ya que la distribucién chi-cuadrado es usada

frecuentemente en inferencia estadistica.
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1.3. Distribucion log-skew-normal

En esta seccién presentamos la definicién de la distribucion log-skew-normal (LSN)
[23]. Posteriormente, mostramos algunos resultados que establecen la manera en que
algunos pardmetros se relacionan con cuantiles de la variable aleatoria. Estas relaciones
nos permitiran interpretar los pardmetros de la distribucién LSN como caracteristicas

de la variable de interés, hecho que es muy importante en el modelado estadistico.

Definicién 1.3.1. Decimos que la variable aleatoria positiva Y tiene distribucién log-skew-
normal con pardmetro de escala & > 0, pardmetro de dispersion relativa w > 0y pardmetro de
asimetria X € R, silog(Y') ~SN(log(€),w?, \). Escribimos Y ~ LSN(E, w?, \).

En el Teorema 1.3.1 presentamos la FDP de una variable aleatoria con distribucién
LSN.

Teorema 1.3.1. La FDP de Y ~ LSN(E, w?, \) estd dada por

L (B9 g (49 0

Yyw w w

Demostracién. Usando la Definicién 1.3.1, consideremos la transformacién X = log(Y'),
donde X ~ SN(log(¢),w?, ). El Jacobiano de la transformacion es dado por J(z — y) =
1/y. Por lo tanto, mediante (1.4) encontramos que la FDP de Y es dada por

fr(y) = §¢<log<y>; log(€), w?, )

_ 2 (1og(y)—log(§)) o (A log(y)—log(ﬁ))

_y_w

En el Teorema 1.3.2 afirmamos que si Y ~ LSN(&, w?, \), entonces todos los cuantiles
de Y son proporcionales al pardmetro &.

Teorema 1.3.2. Si Y ~ LSN(&,w?, ), entonces el a-cuantil y, de’Y, a € (0, 1), satisface

Yo = §exp(w QQ)7 (110)

donde q, es el a-cuantil de 7 ~ SN(\).
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Demostracién. Sea Y ~ LSN(&,w?, \) y « € (0, 1). El a-cuantil y, de Y es dado por

P(Y < ya) = o P(log(Y) <log(ya)) = o
“p (log(Y) —log(€) _ log(ya) — 10g(£)) . 111)

w W

ComoY ~LSN(&,w?, ), entonces log(Y)~ SN(log(€),w? A\ y Z = (log(Y)—log(€))/w ~
SN(0, 1, A). Por lo tanto, a partir de (1.11) tenemos que

10g(ya) — 10g(£))

W

P(Z§ =

)

de lo cual concluimos que (log(y,) —log(§))/w = ¢a, donde g, es el a-cuantil de Z. Asi,
Ya = fexp(w Qa)-

El Teorema 1.3.2 motiva el estudio de regresion a través de la distribucién LSN, ya
que si dotamos al pardmetro de escala £ de una estructura de regresion, entonces todos
los cuantiles de la variable respuesta Y seran afectados por un conjunto de variables
explicativas. Por ejemplo, si suponemos que log(§) = >}, x;3;, donde cada 3; es un
pardmetro de regresiéon desconocido y las 2's son variables explicativas, tendriamos
que exp(3;) es el efecto multiplicativo por cambio unitario en z; sobre los cuantiles de

Y. En el Capitulo 3 profundizaremos en esta metodologia.

Sea Y ~ LSN(&,w? \), un coeficiente de variacion basado en cuantiles [33] para YV’

se define por

_ 3 Ys/a — Yy

Cv
Yy Yi/2

(1.12)

En el Lema 1.3.1 establecemos una funcién monétona creciente que nos facilitara la
interpretacion del pardmetro w como un pardmetro de dispersion relativa de la distri-

bucién de Y.

Lema 1.3.1. Sean a, by c constantes tales que a < b < c. Para x € R, la funcién h(x) definida

por
3 exp(cx) — exp(ax)
M) = 150 (1.13)

es monotona creciente.

Demostracién. Sean a, b, y ¢ constantes tales que a < b < c. Derivando (1.13) obtene-

mos que
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W () 3 exp(bz)(cexp(cr) — aexp(ar)) — bexp(br)(exp(cz) — exp(ax))
4

exp(2bx)
= Topn celer) — aexplaz) — bexpler) + bexp(az)
3
:élex—p(bx)[(c —b) exp(cx) + (b — a) exp(ax)].

Como a < b < ¢, entonces (c —b) > 0y (b —a) > 0; ademds exp(x) > 0 para todo x. Por

lo tanto, A'(x) > 0. Asi, la funcién h(x) es monétona creciente.

En el Teorema 1.3.3 establecemos la relaciéon entre el CVy y la funcién (1.13) definida
en el Lema 1.3.1.

Teorema 1.3.3. Sea Y ~ LSN(E, w?, \), entonces el CVy definido en (1.12) se puede escribir
como funcion de w mediante la forma (1.13).

Demostracién. Sea Y ~ LSN(&, w?, \) y ¢, el a-cuantil de Z ~ SN()), a € (0, 1). Por lo
tanto, reemplazando (1.10) en (1.12) obtenemos que

exp(gs/aw) — exp(qijaw)

CVy =
exp(qi/2 w)

(1.14)

A~ w

Sabiendo que q;/4 < q1/2 < g3/4, Obtenemos el resultado.

Como consecuencia del Teorema 1.3.3 tenemos que para una variable aleatoria Y’
con distribucién LSN, el CVy depende del pardmetro w a través de la funcién dada en
(1.14), la cual es monétona creciente, es decir, al aumentar (o disminuir) el valor de w
aumenta (o disminuye) el valor de CVy. Por lo tanto, podemos interpretar a w como

un parametro de dispersion relativa de la distribucién de Y.



Capitulo 2

Modelo de Regresion Lineal

log-skew-normal

En este capitulo definimos el modelo de regresion lineal log-skew-normal el cual
nos permitird modelar la relacién entre los cuantiles de una variable aleatoria positi-
va y un conjunto de variables explicativas. Adicionalmente, describimos la estimacién
de los pardmetros del modelo con base en el método de méaxima verosimilitud y esta-
blecemos una interpretacién para los coeficientes de regresion. Finalmente, definimos
intervalos de confianza y pruebas de hipétesis para los coeficientes de regresién basa-

dos en la matriz de informacidn observada.

2.1. Definicién

Sean Y1, ...,Y, variables aleatorias independientes que representan las mediciones
de una variable aleatoria positiva Y en n individuos. El modelo de regresion lineal

log-skew-normal se define como

Y; S LSN(&;, w2, \)

(2.1)

log(&:) =z B,
parai = 1,...,n, donde z; = (z;1,...,x;) es el vector que contiene las mediciones
del i-ésimo individuo en las variables explicativas z, ..., z,. De esta manera, x;; re-

presenta el valor observado del i-ésimo individuo en la j-ésima variable explicativa,
jg=1,....r; 8= (b,...,05,) esel vector de los pardmetros de regresion. Los pardme-
tros a estimar en el modelo (2.1) son f3, ..., B,,w y A, para un total de r + 2 pardmetros.

El modelo de regresion lineal (2.1) permite estudiar la relacién entre cuantiles de

15
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la variable respuesta Y y un conjunto de variables explicativas z1, ..., z,. Ademads, el
Teorema 1.3.2 nos permite establecer una interpretaciéon para los pardmetros de regre-
sién. En efecto, a partir de (1.10) tenemos que la forma funcional del a-cuantil y, de Y,
a € (0,1), bajo el modelo (2.1), es dado por

Ya = €Xp (Z Bizj +w Qa> ; (2.2)
=1

donde ¢, es el a-cuantil de la variable aleatoria skew-normal estdndar Z ~ SN(\). Por
lo tanto, exp(f3;) es el efecto multiplicativo por cambio unitario de z;, cuando todas
las demads variables explicativas se mantienen fijas. Esto quiere decir que todos los
cuantiles de Y se ven afectados a través de otras variables.

De (2.2) observamos que el a-cuantil de Y varia de acuerdo a un valor comun
¢o ponderado por el parametro de dispersion relativa. Por lo tanto, la estimacién de
Yays - - - » Yo, Tequiere las estimaciones de B, w y A obtenidas en un solo ajuste del mode-
lo (2.1) y el célculo separado de q,,, - - -, Ga,,-

En el modelo (2.1) tenemos que Y; RLSN(&, w2, ), parai=1,...,n,dondelog(&) =

z.f3, lo cual es equivalente a
log(Yi) ~ SN(=} 8, \), (2.3)

de esta manera, el modelo (2.1) es equivalente a un modelo de regresion lineal skew-
normal [9] con respuesta log(Y"). Por lo tanto, los pardmetros involucrados en el modelo
de regresion lineal LSN pueden ser estimados a través de un modelo de regresion lineal

skew-normal con respuesta log(Y").

2.2. Estimacion de los parametros

Denotemos por B,@ y A a los estimadores de maxima verosimilitud de 8, w y A,
respectivamente.
Sean yi, ..., y, los valores observados de una muestra aleatoria Y7, ...,Y,, a partir

de (2.3) tenemos que la funcién de log-verosimilitud es dada por ¢ = Y, ¢;, donde

b = log(2) ~ logl) + log { (FELL=ZRY | i tog fo (4 =22 ) ]

W

— log(2) — log(w) + log { \/127 exp (— <log(yi2)w; e )2> } + log {(I) ()\ —log(y"zd_ 2, ) }

~ log(2/v/37) — log(w) — Lo8ly:) — T8 1 log {@ ()\ bg(y)—_w) } . (2.4)

22 w
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Si tomamos v; = (log(y;) — z,8)/w, las componentes del vector score para un ¢ fijo se

pueden deducir de (2.4), y son dadas por las siguientes derivadas [9, Sec. 3.1]

orB  w  wd(v)
oG 1 v} (M)

7

o o W wdOw)
o d(\y)

(2.5)

Para encontrar 3, y A igualamos a cero la suma correspondiente de términos (2.5),

es decir

n

Zvi —A Zw(mi)/@mi) =0

D ovF =AY vip(A) /(M) =n (2.6)

1=1 i=1

Z vip(Av;) /B () = 0.

La presencia del término no lineal ¢(Av;)/®(\v;) en las ecuaciones (2.6) hace que
no sea posible encontrar la solucién explicita para estas ecuaciones, por lo tanto, se
deben emplear procedimientos de busqueda numérica implementados en paquetes
computacionales. Por esta razén, el andlisis del modelo de regresion lineal propuesto
se llevara a cabo utilizando el software R [31].

Azzalini [9] propone considerar la maximizacién directa de la funcién de
log-verosimilitud para encontrar B.& y . Para realizar este trabajo numérico usaremos
el paquete sn [5] en R, este paquete tiene disponible varios métodos de optimizacién
numérica entre los cuales se encuentran algunos métodos basados en el método cuasi-
Newton [27, Cap. 6], el método Nelder-Mead [27, Sec. 9.5], un método de gradiente

conjugado [27, Sec. 5.2], entre otros.

2.3. Intervalos de confianza y pruebas de hipétesis

Seaf = (B',w, \)’ y 0 el estimador de méxima verosimilitud de , vamos a aproximar
la distribucién de # mediante una distribucién normal con matriz de covarianza dada
por la matriz inversa de la matriz de informacién observada, en [9, Sec. 3.1] podemos

encontrar una expresion para esta matriz.
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Sea 7 la matriz de informacion observada para 6, la cual es de orden (r+2) x (r+2).
La teoria asintotica [13] asegura que  ~ N, 5(8,Z7'), donde Z~! es la matriz inversa
de Z. Por lo tanto, la matriz de covarianza asintética de 6 es

Cov(®) =T |, - 2.7)

La raiz cuadrada de los elementos en la diagonal principal de (2.7) proporciona la es-

timacion del error estdndar asintético para 0w k=1,2,...7+2.En particular para Ej,

j =1,...,7, que son ttiles para procedimientos inferenciales sobre los coeficientes de
regresion.
Seaa € (0,1)y SE(BJ) el error estdndar asintético de Ej, j =1,...,r. Un intervalo

asintético del 100(1 — «) % de confianza para ; es dado por BJ + 21-a/2 §]\E(§J), donde
21—q/2 denota el percentil 100(1—«/2) de la distribucién normal estandar. Este intervalo
de confianza nos permite cuantificar el efecto de la variable explicativa z; sobre la
variable respuesta Y. Por otro lado, la hipétesis nula Hy : 3; = 0 puede contrastarse
con la hipétesis H; : ; # 0 usando el estadistico de Wald W = (B\] / §I\E(BJ))2, el cual
sigue una distribucion asintética x* con un grado de libertad.

El paquete sn [5] también calcula la matriz de covarianza asintética de 6, a partir
de la cual es posible calcular los errores estdndar.



Capitulo 3

Aplicacion a datos de recién nacidos

Las mediciones antropométricas evaluadas al nacer ayudan a predecir el crecimien-
to y a identificar el riesgo de patologias en los recién nacidos, que incluso pueden llevar
a situaciones de mortalidad [29]. El peso es uno de los pardmetros importantes ya que
el peso bajo al nacer es un factor de riesgo determinante en la muerte neonatal [19]. Se
han establecido varias tablas de referencia para la medida del peso que buscan evaluar
el crecimiento de los recién nacidos, dichas tablas consisten en curvas de percetiles en
funcién del sexo y la edad gestacional al nacer [16, 32]. Nuestro enfoque es construir
curvas cuantilicas para el peso bajo asimetria usando el modelo de regresién lineal

log-skew-normal.

3.1. Descripcion de los datos

El conjunto de datos corresponde a los nacimientos reportados por el Hospital Ma-
nuel Uribe Angel, de enero de 2018 hasta septiembre de 2019, en el municipio de En-
vigado, Antioquia, Colombia [14]. La variable respuesta en este estudio es el peso (en
gramos) del recién nacido. Las variables explicativas utilizadas son: sexo (S; 0 para fe-
menino, 1 para masculino), tiempo de gestaciéon (TDG; en semanas), edad de la madre
(EM; en afios) y edad del padre (EP; en afios). Descartamos algunos casos con valores
negativos para la edad del padre y datos faltantes, obteniendo una muestra con 9824
mediciones. Nuestro objetivo es estudiar la relacién entre el peso y las variables ex-
plicativas y determinar cémo varian los cuantiles del peso de acuerdo a las variables
explicativas.

La Figura 3.1 proporciona un anélisis descriptivo de los datos. En las Figuras 3.1(a)
y (b) observamos que los cuantiles del peso se ven afectados por el sexo y el tiem-
po de gestacién, mientras que la edad de la madre y del padre parece tener un efec-

to mas débil en los cuantiles del peso, segtn lo indican las Figuras 3.1(c) y (d). Pa-

19
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ra estudiar estas relaciones ajustamos el modelo de regresion lineal log-skew-normal
Y; © LSN(&;, w?, \), donde

log(&;) = b1 + 52S; + BsTDG; + B4.EM; + 55EP;,

parat=1,...,9824.

3000 5000
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2300
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Figura 3.1: Analisis descriptivo: Boxplots comparativos (a) peso vs. sexo; lineas de
cuartiles (b) peso vs. tiempo de gestacion, (c) peso vs. edad de la madre, (d) peso vs.
edad del padre.
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En la tabla 3.1 presentamos los estimadores de maxima verosimilitud para los parame-
tros de regresion , los errores estandar asintéticos, intervalos de confianza del 99 % y
el valor-p de la prueba de Wald para contrastar Hy : 3; = OcontraH, : §8; # 0, j =
1,...,5 para el modelo (3.1). Notamos que para este modelo, el sexo, el tiempo de
gestacion y la edad de la madre son variables significativas, mientras que la edad del
padre no lo es.

Eliminando la variable edad del padre, ajustamos el modelo Y; ~ LSN(&;, w?, \),
donde

log(&:) = B1 + B2Si + B3TDG; + B,EM;, (3.2)

parai = 1,...,9824. La tabla 3.2 indica que las variables sexo, tiempo de gestaciéon y
edad de la madre son significativas, por lo tanto, consideramos el modelo (3.2) como el
modelo final. Para el modelo final, la estimativa de maxima verosimilitud del pardme-
tro de asimetria es A = —1,2912 con un error estandar igual a 0,0644 y la del parametro
de dispersion relativa es & = 0,1604 con un error estandar de 0,0025; el valor de \indica

el ajuste de un modelo asimétrico.

Tabla 3.1: Estimaciones, error estdndar asintotico (SE), intervalos de confianza asintoti-
cos del 99 % y valor-p de la prueba de Wald asociado al modelo (3.1)

Variable Peso
explicativa Estimacion  SE L.inf L.sup valorp
Intercepto 5,3120 0,0312 5,2316  5,3925 0,0000
Sexo 0,0316 0,0025 0,0252  0,0380 0,0000
Tiempo de gest. 0,0714 0,0008  0,0694  0,0734 0,0000
Edad madre 0,0014 0,0002  0,0008 0,0021 0,0000
Edad padre 0,0004 0,0002 —0,0001 0,0010 0,0400

Tabla 3.2: Estimaciones, error estandar asintético (SE), intervalos de confianza asintoti-
cos del 99 % y valor-p de la prueba de Wald asociado al modelo final (3.2)

Variable Peso

explicativa Estimacion SE  L.inf L.sup valorp
Intercepto 5,3163 0,0312 5,2360 5,3966 0,0000
Sexo 0,0316 0,0025 0,0252 0,0380 0,0000
Tiempo de gest. 0,0714 0,0008 0,0694 0,0734 0,0000
Edad madre 0,0018 0,0002 0,0012 0,0023 0,0000
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3.2. Modelado de cuantiles

La ecuacion (2.2) nos permitié establecer una interpretacién de los parametros de
regresion para estudiar la manera en que las variables explicativas afectan los cuantiles
de la variable respuesta. A partir del modelo final (3.2) tenemos que la forma funcional

del a-cuantil del peso, y,, a € (0,1), es dado por
o = exp(5,3163 + 0,0316 S + 0,0316 TDG + 0,0018 EM + 0,1604 3, (3.3)

donde g, es el a-cuantil de Z ~ SN(—1,2912). En la figura 3.2 presentamos las cur-
vas cuantilicas ajustadas para el peso vs. el tiempo de gestaciéon para los percentiles
0,5; 5;25; 50; 75;95 v 99,5 del modelo final. En este caso fijamos la edad de la madre en
su promedio para cada nivel de la variable sexo, 26,18 afios para femenino y 26,17 afios

para masculino.

(a) (b)

5090
5090

Peso (Femenino)
K
Peso (Masculino)
2815

o o
B B
22 32 42 22 32 42
Tiempo de gestacion Tiempo de gestacion

Figura 3.2: Curvas cuantilicas ajustadas (para los percentiles 0,5; 5; 25; 50; 75; 95 y 99,5
de abajo hacia arriba) para peso vs. tiempo de gestacion, para la edad de la madre
tijada en su promedio. (a) femenino; (b) masculino.
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Conclusiones y sugerencias

En este trabajo estudiamos la familia de distribuciones skew-normal y presentamos
algunas de sus propiedades basicas. Partiendo del estudio de esta familia, definimos
la distribucién log-skew-normal que se basa en aplicar una transformacién logaritmica
a una variable aleatoria con distribucién skew-normal. Mostramos que la distribucién
log-skew-normal es adecuada para modelar datos positivos y asimétricos. También
estudiamos algunas propiedades importantes que nos permitieron establecer la inter-
pretacion de sus pardmetros y su relaciéon con los cuantiles de la variable de interés, lo
cual hace que esta distribucién sea llamativa para fines de modelado estadistico usan-
do regresiéon. Asimismo, propusimos el modelo de regresion lineal log-skew-normal
que permite estudiar la relaciéon entre un conjunto de variables explicativas y su rela-
cién con cuantiles de la variable respuesta. Ademads, establecimos la relacién de este
modelo con el modelo de regresion lineal skew-normal y definimos intervalos de con-
fianza y pruebas de hipoétesis para los coeficientes de regresion basados en la matriz de
informacioén observada. Finalmente, presentamos una aplicacién a datos de recién na-
cidos donde se discutié una alternativa para la construccién de curvas cuantilicas que
son ampliamente utilizadas en medicina. Es de resaltar que el modelo de regresién
lineal log-skew-normal es nuevo dentro de la literatura estadistica.

En trabajos futuros buscamos desarrollar procedimientos de diagnoéstico para el
modelo de regresion lineal log-skew-normal y estudiar las distribuciones skew-normal
y log-skew-normal multivariadas con el objetivo de proponer modelos de regresiéon
que permitan considerar asociaciones entre las variables respuesta. Adicionalmente,
abordaremos otras familias de distribuciones, como por ejemplo la log-skew-¢ y log-
skew-slash y sus versiones multivariadas, que sean apropiadas para modelar datos
positivos asimétricos y con presencia de valores atipicos. Igualmente, en futuras inves-
tigaciones compararemos nuestra metodologia con regresion cuantilica cldsica y otras

metodologias paramétricas y no-paramétricas para el modelado de cuantiles.
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