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Introduccion

El primer objetivo de este trabajo es estudiar las cadenas de Markov a tiempo discreto [1, 2, 3]. Estas cadenas
de Markov (X, )nen, son procesos estocasticos que cumplen la propiedad markoviana: Si para todo entero n > 0
y cualquier subconjunto finito {zg, 21,22, ..., Zn, Tsry1} de posibles estados de S, se cumple que:

IF)()(n+1 = 1'7L+1|XO =z0, X1 =21,..., Xp1 =Tp_1,Xp, = xn) = ]P)(Xn-i-l = $n+1|Xn = xn)

La ecuacion anterior se conoce como propiedad markoviana. Informalmente hablando, lo que representa
la ecuacién anterior es que: si conocemos el presente y el pasado de un proceso, el futuro solo depende del
presente, o de igual forma, es independiente del pasado del proceso. Entre los modelos més conocidos de las
cadenas de Markov, estdn los paseos aleatorios sobre Z, que se definen de la siguiente manera: Sean X7, Xo,. ..
variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas con funcién de distribuccién P(X; = 1) =py
P(X; =—-1)=1—p, y sean ademds So =0y S, = S,—1 + X, para n > 1. Entonces {S,}nen, €s una cadena
de Markov con espacio de estados S = Z y probabilidades de transicién para todo i,j € S, dadas por:

P, sij=1+1
Dij = 17]7, Slj:’éfl
0, en otro caso.

Note que S, es la posicion de la particula en el tiempo n, este proceso se puede observar como una particula que se
mueve en los enteros vistos como un grafo, donde los vértices son los niimeros y las aristas estardn determinadas
por las probabilidades de moverse a derecha con probabilidad p o moverse a izquierda con probabilidad 1 — p.

Este modelo tiene varias generalizaciones, entre ellas destacaremos las siguientes dos: La primera es el paseo
aleatorio simétrico en Z?2 y Z? [4, 5] donde la particula inicialmente en el origen, puede saltar a sus vecinos con
igual probailidad. La segunda es el modelo de los sapos en Z [6, 7], en este modelo aumentaremos el niimero
de particulas sobre el grafo, donde en un instante inicial cada vértice i € Z\{0} estd ocupado por particulas
n; € Z*, donde 1 := (1;), ademés asumimos que hay dos tipos de particulas, las activas y las inactivas, donde
cada particula activa realiza de forma independiente a las demas particulas, un paseo aleatorio en Z con proba-
bilidad de salto a derecha p para p € (0,1).

Una de las preguntas interesantes que hay dentro de las cadenas de Markov es la siguiente: ;Hay algtin chance
de que la particula nunca retorne al estado inicial? Asociados a esta pregunta aparecen dos conceptos funda-
mentales dentro de las cadenas de Markov, los cuales son los estados de recurrencia y transitoriedad.

Nuestro primer proposito en este trabajo es estudiar y demostrar la recurrencia y transitoriedad del paseo alea-
torio simétrico en Z2 y Z3, mostrando que estos modelos son recurrentes y transitorios, respectivamente. Para
el modelo de los sapos en Z basaremos el estudio en [7] y mostraremos bajo qué condiciones este modelo es
recurrente o transitorio.
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En el capitulo final estudiaremos la conexién de las cadenas de Markov con las dlgebras de evolucién [38]. Este
tipo de dlgebras no asociativas [9, 10], surgen como respuesta matemdtica al origen de la genética no mendeliana,
introducidas por J.P. Tian y P. Vojtechovsky en 2006. Las algebras de evolucién tienen una gran conexion, no
solo con las cadenas de Markov sino también con la teoria de grafos. En este 1ltimo capitulo mostraremos por
medio de algunos ejemplos, cudndo una cadena de Markov (X,,)nen, genera un élgebra de evolucién.



CAPITULO 1
NOCIONES DE PROBABILIDAD

En este primer capitulo presentaremos algunos conceptos basicos de la teoria de la probabilidad, necesarios para
la comprensién de los capitulos restantes. Basaremos nuestro estudio en [11, 12] para la parte de probabilidad,
ademds de esto necesitaremos conocimientos basicos de la teoria de conjuntos, que el lector podra consultar en

[13].

1.1. Espacio de probabilidad

Definicién 1.1. Sea ) un conjunto diferente del vacio. Una coleccion F de subconjuntos de §2 es una o-dlgebra
sobre ), si:

1. Qe F.

2. Si A e F, entonces A € F.

3. Si A; € F para todo i € N, entonces U A; e F.

i=1

Notemos que las o-dlgebras son cerradas respecto a complementos, intersecciones y uniones contables. A los
subconjuntos de €2 que pertenecen a la o-dlgebra F los llamaremos eventos. La unién de n conjuntos la
denotaremos con:

Ja=404u0---UA,

i=1
La interseccién de n conjuntos la denotaremos con:
n
(A =A1NAN---N A,
i=1
Consideraremos también la unién infinita contable de conjuntos y la interseccion infinita contable de conjuntos:

JAi=Au4u-ud, Uy (NA=4Nn40NA,N--

i=1 =1



El conjunto infinito formado por los elementos Aj, As, As, ..., lo abreviaremos por {A4;}°; v lo llamaremos
familia o coleccién de eventos. Si o, A; = €, diremos que {4;}$2; es un conjunto exhaustivo. En caso de
que A; N A; = ¢ para todo ¢ # j, con 4,5 = 1,2,..., es decir, disjuntos dos a dos, diremos que los elementos
del conjunto {A;}$2; son mutuamente excluyentes. Si el conjunto {4;}2, es exhaustivo y sus elementos
son mutuamente excluyentes y cada A; # ¢ para todo i € {1,2,...}, entonces llamaremos a {4;}°, una
particién de €.

Veamos ahora algunos ejemplos de conjuntos que son o-algebras y uno que no lo es.
Ejemplo 1.1.

= Para todo conjunto 2 # ¢, tenemos la o-dlgebra trivial Fo = {¢, 2}, que es la o-dlgebra mds pequenia de
subconjuntos de €).

= Para todo conjunto Q # ¢, tenemos P(Q2) = {A: A C Q} que es la o-dlgebra més grande de subconjuntos
de Q. Esta es también conocida como partes de 2.

» La menor o-dlgebra sobre R que contiene todos los intervalos de la forma (—oo,a] con a € R, se llama
o-algebra de Borel y la denotaremos por B.

= Consideremos Q = {1,2,3} y sea F; = {¢,Q,{1},{1,2}}. Es claro que este conjunto cumple la propiedad
1y 3 de o—algebra, sin embargo no cumple con la propiedad 2, ya que, aunque {1} € Fi, no se cumple
que {1}¢ = {2,3} € F;. Por tanto F; no es una o-élgebra.

Una vez definidos los conjuntos que llamamos eventos, definiremos una funcién que nos permitird calcular las
probabilidades de ocurrencia de dichos eventos, recordando que los eventos representaran posibles resultados de
un experimento de interés.

Definicién 1.2. Sea (2, F) donde Q2 # ¢ y F es una o-dlgebra sobre Q. Definimos la funcién de probabilidad
P:F —[0,1] como la funcion que cumple las siguientes propiedades:

1. Para todo evento A, P(A) > 0.
2. P(Q)=1.

3. Si para todo i € N, los A; son eventos mutuamente excluyentes, entonces:
o0 (o]
P (U AZ-) => P(4).
i=1 i=1

Estas tres propiedades son conocidas como los axiomas de probabilidad.

Con las definiciones de o-algebra y de funcién de probabilidad ya podemos definir un espacio de probabilidad,
dicho espacio es un modelo matematico que permite describir los resultados de fenémenos o experimentos
aleatorios.

Definicién 1.3. Un espacio de probabilidad es una terna (Q, F,P) donde:
1. Q es cualquier conjunto distinto de vacio.

2. F es la o-dlgebra sobre el conjunto 2.

3. P es la funcion de probabilidad en (Q, F).



Ejemplo 1.2. Consideremos el experimento de lanzar dos dados equilibrados y observar los resultados de cada
dado. Para este experimento vamos a trabajar con el conjunto Q = {(a,b)|a,b € {1,2,3,4,5,6}} y la o-dlgebra
P(Q). Nuestra funcién de probabilidad serd, en este caso, igual a:

7

jo

Si consideramos el evento A=“La suma de los resultados de los dados es igual a 6 o 8 7, entonces:
A={(1,5),(2,4),(3,3), (4,2),(5,1),(6,2),(5,3),(4,4),(3,5),(2,6)} € F,

por tanto: P(A) = |A|/|QY] = 10/36 = 5/18.

P(A) =

Cuando tenemos un espacio ) con un nimero finito de elementos y asumimos que los resultados siempre son
equiprobables, es decir, todos tienen la misma chance de ocurrir, entonces las probabilidades se calculan como:
# casos favorables/# casos totales.

Teorema 1.1. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad. Entonces:

1. P(¢) = 0.
2. Para todo evento A, P(A°) =1 — P(A).

3. St A C B, entonces P(A) <P(B) y P(B\A) :=P(BnN A°) =P(B) — P(A).
4. St A y B son dos eventos cualesquiera, entonces P(AU B) =P(A)+P(B) —P(AN B).

Demostracion: Usando los axiomas de probabilidad y la teoria de conjuntos tenemos que:
1. QNed=¢y ¢N¢o= ¢, por tanto:
1=P(Q)=PQUpU---Ug) =P(Q) + nP(s),
y ya que, 0 < P(¢) y n > 0 concluimos que P(¢) = 0.
2. Para cualquier evento A C §2 tenemos que, AU A =Q y AN A° = ¢, asi:
1=P(Q) =P(AU A°) =P(A) + P(A°),
por tanto, P(A°) =1 —P(A).

3. Como A C B, al evento B lo podemos reescribir como B = (BN A¢)UA y ya que BN A = B\ A, tenemos
que:

P(B) =P((B\A) U 4)
P(B\A) +P(A)
P(A).

P(A).

) =
4. Como el conjunto AUB = A\(ANB)UB, (AN B) C Ay ademds los conjuntos A\(AN B) y B son
disjuntos, entonces:

| \/

Ademds, podemos concluir que P(B\A) = P(B

P(AUB) =P(A\(ANB)UB)

A\(ANB)) +P(B)
A)—P(ANB)+P(B) item 3
A)+P(B) —P(AN B).



Una proposicién que nos sera de utilidad en el capitulo 4 es la siguiente.

Proposicién 1.2. Si P(A;) =1 para cada i € N, entonces P (ﬂ Ai> =1.

=1

Demostracién: La funcién de probabilidad es sub-adictiva, es decir, para cualquier coleccién de eventos se

cumple que:
P (U AZ-) < ZIP’(Ai).

i=1

En particular, si para cada i € N, se cumple que P(Af) = 0, entonces: P (o, Af) < >0, P(Af) = 0. Por

tanto, tenemos que:
P Al =1-P A | =1.
() =+-+(0) .

El item 4 del Teorema 1.1 lo podemos extender a una unién de Aq, As, ..., A, eventos, esto se puede probar
por induccién y se llama la férmula de inclusién-exclusion dada por:

P(AyUAy U UA,) =Y P(A) — > P(Ay, NA,)+...
i=1 i1 <iz
DY P(AL N AL NN A
11 <ip<...<irp

+(=1)"MP(A N4y NN A,

donde la suma 3, _; ., P(A;; NA;, N---NA; ) se toma sobre todos los posibles subconjuntos de tamafio

r del conjunto {1,2,...,n}.

Notemos que el axioma 3 de los axiomas de probabilidad, vale para un ntmero finito de elementos, este hecho
lo usamos en el item 2 del teorema anterior, en efecto, tenemos que:

P (U AZ) =Y B4,
=1 =1

considerando A, = ¢, parai € {n+1,n+2,...},

Ja-(a.
=1 =1

Dados los axiomas de probabilidad sabemos calcular la probabilidad de una unién infinita de eventos disjuntos,
donde dicha probabilidad es igual a la suma de sus probabilidades. Por la férmula de inclusién-exclusién que
mencionamos en el item 4 del Teorema 1.1 podemos encontrar probabilidades para eventos que no son disjun-
tos, pero en el caso finito. Ahora bien, ;podremos calcular probabilidades de uniones o intersecciones en el caso
infinito? El siguiente teorema nos dard una férmula para calcular ciertas probabilidades con algunas condiciones
sobre los eventos.

Teorema 1.3. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y sea (A;) una sucesion de elementos de F. Entonces:

4



1. Si{A;}32, es una sucesion tal que A; C A;q1 parai=1,2,..., entonces:

P (U AZ-> = lim P(A4;).
71— 00
1=1

2. Si {A;}2, es una sucesion tal que A;p1 C A; parai=1,2,..., entonces:

(ﬂ A) = lim P(4;).
1—00
Demostracién: Tengamos en cuenta que si A, B € F, entonces A € F y por tanto, A°UB € Fy (A°UB)¢ =

AU B¢ e F, lo que implica que (A°U B)¢ = AN B¢ € F. Recordemos que AN B¢ = A\B.

1. Sea By = A1y B, = A;\A4;1 para todo i = 2,3,... Entonces B; € F y ademds B; N B; = ¢ sii # j,
luego A; =By UByU---UB; =U,_B,. Sea A U > 1 B,. Entonces:

P(A;) =P (U Bn) =Y P(B.) v P(A) =) P(Bn),

ya que lim P(4;) = ZlggoZP Zl]P(Bn) =P(A).

2. Como A; es una sucesion tal que A; O A;11 para todo i > 1, la sucesion de complementos es tal que

Af C Af, | para todo i > 1, luego aplicando el item anterior tenemos que:

P(@Ag) e

El teorema anterior se refiere a sucesiones mondétonas de conjuntos, en particular, una sucesién de conjuntos
que satisface el item 1 se conoce como sucesién creciente de eventos, mientras una que satisface el item 2 se
conoce como sucesion decreciente de eventos.

1.2. Probabilidad condicional e independencia

Retomemos el Ejemplo 1.2 para dar una introduccién a la probabilidad condicional y definamos el siguiente
evento B:= “el resultado del segundo dado es 5”. Supongamos ademds que el evento B ocurrid, ;qué podemos
decir de la ocurrencia del evento A?, es decir, jcuédles son los casos donde la suma de los resultados es 6 o 8, dado
que el resultado del segundo lanzamiento es 57 Podriamos pensar por un momento, que la probabilidad pedida
es 2/36=1/18, ya que solo tenemos dos posibles casos que cumplen esto, el (1,5) y (3,5). Esto es un resultado
erréneo ya que, aunque solo hay dos casos posibles que cumplen las condiciones pedidas, estamos dividiendo
sobre el total de casos posibles. Ahora bien, como estamos en la suposiciéon de que el evento B ocurrid, nuestro
espacio muestral cambid, ya solo nos limitamos al evento donde el resultado del segundo dado es igual a 5, es
decir, B = {(1,5),(2,5),(3,5),(4,5), (5,5),(6,5)} v de all{ extraemos cuales son los casos donde la suma de sus
resultados sea igual a 6 o 8, que efectivamente son los casos (1,5) ¥ (3,5), por lo cual la probabilidad pedida es
igual a 2/6=1/3. Notemos 2 cosas:



1. El primer razonamiento puede ser visto como la probabilidad de la interseccién de los eventos A y B, es
decir, AN B="la suma del resultado de los dados es 6 o 8 y el resultado del segundo dado es 5”, por tanto
P(ANB)=|ANB|/|Q| =2/36=1/18.

2. La probabilidad pedida afect6 la probabilidad del evento A, es decir, la probabilidad pedida es distinta a
la probabilidad de A y la podemos calcular como P(A N B)/P(B).

Definicién 1.4. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad. Si A, B € F y P(B) > 0, entonces la probabilidad
condicional de un evento A, conociendo que el evento B ocurrid, la denotaremos por P(A|B) y la leeremos
“probabilidad de A dado que B ocurrié” o, simplemente, “probabilidad de A dado B” y la definimos como:

P(AN B)

P(A|B) := ()

El siguiente resultado nos muestra que la probabilidad condicional cumple las mismas propiedades de las fun-
ciones de probabilidad, donde el espacio muestral queda restringido al evento B.

Proposicién 1.4 (Medida de probabilidad condicional). Sea (Q, F,P) un espacio de probabilidad y sea B € F
tal que P(B) > 0. Si la aplicacion Pp : F — [0,1] estd definida por Pg(A) := P(A|B), para todo A € F, entonces
Pp es una funcion de probabilidad en F.

Demostracion: Verifiquemos los axiomas de probabilidad:

1. Sabemos que para todo evento C € F, P(C) > 0, en particular P(AN B) > 0, por tanto, Pg(4) =
P(A|B) > 0.

2. Notemos que Pp(Q2) = P(QB) = P(Q N B)/P(B) = P(B)/P(B) = 1. Andlogamente, Pp(B) = P(B|B) =
P(BN B)/P(B) =P(B)/P(B) = 1.

3. Sean Aj, As, ... elementos de F mutuamente excluyentes. Entonces:

(5) (50

A((G)2)

i P(A; N B)

P(B) axioma &, Definicién 1,2

Z P(A;|B) probabilidad condicional
i=1



Definicién 1.5. Diremos que dos eventos A y B son independientes si, P(AN B) = P(A)P(B), en caso
contrario diremos que los eventos son dependientes.

Ejemplo 1.3. Retomemos el Ejemplo 1.2 y consideremos los siguientes eventos:

A = “La suma de los resultados de los dados es igual a 6 o 8”.
D = “La suma de los resultados de los dados es par”.
E = “El resultado del primer dado es impar”.

F = “El resultado del primer dado es 3 0 4 y el resultado del segundo dado es diferente de 6 ”.
Las probabilidades de dichos eventos se calculan como hicimos en el Ejemplo 1.2. En primer lugar tenemos que:
P(D) =1/2,P(F) =1/2 y P(DN E) = 1/4. Por tanto estos eventos son independientes.
En segundo lugar tenemos que P(A) = P(F) = 5/18 y ademaés:

PUPE) = (1) #5=PAnF),

por tanto los eventos son dependientes.

Definicién 1.6. Sea {A; :i € I} una familia de eventos.
1. Diremos que {A; : i € I} es independiente si:
P (ﬂ Ai) = I P40,
icJ icJ
para todo subconjunto finito J C 1.
2. Diremos que {A; : i € I} es independiente dos a dos si:

P(A; N Aj) =P(A;)P(A;); para todo @ # j.

Ejemplo 1.4. Continuando con el Ejemplo 1.2, consideremos los eventos:

G := “El resultado del primer lanzamiento es 3”.
H := “El resultado del segundo lanzamiento es 4”.
I := “La suma de los resultados de los dados es 7”.
Tenemos que:
6 1

P(G) = P(H) =P(I) = 5 = o,

P(GNH)=PHNI)=PING) = %

1
P(ANBNO) = o.

Por tanto:
P(GNH)=PG)P(H), PHNI)=PH)PUI) y PUING) =PI)PG),
es decir, estos eventos son independientes dos a dos, sin embargo tenemos que:
1 1
=i P(ANBNC)#APA)PB)P(C) = ok

lo que muestra que estos eventos no son independientes.

7



Teorema 1.5 (Teorema de probabilidad total). Sea {B;}2, una particion de Q tal que P(B;) > 0 para cada
i=1,2,... Entonces para todo evento D, tenemos la siguiente ecuacion, conocida como ley de la probabilidad
total:

P(D) = Z P(D|B;)P(B;).

Demostracion: Para todo evento D tenemos que D = D N €, de lo cual se sigue que:

P(D) =P(DNQ)

=P (D N <U Bi>> {B;}32, particién de Q

=P <G(DﬂBi)>

P(D N B;) eventos mutuamente excluyentes

o

s
Il
—

P(D|B;)P(B;) probabilidad condicional. 0

o

s
Il
-

Aunque la prueba se hizo para un ntmero infinitos eventos, la misma vale para un nimero finito de eventos.

Teorema 1.6 (Teorema de Bayes). Sea D un evento y {B;}2, una particién tal que P(B;) > 0, para cada i =
1,2,.... Entonces la probabilidad P(B;|D) se obtiene mediante la siguiente ecuacion que llamaremos férmula
de Bayes:

P(D|B;)P(B;)
>oie i P(D|Bi)P(B;)

P(B;|D) =

Demostracién: De la definicién de probabilidad condicional tenemos que:
P(B; N D)
P(D)
_ P(D|B))P(B))
P(D)
_ _ P(DIB;)P(B;)
Y21 P(D|Bi)P(B;)

P(B;|D) =

probabilidad condicional

ley de la probabilidad total. O

Ejemplo 1.5. El Sr. Potter sabe que hay un 0,5 de probabilidad que el Ministerio, en el cual trabaja, abra una
sede en Rumania. Si lo hacen la probabilidad de que él sea nombrado Jefe de Aurores de dicha sede es de 0,9.
Si no lo hacen, la probabilidad de que el Sr. Potter sea nombrado Jefe de Aurores en otra sede es de tan sélo
0,15. ;Cudl es la probabilidad de que el Sr. Potter sea nombrado Jefe de Aurores del ministerio? Para calcular
dicha probabilidad definimos los siguientes dos eventos:

H := “El Sr. Potter es nombrado Jefe de Aurores”.

M := “El Ministerio abre una sucursal en Rumania”.



Entonces, usando la ley de probabilidad total, tenemos que:

P(H) = P(H|M)P(M) + P(H|M®)P(M®)
=0,9 % 0,5+0,15 x 0,5
= 0,525,

es decir, la probabilidad de que el Sr. Potter sea nombrado Jefe de Aurores de cualquier sede del Ministerio
es de 0,525. Si se sabe que el Sr. Potter fue nombrado Jefe de Aurores de una sede del Ministerio jcudl es la
probabilidad de que el Ministerio haya abierto la sede en Rumania? De la regla de Bayes tenemos que:

P(H|M)P(M) 0,9 x 0,5
P(H) 0525

P(M|H) = = 0,8571,

es decir, la probabilidad que hayan abierto la sede en Rumania, dado que el Sr. Potter fue nombrado Jefe de
Aurores, es de 0,8571.

1.3. Variables aleatorias

Definicién 1.7 (Variable Aleatoria). Sea (£, F,IP) un espacio de probabilidad y (R,B) la o-dlgebra de Borel
de R. Una variable aleatoria real (v.a.) es una aplicacion X : Q — R tal que, para todo A € B se tiene que
X-1(4)e F.

En este trabajo nos concetraremos en las variables aleatorias reales discretas, esto ocurre en el caso que X (Q)
es un conjunto finito o infinito numerable.

Ejemplo 1.6. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y A € F fijo. La aplicacién X4 : @ — {0,1} dada por:

1, si weAd

Xa(w) =
0, si w¢gA,

es una variable aleatoria y se llama variable indicadora del evento A, algunos autores también la llaman
funcién caracteristica.

Definicién 1.8. Sea X una variable aleatoria discreta con valores x1,xa,. .., (todos diferentes). La funcidn
px : R —[0,1] definida por:

P(X =x;), st T =1T1,T2,...

0, en otro caso,

la llamaremos funcion o distribucion de probabilidad de la variable X .

Recordemos tres variables aleatorias discretas conocidas:

1. Distribucién de Bernoulli: Una v.a. X se llama de Bernoulli de pardmetro p, con p € [0, 1], si so-
lo toma dos valores 1 o 0 asociados al éxito o fracaso respectivamente, con probabilidades p y 1—p, es decir:

px(0)=1-p, px(1)=p.

Esta distribucién la denotaremos por X ~ Bern(p).
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2. Distribucién binomial: Si X es una v.a. que representa el niimero de éxitos en n repeticiones indepen-
dientes de pruebas Bernoulli, con probabilidad de éxito fija p, entonces X es llamada v.a. binomial con
parametros n y p, y su ditribuciéon de probabilidad esta dada por :

px (&) = (”)pm—p)"-m para z=0,1,2,....n
X

Esta distribucién la denotaremos por X ~ Bin(n,p).

3. Distribucién geométrica: Si X es una v.a. que representa el nimero de ensayos sucesivos independientes
de una v.a. de Bern(p), hasta que ocurre el primer éxito, decimos que X es una v.a. geométrica de
parametro p, y su ditribuciéon de probabilidad esta dada por:

px(z)=(1—p)*'p, para z=01,...
Esta distribucién la denotaremos por X ~ Geom(p).

Definicién 1.9 (Valor esperado). Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y X una variable aleatoria discreta
definida sobre el espacio de probabilidad con valores x1,xs,... Diremos que X posee un valor esperado si:

Z |2k P(X = xx) <

En tal caso, definimos el valor esperado E(X), también llamado esperanza matemdtica o media de X,

como: oo
=> nP(X =
k=1

Teorema 1.7. Sea X una v.a. discreta y g : R — R una funcion tal que Y = g(X) es una v.a. Entonces:

= Zg(mi)P(X = ;).

La demostracién de este teorema puede ser vista en [11, a Lema 2.52], o en [12, Proposicién 4.1].

Ejemplo 1.7. Retomemos el Ejemplo 1.2 y el evento D := “la suma de los resultados de los dados es par”
del Ejemplo 1.3. La funcién indicadora sobre el evento D solo toma dos valores z; = 1 y 22 = 0, ademds
P(Xp = 1) = P(D) y P(Xp = x2) = P(D°). Por tanto el valor esperado de la funcién indicadora sobre el
evento D es:

kap k) =1xP(Xp 1)+0xP(XD:0)=P(D):1.

Notemos que la esperanza de una funcién caracteristica sobre un evento, es igual a la probabilidad de dicho
evento.

Definicion 1.10. Sean X y Y v.a. discretas. Definimos a funcion de distribucion condicional:

pxy (zly) = P(X = 2|Y =y),

para todos los y para los cuales P(Y =y) > 0. En particular, el valor esperado condicional estd dado por:
BRI = 3) = Yo (X =l =),
para todo x y para todo y para los cuales P(Y =y) > 0.
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Ejemplo 1.8. Una bolsa contiene 3 bolas amarillas y 2 negras. Se extraen dos bolas, una tras otra sin reposicion.
Sean:

Y 1, sila primera bola extraida es amarilla.
"1 0, sila primera bola extraida es negra.

Ve 1, sila segunda bola extraida es amarilla.
1 0, silasegunda bola extraida es negra.

Entonces:
i, si y=0 %, si y=0
py|x (y]0) := 5 ; pyix (Y1) = .
oSty = 5, st y=1
y
%, si =0
EY|X=2z)=
%, si z=1

Teorema 1.8. Sean X y Y wariables aleatorias discretas definidas sobre un espacio de probabilidad (2, F,P).

Si E(X) existe, entonces:
EE(X|Y)) =E(X).

Demostracion: Del Teorema 1.7 tenemos que:

EEX]Y) =) EX|Y =yPY =y)

= Z (Z 2P(X =z|Y = y)> P(Y =y) valor esperado condicional
Yy T

= Z Z 2P(X =2,Y =y) distribucién condicional
y oz
= Z x ZP(X =z,Y =y) por E(X) existir
x y
= Z zP(X =)
— B(X). -

En particular, si h es una funcién tal que h(X) = Z es una variable aleatoria, tenemos que E(E(h(X)|Y)) =
E(h(X))-

Corolario 1.9. Sean X yY wariables aleatorias discretas, definidas sobre un espacio de probabilidad (0, F,P).
Entonces:

E(X) = Y E(X|Y = y)B(Y = y).

La demostracién de este corolario puede ser vista en [12, Proposicién 5.1]. El siguiente ejemplo ilustrard el
corolario, mostrando como obtener el valor esperado de una variable geométrica.
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Ejemplo 1.9. Consideremos el evento de lanzar una moneda y observar su resultado, donde Q = {c, s},
F = {¢,{c},{s},Q} vy ademds la probabilidad de obtener cara o sello es P({c}) = 1 —p y P({s}) = p,
respectivamente. Consideremos las siguientes variables aleatorias: X =“el nimero de fracasos (caras) antes
de obtener el primer éxito (sello)” y Y= “el resultado del primer lanzamiento”. Con estas variables queremos
encontrar el valor esperado de fracasos, condicionandolo al resultado del primer lanzamiento. Observemos que
la v.a. X puede tomar los valores z = 0,1,2,... y que la v.a. Y puede tomar los valores y = 0,1, donde Y = 0,
si el primer lanzamiento es un fracaso y Y = 1, si el primer lanzamiento es un éxito. Entonces el valor esperado
de X condicionado a la variable Y, por el Corolario 1.9, es igual a:

1
E(X) =Y E(X|Y =y)P(Y =y)
y=0
=(1-pE(X|Y =0)+pE(X|Y =1).

Notemos que el nimero de fracasos dado que el primer lanzamiento fue un éxito, es cero, es decir, no obtuvimos
fracasos y por ello tenemos que: E(X|Y = 1) = 0. De forma anéloga, esperar el nimero de fracasos dado que el
primer lanzamiento fue un fracaso, es repetir el proceso pero ya contando un tiempo, es decir, E(X|Y = 0) =
E(X) + 1. De donde concluimos que:
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CAPITULO 2
PROCESOS ESTOCASTICOS

En este segundo capitulo estudiaremos las cadenas de Markov y los conceptos bésicos que las rodean, como
son las probabilidades de transicién, las matrices de transiciéon y las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov.
Estudiaremos dos conceptos importantes en las cadenas de Markov los cuales son los estados de recurrencia y
transitoriedad, y finalizaremos el capitulo demostrando la recurrencia en el paseo aleatorio en Z, tema central
de este texto. Basaremos nuestro estudio en [1, 2, 3, 7].

2.1. Cadenas de Markov

Definicién 2.1. Un proceso estocdstico es una coleccion de variables aleatorias {X, : t € T}, definidas en
un mismo espacio de probabilidad (2, F,P).

T es llamado conjunto de indices (o tiempo), este conjunto 7" puede ser finito, contable o no contable. En el
caso en el que T es finito o contable se dice que el proceso es de tiempo discreto. El conjunto de valores que
asumen las v.a. X; es llamado espacio de estados denotado por S. El espacio de estados S se clasifica como
continuo si es no enumerable, o discreto si el espacio de estados es finito o numerable.

Definicién 2.2. Un proceso estocdstico { Xy, }nen,, con espacio de estados S finito o numerable, es una cadena
de Markov de tiempo discreto o simplemente cadena de Markov discreta, si para todon > 0 y cualquier
subcongunto finito {xg,x1, 22, ..., Tn,Tni1} de posibles estados de S, cumple que:

IP)(AXP7L+1 = I71+1|X0 = $07X1 =T1y- .- 7Xn—1 = zn—th = xn) = ]P(Xn+1 = xn+1|Xn = xn)

La ecuacién anterior se conoce como propiedad markoviana. Informalmente hablando, lo que representa la
ecuacion anterior es que: si conocemos el presente y el pasado de un proceso, el futuro solo depende del presente,
o de igual forma, es independiente del pasado del proceso.

Las cadenas de Markov las podemos representar mediante un digrafo ponderado, donde los vértices representan
estados de la cadena y las aristas posibles transiciones, ademas, el peso de cada arista es la respectiva proba-
bilidad de transicién, el lector podra encontrar mds informacién sobre grafos en [14]. De aqui en adelante serd
natural mostrar (cuando sea necesario) el grafo asociado. Una cadena de Markov cumple la siguiente propiedad:

]P(XO = .130,X1 = T1y--- 7Xn = .13”) = ]P(XQ = xo)P(Xl = .I‘l‘XO = J,‘o) . -]P(Xn = an|Xn_1 = an_l). (21)
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Dicha propiedad la podemos probar por induccién sobre n: en efecto, el paso base n = 1 lo obtenemos de
inmediato por probabilidad condicional:

]P(Xl = £81,X0 = .%0) = ]P(Xl = £B1|X0 = .To)]P)(XO = 1’0).

Para el paso inductivo, supongamos que la igualdad es valida para n — 1:
P(Xo =20, X1 =21,..., Xn1 = 2n_1) = P(Xo = 20)P(X1 = 21| X0 = 20) - - - P(Xpno1 = w1 X2 = Tp2),

y veamos que se cumple para n: en efecto, utilizando probabilidad condicional y por la propiedad Markoviana
obtenemos lo querido, asi:

IP)(AXVO - x07X1 =T, 7Xn—1 - xn—th = xn)
=P(Xo=z0,..., Xn-1 =2, 1)P(Xp, = 20| Xpn1 = Tpo1,..., Xo = 70)
= ]P(XO = xO)P(Xl = CU1\X0 = on) e 'P(anl = xn71|Xn72 = xn72)]P>(Xn = xn|Xn71 = $n71)~

Para tener todos los datos en la ecuacién (2.1) y encontrar dicha probabilidad falta definir el concepto de
distribucién inicial, es decir, la probabilidad de P(Xy = i), donde ¢ es cualquier posible estado de la cadena.

Definicién 2.3. La funcion mo(i) := P(Xo = i) definida para todo i € S, es la distribucion inicial de la
cadena y dicha funcion cumple las siguientes propiedades:

Las probabilidades condicionales en la Definicién 2.2 son de vital importancia, ya que son las probabilidades de ir
del estado j al estado 7 en un solo paso. A estas probabilidades las llamaremos probabilidades de transicién
v las denotaremos por:

Si pij(n,n+1) no depende de n, decimos que la cadena de Markov es homogénea 6 estacionaria en el tiempo.
En lo que resta de este texto trabajaremos cadenas de Markov homogéneas y por simplicidad denotaremos:

pij = pij(n,n +1).
Ejemplo 2.1. Sean X, Xo,... v.a. independientes idénticamente distribuidas (i.i.d) con distribucién P(X; =

)=pyPX;,=-1)=1-p, So =0y Sp, = Sp—1 + X,, para n > 1. Entonces {S,}nen, es una cadena de
Markov, con espacio de estados S = Z y probabilidades de transicién dadas por:

D, sij=1i+1
pij:: l—p, Slj:Z—l
0, en otro caso,

para todo i,j € S. Este proceso se conoce como paseo aleatorio pues lo podemos observar como una particula
que se mueve en los enteros vistos como un grafo, donde los vértices son los nimeros y las aristas estaran deter-
minadas por las probabilidades de moverse a derecha con probabilidad p o moverse a izquierda con probabilidad
1 — p, este proceso esta ilustrado en la siguiente figura:
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Figura 2.1: Grafo del paseo aleatorio en Z.

Note que S,, representa la posicién de la particula en el tiempo n, este proceso {Sn }nen, satisface la propiedad
markoviana:

P(Sn+1 = 3n+1|Sl =51,...,5, = Sn) = P(Sn—i-l = 57L+I‘Sn = Sn)- (22)
Recordemos que las variables que son independientes son las X,, y ademas S, = S,_1 + X,, para n > 1. Por
tanto, en el lado izquierdo de la igualdad tenemos que:

P(SnJrl = Sn+1751 = Slw-an = Sn)
]P(Sl = 317...,Sn = Sn)

]P)(SnJrl = Sn+1|Sl = S1y..y Sn = Sn) =

P(Sn +Xn+1 = 5n+11X1 =S1y.++,5n-1 +Xn = Sn)
IP)()(1 =51,...,8—1 + X, = Sn)

IP><)(n+1 = Sn+4+1 — Sny X1 = 81,...,Xp = 8p — Snfl)
I[D(Xl = S51,... ,Xn = Sp — Sn—l)

P(Xpi1=8Snt1— $n)P(X1=81)...P(Xy, = S — Sp—1)
]P)(Xl = 81) .. ]P)(Xn = Spn — Sn—l)

= P(X7l+1 = Sn+4+1 — Sn)y

donde la cuarta igualdad es por la independencia de las v.a. X;. Del lado derecho de la igualdad, en la ecuacién
(2.2), tenemos que:

IP>(Sn—|-l = Sn+41, Sn = Sn)
P(S,, = sn)

P(Sn+1 = 5n+1|Sn = Sn) =

_ P(sn + Xn+1 = Sn+1,Sn—1 + Xn - Sn)
]P)(Snfl + X, = sn)

- P(Xy41 = Sn41 — 8n, Xn = Sp — Sn_1)
P(X,, = $n — Sp—1)

_ P(Xn—i-l = Sp+41 — Sn)P(Xn = Sp — Sn—l)
P(X, =$n— Sn-1)

- IP)(AXanrl = Sp+41 — 5n)7

siendo la cuarta igualdad vélida por la independencia de las v.a. X;. La informacién de las probabilidades de
transiciéon serd almacenada en la matriz P, que llamaremos matriz de transicién de la cadena de Markov

{Xn}neNo:
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Poo  Po1  Po2
P = |Pio P11 P12

Los elementos de la matriz de transicion cumplen las siguientes dos propiedades:
= Todas las entradas de la matriz de transicién son no negativas, es decir p;; > 0, para todo i,j € S.

= La suma de los elementos de cada fila es 1, es decir, para cualquier i:

Zpij =1.

JES

Ejemplo 2.2. Consideremos el fenémeno de lanzar un dado equilibrado sucesivamente y para todo n > 1, sea
X,:=%el niimero de caras con resultado 5 obtenidos hasta el lanzamiento n”. Notemos que la sucesién { X, }rnen,
es una cadena de Markov con espacio de estados S = Ny y con probabilidades de transicién dadas por:

, sij=1+1
pij:: 5 Slj:Z

0, en otro caso,

para todo i,j € S. La matriz de transicién de esta cadena de Markov esta dada por:

-5 1 -
2 L0 o0 -
5 1
o 5 1 0
P= :
5 1
0 & @

El grafo asociado a esta cadena de Markov es el siguiente:

Figura 2.2: Grafo Ejemplo 2.2.

La probabilidad de ir del estado ¢ al estado j en n pasos la denotaremos por p;;, donde:
piy = P(Xpyn = jlXom =14), m,n>0.

Las probabilidades de transiciéon en n pasos se almacenan en la matriz de transicién en n pasos, denotada
por P :
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' n T
Poo Po1  Po2

P — |Plo Pl Pl2

Notemos que p}j = pij ¥ que ademas:

1, sij=1

0, sij#i,
ya que P(X,, = j|X,, = i) = 0si i # j En otras palabras P(!) = P y P coincide con la matriz identidad. En
el Corolario 2.3 veremos que P = P donde P" es la n-ésima potencia de la matriz de transicion.

Proposicién 2.1 (Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov). Para 0 < r < n se cumple que:
P =Y vhpi
k

Demostracién: Note que {X, = k} con k € S, es una particién de 2, porque en el instante r solo puede
estar en un solo estado, ademéds la unién es {2 porque en el instante r tiene que estar en al menos un estado,
por tanto:

piy = P(Xn = j|Xo =)

= ]P)(Xn =7, UkeS{Xr = ]{3}|X0 = Z)

= ]P)(UkES{Xn =J, X, = k}|X0 = Z)

= P(X, = j, X, = k| Xo = i).
k
Donde la segunda igualdad estd dada porque {X,, = j} C Ures{X, = k} y por tanto {X,, = j} NUes{X, =
k} = {X, = j}. La cuarta linea se da gracias a que Uges{X,, = j, X, = k} es una unién de eventos disjuntos y
aplicamos el axioma & de los axiomas de probabilidad. Finalizando tenemos que:

n P(Xn:ijr:kaXOZi)
Pi; = :

J ; P(XO = Z)
v P(Xo = )P(X, = k| X = i)P(X, = j|X, = k)
N - P(Xo = i)

= ZIP’(XT = k| Xy =i)P(X, = j|X, = k)
k

= P(X, = k|Xo = i))P(Xp_r = j|Xo = k)
k

= ZP%?Z}T-
k
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En la segunda igualdad aplicamos la ecuacién (2.2) y en la cuarta aplicamos el supuesto de homogeniedad,
obteniendo asi lo querido. O

Notemos que los casos en que 7 = 0 o 7 = n no son tan interesantes ya que p?j = ;5.

Corolario 2.2. Para cualquier estado k, conn e Ny 0<r <mn:
Pij > PPy -

Demostracion: En la siguiente expresién, la igualdad se obtiene por las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov,
v la desigualdad del hecho de que la sumatoria sea mayor o igual que cualquier término en ella, asi:

Pl =Y i = ik O
k

Corolario 2.3. La matriz de transicion en n pasos coincide con la n-ésima potencia de la matriz de probabilidad
en n pasos. Dicho de otra forma P = P"™ para n > 1.

Demostracion: Haremos la demostracion por induccion sobre n y para esto definiremos bg?) como la ij-ésima

entrada de la n-ésima potencia de la matriz P. Para n = 1 observemos que bg;) = py; para todo i, j, por tanto
las entradas de las matrices son iguales una a una, es decir, P(") = P. Supongamos ahora que la igualdad se
cumple para n, es decir, P(™ = P", asi para toda entrada ij se cumple que pi; = bg?). Veamos que la igualdad
se cumple para n + 1. Por el producto de matrices, cada entrada ij-ésima de la matriz P™ se puede escribir de

la siguiente manera:
n

n+1 n 1
bz('j )= Z bz(‘k)bl(cj)'
k=1

Por las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov y por la hipétesis de induccion, tenemos que:

n

I I n)y (1 n+1
pij+1 = mepkj = Zbgk)béj) = bl(_j+ )’
=1 k=1

donde cada pJ}. es entrada de la matriz P y cada Di; es entrada de la matriz PW asi por el supuesto tenemos

que pj}, = bgz) Y Pkj = b,(;j), es decir, las entradas de la matriz P+ coincide con las entradas de la n 4+ 1-ésima

potencia de P, por tanto P("*+1) = prtl (|

Ejemplo 2.3. Consideremos el fenémeno de observar el funcionamiento de una maquina que cada dia esta en
uno de los dos estados siguientes: “encendida (1)”, “apagada (0) 7, y consideremos Vn > 1la v.a X,, := el estado
de la maquina el n-ésimo dia. Asumamos que esta sucesién { X, }nen, es una cadena de Markov con espacio de
estados S = {0,1} y que su matriz de transicién estd dada por:

0,95 0,05
P= [0,03 0,97]'

Antes de analizar la informacién que nos da la matriz de transicion, el grafo asociado a esta cadena de Markov
es:
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Figura 2.3: Grafo Ejemplo 2.3.

Ahora analicemos la informaciéon que nos da la matriz de transicién:
= poo:= La probabilidad de que, la maquina estando apagada, al dia siguiente siga apagada.
= po1:= La probabilidad de que, la maquina estando apagada, al dia siguiente esté encendida.
= p1o:= La probabilidad de que, la maquina estando encendida, al dia siguiente se apague.
= pi1:= La probabilidad de que, la maquina estando encendida, al dia siguiente siga encendida.

Podemos dar respuesta a la siguiente pregunta: jcudl es el valor de P(Xs = 1|Xy = 1)?, es decir, jcudl es la
probabilidad de ir al segundo dia y que la maquina esté encendida, dado que inicialmente la maquina estaba
encendida? Podemos responder esta pregunta mediante dos caminos, el primer camino es directamente de las
ecuaciones de Chapman-Kolmogorov:

P(Xs = 1|Xo = 1) = p3; = propo1 + P1,
— 0,03 x 0,05 + 0,97
— 0,424,

el segundo camino es observar la entrada 1,1 de la matriz P2, que gracias al Corolario 2.3 sabemos que es una
consecuencia inmediata de dichas ecuaciones:

p2_ [0.904 0,096
= 10,0576 0,424/

2.2. Clasificaciéon de los estados de una cadena de Markov

Definicion 2.4.

1. Decimos que un estado j es accesible desde i, si existe n > 0 tal que pj; > 0. Si j es accesible desde i,
escribimos © — j.

2. Silos estados © y j son accesibles cada uno desde el otro, es decir, i — j y j — i, entonces decimos que 1t
Yy j se comunican y escribimos i <> j.

La relaciéon de comunicacién es una relacion de equivalencia, dado que es:
= Reflexiva: Un estado j se comunica con j, ya que p?j =1>0.
= Simétrica: De la definicion.

= Transitiva: Sean i, j, k estados. Supongamos que 7 y j se comunican, y que j y k se comunican. Veamos
que i y k se comunican. Como i y j se comunican, existe n > 0 tal que pi; >0y como jy k se comunican,

existe m > 0 tal que p};, > 0. Por tanto, por el Corolario 2.2 tenemos que p?,:”” > pipj > 0.
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Las relaciones de equivalencia permiten particionar el conjunto en subconjuntos disjuntos llamados clases. En
una cadena de Markov, la relaciéon de equivalencia de comunicacién divide el espacio de estados en clases, las
cuales contienen los estados que se comunican entre si. Esta definicion nos permitira hablar de dos conceptos
en las cadenas de Markov, los cuales son los estados de recurrencia y de transitoriedad.

Definicion 2.5. Decimos que una cadena de Markov es irreducible, si existe una unica clase, es decir, todos
los estados se comunican entre si.

En el Teorema 2.4, estudiaremos los estados de recurrencia y transitoriedad. Para ello consideramos la siguiente
variable aleatoria, que nos ayudara a hablar de estos dos conceptos:

Tii=inf{n >1: X, =i},

la cual representa el primer instante en el que la particula retorna al estado ¢, y donde tendremos como convencién
que 7; = o0 en caso de que la particula nunca retorne al estado i.

Definicion 2.6.

1. Decimos que el estado i es recurrente, si P(1; < o0o|Xog =) = 1, es decir, i es recurrente, si la particula
saliendo del estado i vuelve al estado i con probabilidad 1.

2. Decimos que el estado i es transitorio, si P(1; = co|Xo =) > 0, es decir, i es transitorio, si la particula
saliendo del estado i tiene una probabilidad positiva de no volver al estado 1.

Ahora denotemos:
(e ]
fr=P(Xy =i, Xp 1 # 1, Xn 2 #0,...,. X1 #ilXo=14) vy fi=)_ fh
n=1

y notemos que: f; = P(r; < oo| Xy = 7).

Ejemplo 2.4 (Ruina del jugador). Considere un jugador que gana 10 mil pesos colombianos con probabilidad
0,4 y pierde 10 mil pesos colombianos con probabilidad 0,6. Suponga que el jugador juega hasta que su fortuna
es de 40 mil pesos o 0 pesos. Sea X, := “el dinero del jugador en la n-ésima jugada”. Notemos que la sucesién
X, es una cadena de Markov con espacio de estados dado por S = {0,1,2, 3,4}, donde 0 es tener 0 pesos, 1
es tener 10 mil pesos, 2 es tener 20 mil pesos, 3 es tener 30 mil pesos y 4 es tener 40 mil pesos. Asi nuestras
probabilidades de transicién estan dadas por:

04 sij=i+1, parai#00i#4
06 sij=i—1, parai#00i#4
Pi=Y 1 sij=i parai—=00i=4
0 en otro caso.
Construyendo nuestra matriz de transicion, que es una matriz 5 X 5, tenemos que:

1 0 0 0 0
06 0 04 0 0
P=|0 06 0 04 0 |,
0 0 06 0 04
O 0 0 0 1

y que su grafo asociado es:
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Figura 2.4: Grafo Ejemplo 2.4 “Ruina del jugador”.

Analicemos varias cosas sobre el problema:

1.

Con las condiciones del problema, el jugador siempre tiene que jugar, no hay probablidad de que haya
pasado una ronda de juego y él conserve el dinero, él siempre tiene que jugar sea que gane o que pierda.
Por ello los estados 1, 2 y 3 no tienen lazos en su grafo asociado.

Los estados 0 y 4 son estados que se conocen como estados absorbentes, porque cuando entramos a ellos
ya no podremos salir y dentro de nuestro problema tiene todo el sentido, ya que después que el jugador
no tiene dinero para jugar, la probabilidad de que deje de jugar es 1 y andlogamente cuando el jugador
ya tenga los 40 mil pesos, la probabilidad de que él deje de jugar es 1.

Nuestra cadena tiene 3 clases, las clases del {0}, {1} y {4}, dado que los estados 1, 2 y 3 se comunican
entre ellos, por eso escogemos un representante que en este caso es el 1, pero puede ser el 2 o el 3, sin
problema alguno.

Los estados 0 y 4 son estados recurrentes, porque cuando entramos en cada estado no hay probabilidad
de salir o de entrar a otro estado, matematicamente tenemos que:

foo=1 'y fo =0 paratodo n > 2, por tanto fo = 1.
fi4 =1 'y fiy =0paratodon > 2 portanto fy = 1.

Los estados 1, 2 y 3 son estados transitorios, mostraremos solamente f, ya que en el Corolario 2.5 veremos
que si dos estados se comunican entre si, si uno es recurrente o transitorio el otro también es recurrente
o transitorio, respectivamente. Por tanto, para f; podemos observar dos cosas: La primera de ellas, es
observar que si salimos del estado uno, no podemos volver a él en pasos impares, por ello tenemos que para
todon > 0 f2"! = 0. Para el caso par note que: f3, = 0,4-0,6 = 6/25y fi, = 0,4-0,6-0,4-0,6 = (6/25)2.
En general para todo n > 1, se cumple que:

o < 6 >2n

[ 275 )

porque, para llegar en 2n pasos del estado 1 al estado 1, sin visitar al 1 en estos 2n pasos, debemos ir del
1 al 2 y del 2 al 3 quedarnos dando vueltas, haciendo 2n — 2 pasos, para finalmente volver del 2 al 1 y
obtener los 2n pasos. Por tanto:



6. Finalmente haciendo un anélisis sobre el grafo, notemos que los estados 1,2 y 3 son transitorios ya que en
el estado 3 y 1 existe la probabilidad de salir a 4 y 0 respectivamente, y no volver.

Observacion. Este ejemplo es un caso particular del modelo de la Ruina del jugador, y se puede estudiar como
un paseo aleatorio. En este modelo podemos tener dos escenarios, el primero es cuando dos jugadores tienen
dinero finito, el jugador A en un instante inicial tiene 7 pesos y el jugador B tiene n — i pesos, el jugador A
puede ganar un peso con probabilidad p y lo pierde con probabilidad 1 — p, en este caso el espacio de estados
es de la forma S = [0,n] donde n € Z*. El segundo caso, un poco méas general, es cuando el jugador A tiene ¢
pesos y el jugador B, a veces llamado el casino, tiene una cantidad infinita de pesos, el jugador A gana un peso
con probabilidad p y pierde un peso con probabilidad 1 — p. Este modelo se puede estudiar en [1, pag. 22], o [3,
pag. 194], o [2, pag. 16].

El siguiente teorema serd de vital importancia, ya que nos ayudara a determinar recurrencia o transitoriedad en
los estados de una cadena de Markov mediante una serie numérica. Determinar la convergencia o divergencia de
esta serie nos dard informacién del estado de la cadena, por ello daremos un esquema de su prueba, omitiendo
algunos detalles. La demostracién completa se puede encontrar en [1, 2, 3].

o0
Teorema 2.4. Sea {X, }nen, una cadena de Markov. Un estado i es recurrente, si y solamente si, E piy = 00.

n=0

Demostracion: Para cada n > 1 consideremos la siguiente variable aleatoria:

L1 siX, =i
T 0 st Xy, #£d

y observemos que ZZOZO I, es igual al niimero de visitas del proceso al estado ¢. Para la primera implicacién
supongamos que ¢ es recurrente. De la propiedad Markoviana se sigue que, comenzando en el estado i, el estado
i sera visitado un nimero infinito de veces, es decir:

E (i I|Xo = z) = 0.
n=0

Por consiguiente, el valor esperado de esta expresién es igual a:
E (Z 1| Xo = z) =Y E(I|Xo =1)
n=0 n=0
=5 1-P(, = 1|Xo =) + 0-P(I, = 0]X, = i)
n=0
=Y P(X, =Xy =1)
n=0

o0
_ n
= E Pii-
n=0

Para la segunda implicacién supongamos por reduccién al absurdo que 4 es transitorio. Por tanto comenzando
en i, el proceso regresa a ¢ un numero finito de veces, ademas observemos que tiene distribucién geométrica con

parametro f; teniendo que:
> 1
E L|Xo=1| = .
(T;) %o Z) 1-fi

22




Por consiguiente, tenemos que:

ip?iE<iIn|Xoi>1<oo. O
n=0 n=0 1_fl

Corolario 2.5. Sean j y k estados de una cadena de Markov.
1. St j es un estado recurrente y j > i, entonces i también es recurrente.
2. Si j es un estado transitorio y j <> i, entonces i también es transitorio.

Demostracién: Supongamos que i <> j. Entonces existen naturales n y m tales que pj; > 0y pJ; > 0. Asi,
por el Corolario 2.2 y para todo r > 0, se tiene que:

n+m-+r m,r ,n
Dj; 2 DjiPiilij

e} 00
m—+n—+r m._n r

D_p T = Y vl

r=0 r=0

e - . e
Notemos que DyiDij > 0, por tanto tenemos una comparacién de series positivas:
= En la parte izquierda de la desigualdad, si nuestro estado j es transitorio tenemos que dicha serie converge,

al ser mayor o igual que la serie derecha esta también converge, por tanto el estado 7 es transitorio.

= En la parte derecha de la desigualdad, si nuestro estado i es recurrente tenemos que dicha serie diverge,
al ser menor o igual que la serie izquierda esta también diverge, por tanto el estado j es recurrente.

Retomemos el Ejemplo 2.1 del paseo aleatorio sobre Z. Sabemos que su espacio de estados es S = Z, por tanto
su matriz de transicién esta dada por:

0 0

1—p 0 D 0 0

P = 0 1—p 0 p 0
0 0 1—p 0 p

0 0

0 0 1—»p

y su grafo asociado es:

Figura 2.5: Grafo del paseo aleatorio en Z.

Observemos ademds que el paseo aleatorio es una cadena de Markov irreducible ya que todos sus estados se
comunican entre si, por tanto para probar la recurrencia o transitoriedad basta considerar un estado, para ello
consideremos el estado 0 (origen). Notemos dos cosas:
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1. La probabilidad de salir del 0 y retornar a él en pasos impares es cero, es decir pggﬂ = 0 para todon € N.

2. La particula saliendo del origen solo puede retornar al origen en pasos pares, por tanto preguntémonos
por el siguiente evento, {Ss, = 0} :=  La particula regresa al origen en el tiempo 2n”, cuya probabilidad
es dada por:

2n\ , "
P[S2, = 0] = ( )p (1—p)".
n
En efecto, consideremos la siguiente variable aleatoria:

R, := # de pasos a la derecha en los primeros 2n pasos
={i:1<i<2n,X; =41} ~ Bin(2n,p),

es decir, los pasos a la derecha de nuestro paseo aleatorio, que se dan con probabilidad p son una variable
aleatoria Bin(2n, p). Notemos que la posicién de nuestra particula estd determinada por el nimero de pasos
a la derecha R, restando el ntimero de pasos a izquierda que es n — R, asi: So,, = R, — (2n — R,) =
2R,, — 2n. Teniendo que: P[Sa, = 0] = P[2R,, — 2n = 0] = P[R,, = nJ, es decir, preguntarnos por la
probabilidad del evento {S,, = 0}, es preguntarnos por la probabilidad de la v.a. {R,, = n}, que es una
v.a. Binomial, por tanto:

2n

P[S2n = 0] =P[R, = n] = (n

>p”(1 -p)".

Con el Teorema 2.4 y el Corolario 2.5 podemos probar el siguiente resultado.

Proposicion 2.6. FEl paseo aleatorio sobre Z. es recurrente, si y solamente si, p = %

Demostracion: Por lo visto anteriormente, basta mostrar la convergencia o divergencia de la serie:

= [2n
> (0 )ra-ar
n
n=1

Para estudiar la convergencia o divergencia de esta serie, haremos uso de la formula de Stirling. Esto con el
fin de trabajar con una serie equivalente mas sencilla en cuanto a célculos. Recordemos que por el criterio de
comparacién en el limite, si dos series > 7 a, y > by, cumplen que: lim, o a,, /by, = L con 0 < L < 00,
ambas convergen o divergen mutuamente. Por tanto, la férmula de Stirling nos dice que: n! ~ v27mn(2)", lo
que es equivale a:

lim —— =1
n—o0 \/2rn(2)"

Finalmente, por Stirling tenemos que:

2n\ , . (2n)! . VAmn4np?n en n  (Ap(l—p)™
( >p (1-p) :(,), (1-p)"~ — 5, (P(1 —p)) _ &l —p)
n nln! 2tn e n V™
) = . = (4p(1 —p))"
Asi, la serie Zp?)g < 00, si y solamente si, Z —— < 00.
n=1 n=1 mn

Usando el criterio de la raiz podemos mostrar que esta tltima serie converge, si y solamente si, 4p(1 — p) < 1,
es decir, si p # 1/2, y la serie diverge si 4p(1 — p) = 1, es decir, si p = 1/2.

Cuando p = 1/2 el proceso se conoce como paseo aleatorio simétrico. En el paseo aleatorio en Z se pueden
estudiar otros resultados que sirven para ampliar el comportamiento de este proceso cuando la probabilidad no

necesariamente es p = 1/2.
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Proposicién 2.7. Sea {X,}n>0 el paseo aleatorio en Z. Entonces, para cada n € N vale que:
1, si pel/2,1)

P(r, < 00| Xy = 0) = |
{:51" st pe(0,1/2).

Demostracién: Denotemos por 8, = P(7, < co|X( = 0), para todo n € N, es decir, esta 3, es la probabilidad
de que la particula alcance el estado n, dado que la particula inicié en el origen. Como f,, = 87, para encontrar
la probabilidad de f3,,, encontraremos [, y para ello vamos a condicionar esta probabilidad con el primer salto,
teniendo que:

= ]P(Tl < OO|X0 =0,X; = 1)p+P(T1 < OO‘XO =0,X; = —1)(],

y que:
P(r <oo|X1=1)=1yP(1; < 00|X = —1) = B, = 2.

Por tanto:
B =p+qbi,
y las soluciones de este polinomio ¢/3% — 31 + p = 0 son:

1+ /1 —4pq

b o

Notemos que 1 —4pg = (p + q)? — 4pqg = (p — q)?, por tanto B; = %q—q‘ y asi:

_ptgqtp—q p _ptgq—-p+tq
=7 =5 ¢ p= T 2
2q q 2q

B1 1.

Procedamos por casos.

Caso 1: Sip € [1/2,1), entonces %7 > 1, por tanto en este caso 51 = 1 y consecuentemente 5, = g7 = 1.

Caso 2: Sip € (0,1/2), tenemos que: S3 = P(r; < 00| X; = 1) = 1-P(1; = 00| X1 = —1) y que {79 = 0| X3 =
—1} C {m = o00|X; = —1}, por lo cual: P(7p = 00| X7 = —1) < P(r; = 0| X1 = -1) y —P(r1 = 00| X7 = -1) <
—P(19 = 00| X1 = —1). De la ecuacién (2.2) tenemos que: 81 = p + ¢B% < p+ q(1 — P(1p = oo|X; = —1)). Por
la observacién dada en el Ejemplo 2.4 de la Ruina del jugador y dado p € (0,1/2), la probabilidad de que la

particula estando en —1 nunca alcance el 0, estd dada por: P(1yp = 00| X1 = —1) =1 —p/q.
Concluyendo que: 81 = p+¢qB2 < p+q(l — (1 —p/q)) = 2p < 1, es decir, 51 < 1, por lo que 81 = p/q y asi:
Brn = (p/q)™ para todo n € N. O
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CAPITULO 3

GENERALIZACIONES DEL PASEO
ALEATORIO

En este tercer capitulo estudiaremos dos generalizaciones del paseo aleatorio. En la primera parte estudiaremos
el paseo aleatorio simétrico en Z¢, enfocandonos en los casos d = 2 y d = 3. Basaremos la primera seccién en
[4, 5]. En la segunda seccién del capitulo estudiaremos el Modelo de los Sapos en Z, dicho estudio estard basado
en [7].

3.1. Paseo aleatorio simétrico en Z¢

El paseo aleatorio simétrico sobre Z?

Consideremos la cadena de Markov {Y;, },en, con espacio de estados S = Z? y probabilidades de transicién
para u = (uy,us) € Z? dadas por:

1, sive {(ur £1,us), (ur,us £ 1)}
Puv = HD(}/n-‘,-l = UD/n = U) =
0, en otro caso.

Figura 3.1: Grafo del paseo aleatorio simétrico en Z2.
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Este proceso puede ser interpretado como las consecutivas posiciones de una particula que pasea por los vértices
del grafo eligiendo siempre entre vértices vecinos, esto se puede observar en la Figura 3.1. Antes de demostrar
que el paseo aleatorio simétrico sobre Z? es recurrente, enunciaremos y demostraremos el siguiente lema.

Lema 3.1. Para todo n € N se tiene que:

> ()00 - ()

(2

Demostracién: Por el binomio de Newton tenemos que para todo n € Z1 se da que:

(a+b)" = zn: (Z) a*onk,

k=0

por tanto, para todo N € ZT y 0 < k < N:
(a+b)N = (a+b)*(a+b)NF
N k N—k
(o= (0o ) (50
n ; i ; J
n=0 i=0 7=0
Igualando los coeficientes del término a™b™ ~" tenemos que:

()= = (O

i+j=n

(06

Finalmente si hacemos N = 2n y k = n obtenemos el resultado querido

S (") - () .

(2

Proposicién 3.2. El paseo aleatorio simétrico sobre Z2, es recurrente.

Demostracién: Por el Corolario 2.5 es suficiente mostrar que el cero es un estado recurrente. Ademads por el
Teorema 2.4 sabemos que el cero es recurrente, si y solamente si, la serie Zzozl Dio es divergente. Observemos
que la probabilidad de retornar al origen en pasos impares es cero, es decir, pggH =0, para todo n € N, y por

ello solo nos preguntaremos por pg%, o sea la probabilidad de retornar al origen en pasos pares.

Para determinarlo necesitamos una configuracién favorable, la cual saliendo del origen retorne a él en 2n pasos.
Si queremos dar 2n pasos y estar de nuevo en el origen, podemos dar ¢ pasos al oeste e i pasos al este para
volver al origen. Luego de los pasos restantes, damos (n — i) pasos al norte y (n — ¢) pasos al sur, para retornar
al origen, donde i € {1,...,n}.

Notemos que este conteo de posibilidades es equivalente a hacer un reordenamiento de 2n elementos, donde
tenemos 7 elementos de un primer tipo, ¢ elementos de un segundo tipo, (n — i) elementos de un tercer tipo
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y (n — i) elementos de un cuarto tipo, donde ¢ € {1,...,n}. Dado que cada paso es independiente del otro y
cada uno tiene probabilidad 1/4, entonces la probabilidad de cada una de estas posibilidades es igual a (1/4)%".
Teniendo que:

n

o 2n! 1\
Poo = ; ilil(n —i)!(n —19)! <4) 7

que podemos simplificar asi:
u 2! 1\
2n _
oo = Z (il(n — )1)? (4)
2n! n!? 1\
Z (i{(n —i)In!)? <4)
m Zn: } 2n
(il(n — 1) 4
1,=0
n n n 1 2n
— n—i) \4 '

Por el Lema 3.1 y la férmula de Stirling tenemos que:
o (20 (20 (1)*"
Poo = n n 4
ant \? (1\*"
= (o) ()

dmnd® (1 n
4m2n2 \ 4

1
o
o0 o0
Por tanto la serie Z pgg diverge ya que Z — diverge, por ser una serie arménica. Asi, el paseo aleatorio
n=1 n=0
simétrico sobre Z? es recurrente. O

Para finalizar esta seccién mostraremos que en el caso de Z3, el paseo aleatorio simétrico es transitorio, lo que
se cumple en general para Z¢ con d > 3.

El paseo aleatorio simétrico sobre Z*

Consideremos la cadena de Markov {Y;, },en, con espacio de estados S = Z3 y probabilidades de transicién
para u = (uy,us,u3) € Z3, dados por:

1

5 sive{(ur £1,uz,u3), (ur,uz £ 1,u3), (u1,ug,uz £ 1)}

Puv = P( n+l = UD/n = u) =
0, en otro caso.

Este proceso puede ser interpretado como las posiciones consecutivas de una particula que se mueve por los
vértices del grafo eligiendo siempre entre vértices vecinos, como se muestra en la Figura 3.2.
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Figura 3.2: Grafo del paseo aleatorio simétrico en Z3.

Antes de demostrar que el paseo aleatorio simétrico sobre Z? es transitorio, enunciaremos y probaremos dos
lemas que nos seran de ayuda para demostrar la siguiente proposicién.

Lema 3.3. Para todo n natural se cumple la siguiente igualdad:

S e (3) -

i=0 j=

Demostraciéon: Demostraremos esta igualdad de una forma probabilistica. Para ello consideremos el siguiente
experimento: “Distribuir n bolas independientes en 3 urnas distintas”, donde la probabilidad de que una bola
esté en cualquier urna es de 1/3, nos preguntaremos por el siguiente evento A:= “tener i bolas en la primera
urna y j bolas en la segunda urna, dado que hay un total de n bolas”. Como nos piden que en la primera urna
hayan i bolas y en la segunda hayan j bolas, entonces en la tltima urna deben haber n — i — j bolas, donde
i€{0,1,...,n} yj€{0,1,...,n — i}, notemos que ¢ + j + (n — i — j) = n. Por tanto, la combinatoria que
debemos hacer es el resultado de querer ordenar n elementos, donde 4 de ellos son tipo I (estdn en la urna I), j
elementos son de tipo II (estan en la urna II) y n — i — j elementos son de tipo III (estdn en la urna IIT). Como
la probabilidad de que cada bola esté en una urna es de 1/3 y cada una de las n bolas es independiente de las
otras, entonces la probabilidad del evento pedido es igual a:

n! 1 "
Gln—i—j)1\3) °

Finalmente, notemos que esta es la distribucién de probabilidad de un vector aleatorio de dos coordenadas con
valores 4, j tales que i € {0,1,...,n}y 7 €{0,1,...,n—i}. Luego, al sumar todas las configuraciones posibles
de esta distribucién, la suma es igual a 1:

iil']' n—@—J) <;)n_1'

=0 j=0
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Para todo i, j, k, m € N usaremos la siguiente notacién:

mY\ = m!
ijk) " ilglk!

Lema 3.4. Para todo i,j,k € N, tal que i+ j+ k = 3m:

()=

Demostracion: Para todo i, j, k tal que i+j+k = 3m, fijemos i, j, k y sin perdida de generalidad, supongamos
que ¢ <my que j > m -+ 1. Notemos que i +1 < j y asi:

(3;2) : (m) (3;2) B ((z‘ i 1>k)'

Repitiendo este proceso obtenemos la desigualdad (3.1). O

Proposicién 3.5. El paseo aleatorio simétrico sobre Z>, es transitorio.

Demostracion: Por el Corolario 2.5 es suficiente mostrar que el cero es un estado transitorio. Ademaés por
el Teorema 2.4 sabemos que el cero es transitorio, si y solamente si, la serie > ° | pfj, es convergente. Para
determinarlo necesitamos una configuracién favorable, la cual saliendo del origen retorne a él en 2n pasos.

Notemos que este conteo de posibilidades es equivalente a hacer un reordenamiento de 2n elementos, donde
tenemos 7 elementos de un primer tipo, que son los pasos que daremos a derecha e ¢ elementos de un segundo
tipo, que son los pasos que daremos a izquierda, para asi retornar al origen. Tenemos ademads j elementos de un
tercer tipo, que son los pasos que podemos dar hacia el norte y j elementos de un cuarto tipo, que son los pasos
que daremos hacia el sur, para asf retornar al origen. Finalmente tenemos (n — ¢ — j) elementos de un quinto
tipo, que son los pasos que daremos hacia arriba y (n —i — j) elementos de un sexto tipo, que son los pasos que
daremos hacia abajo, para asf retornar al origen, donde i € {1,...,n} y j € {1,...,n—i}. Ademds, observemos
que este posible camino se lleva a cabo con probabilidad (1/6)?", ya que cada paso es independiente del otro y
tiene probabilidad 1/6, teniendo asf que p32 es igual a:

35 e ()

que podemos simplificar asi:

=S8 (5)
-()" () () () ()

1=0 j=

En el segundo renglén dividimos y multiplicamos por (n!)? y colocamos a la izquierda de la sumatoria los
términos (1/2)?",(1/3)" y 2n tomados de a n. Consideremos:

n!
Chgi= mar § ———————= 1,
o<it+ji<n | ljl(n —i — j)!
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y notemos que:

n n—i n )2(1> n n—i (1)71
== <Z!]!(7’LZ])! 3 prr OZ'] ijln—i—j ) \3

donde la sumatoria a la derecha es igual a 1, por el Lema 3.3. Luego:

L (I 1\ 2
Ai=(3) () (D)o

Si consideramos a n = 3m de modo que, para todo i, j y k, se cumple que i+ j +k = 3m, tendremos la siguiente

desigualdad, que se cumple por el Lema 3.4:
n 3m
.. < ;
<2 J k) - <m m m>

< () () (o) ()
- ()G

1
2(mm)3/2’

por tanto:

~

donde fue aplicada la férmula de Stirling, asi: > _, pS7" < oo, por el hecho de que, Y ~_, W < 00, ya

que esta serie converge, por ser una serie p, con p = 3/2 > 1. Sin embargo, falta mostrar que la serie inicial
converge para cualquier n. Asi, por el Corolario 2.2 tenemos que:

2(3m 2(3m—1 1\? 2@m_1
pao " = phopos " = (6 oo Y.

Igualmente tenemos que:
1 4
2(3m 3m—2 2(3m—2
pOi() ) > Po »po( )= <6> pog )7

por tanto para todo n € N:

Zpoo < 09,

n=1

lo que muestra que el paseo aleatorio simétrico sobre Z3, es transitorio. O
Hasta el momento hemos probado que el paseo aleatorio simétrico en Z y Z? es una cadena recurrente y que el
paseo aleatorio simétrico en Z3 es una cadena transitoria. El resultado en general se conoce como El Teorema

de Pélya y este nos dice que el paseo aleatorio simétrico en Z¢ es recurrente, si y solamente si, d € {1,2}. La
demostracién de este teorema puede ser estudiada en [15, Teorema 5.1].
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3.2. Modelo de los sapos en 7Z

Para esta seccién estudiaremos el modelo de los sapos en Z. Basaremos nuestro estudio en [7].

El modelo de los sapos en Z lo podemos considerar de la siguiente manera: en un instante inicial cada vértice
i € Z\{0} estd ocupado por particulas n; € Z*, donde 7 := (1;), ademds, suponemos que en el 0 hay solo una
particula. Asumimos que hay dos tipos de particulas, las activas y las inactivas, donde cada particula activa
realiza de forma independiente a las demds particulas, un paseo aleatorio en Z, con probabilidad de salto a
derecha p con p € (0,1). Por otro lado, las particulas inactivas permanecen inmdviles hasta que el vértice donde
se encuentran es visitado por alguna particula activa, en cuyo caso es activada.

En la Figura 3.3 ilustramos una posible realizacion del modelo, que llamamos modelo de los sapos en Z con
probabilidad de salto a derecha p y configuracion inicial 7, en esta figura representaremos las particulas activas
con puntos negros y las inactivas con puntos blancos.

O O
o ©) O O
o ©) ©) @) @)
I I I I I I I
T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3

(a) La unica particula inicialmente activa, que estd en el origen,

escoge un vecino con probabilidad p (derecha), o 1 — p (izquierda).

©)

] ]
T T

]
T

2 3

+ OO

- OO0
T— 0000
+ OO

—_

-3 -2 -1 0
(b) En el instante n = 1, la particula inicialmente activa salta para el vértice

vecino escogido, activando todas las particulas localizadas alli.

./—)\
./—L\
. Q

] ] ] ]
T T T T

-+ 00O

-+ OO
-+ OO0

-3 -2 -1 0 1 2 3
(c) Cada particula activa escoge un vértice vecino para saltar, de forma

independente, con probabilidad p (derecha) o 1 — p (izquierda).

O
o O [ 4 [ 4 O
(6] @) @) [ ] [ ] O
I I I I I I I
T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3

(d) Las particulas inactivas son activadas cuando una particula

activa salta al vértice donde se encuentran.

Figura 3.3: Modelo de los sapos en Z.

Definicién 3.1. Decimos que el modelo de los sapos en Z es recurrente, si el 0 es visitado infinitas veces por
particulas activas con probabilidad 1. Caso contrario, decimos que el modelo es transitorio.
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Como ya discutimos la recurrencia del paseo aleatorio simétrico en Z, podemos concluir que si p = 1/2, entonces
el modelo de los sapos es recurrente. En efecto, en este caso la particula activa inicial realizard inifinitas visitas al
vértice 0 con probabilidad 1. Estudiaremos ahora el modelo para valores de p # 1/2, para lo cual serd suficiente
considerar p € (1/2,1) debido a la simetria del problema. Enunciaremos y demostraremos el siguiente teorema,
el cual nos sera de utilidad para la prueba del teorema principal de esta seccién.

Teorema 3.6 (Productos infinitos ). Sea {ar}r>1 una sucesion de nimeros en el intervalo [0,1). Entonces

3

lim (1 —ax) > 0 si, y solamente si, Z ap < 00.
n—>oo
k=1 k=1
Demostracién: La prueba estd basada en la prueba del libro [16, Apéndice Teorema 1.9]. Para nuestra

primera implicacién supongamos que la serie es divergente. Por la desigualdad 1 — 2 < e™® para z € [0,1),
tenemos que:

n n
H(l —ag) < H e < T Lk=1 %k
k=1 k=1
asi, tomando limite cuando n — oo y dado que por hipdtesis tenemos que Ezozl ap = 00, podemos concluir que:

n

lim (1 —ag)=0.

n—oo

k=1
Para nuestra segunda implicacién vamos a demostrar que para cualesquiera ¢y, ca, ..., ¢, en [0,1) se cumple la
siguiente desigualdad:
(I—c)l=co)-(1—cp)>1—c1—ca—-—cp.
Probemos esta desigualdad por induccién sobre n. Para n = 1 se tiene que 1 — ¢; > 1 — ¢;. Supongamos por
hipétesis de induccién que se cumple para n, es decir: (1 —¢1)(1 —c2)--- (1 —¢p) > 1—¢c1 —ca— -+ — ¢y

Multiplicamos a ambos lados de la desigualdad por 1 — ¢, 11, que es un término positivo, pues c¢,41 € [0,1) y
obtenemos que:

(I-c)l=co) - (Q—cn)(l=cpy1) >l =—c1—ca—-—cp)(l —cnt1)
>l—cpp1—aa—co— - —cptciCppr + -+ ot
>1l—c—cg—-—cp—Cppa.

Como Y 7 | a, es una serie convergente, existe un N tal que para todo n > N,

£
: 2

i=N
Si definimos 7(n) := [[,_;(1 — ai) para todo n > N, tenemos que:

m(n)

m:(lfw)...gf@n)>17aN,,,,7an>}

-2
Por tanto, la sucesién {m(n)},>n es una sucesién no-creciente acotada por abajo por Fm(N — 1) > 0, asi
lim,, oo w(n) > 0, es decir,
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A continuacién enunciaremos y probaremos el Teorema 2.1 de [6]. Basamos los detalles de la prueba en [7].

Teorema 3.7. [0, Teorema 2.1]. Consideremos el modelo de los sapos en 7 con configuracion inicial n y
probabilidad de salto a derecha p € (1/2,1). El modelo es recurrente si, y solamente si,

00 1_p 7
S (1) o
i=1 P

Demostracién: Para facilitar la notacién, a cada particula inactiva que inicialmente estd en el vértice 7, la lla-
maremos j—particula, para todo j € Z\{0}. Para la primera implicacién supongamos que, Z;’;l n;j (1 —p)/p) =
oo y veamos que el modelo es recurrente mostrando que P(0 sea visitado infinitas veces) = 1. Para ello, deno-
tamos el evento: V; := U;?il{alguna j-particula visite el vértice — i}, es decir, el evento V; es el evento de que
alguna j-particula con j € N visite al vértice —i eventualmente. Entonces

o0
P(V;) =P U {alguna j-particula visita el vértice -i}
j=1
o0
=1-P ﬂ {ninguna j-particula visita el vértice -i}
j=1
n i+i\ "
1— J
=1- lim (1— <p) ) :

Para calcular la probabilidad de V; encontraremos su complementar. Notemos que dicha probabilidad es una
sucesion de eventos decrecientes, por tanto, por el Teorema 1.3 aplicamos la continuidad de la probabilidad,
seguido por la productoria que viene de la independencia de cada j-particula. Ademas, por el Teorema 2.7 la
probabilidad de que una j-particula nunca visite el vértice —i, est4 dada por la expresion: (1 — ((1—p)/p)+9).

Ahora, para z € [0,1] note que: 1 —z < e~*. Entonces, para todo n > 1 tenemos que:

<1 . (l—p)) <e (17)

p

lo que implica que:

L n i+j n i+j
_ i+j 1—p 1—p
n i\ n 1=» —Zﬁj () _an (
1—p 15 — p p
1— e p <e .

j=1 <e J=1

Como por hipédtesis la serie es divergente, si tomamos el limite cuando n — oo, el lado derecho de la desigualdad

g+
tiende a cero y tenemos que: lim,, s H;-Lzl (1 — (%) ) =0y asi P(V;) =1, para cada i € Z*.

Denotemos los eventos T; := “alguna (—i)-particula una vez activada visite el 07, para cada i € Z* y V :=“la
particula activa inicialmente en el 0 visite todos los vértices de Z*”. Entonces por el Teorema 2.7, como p > 1/2
obtenemos que P(T;) = 1 y P(V) = 1, luego, por la Proposicién 1.2, concluimos que:

() > o)
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Notemos que la intersecciéon de los V; nos dice que todas las j-particulas en los vértices negativos seran activadas
por alguna j-particula positiva con probabilidad 1. Ademas, la interseccién de los T; nos dice que estas particulas
en vértices negativos, cuando sean activadas visitaran eventualmente al cero con probabilidad 1. Por lo cual, la
interseccién de estos tres eventos: M52, Vi, N2, T, V), nos dice que la particula que inicialmente esté en el origen
activada, visitard y activara todas las j-particulas con j € Z™ y que todas las particulas en vértices negativos
seran activadas por alguna j-particula, con j € ZT. Finalmente estas particulas en vértices negativos visitaran al
cero con probabilidad 1, por lo cual esta interseciéon de eventos, nos indica que el cero serd visitado infinitas veces.

Aplicamos probabilidad total sobre la probabilidad de que el 0 sea visitado infinitas veces, condicionado a la
interseccién de los eventos anteriores y el complemento de ellos, teniendo asi que:

P(0 sea visitado infinitas veces) = P(0 sea visitado infinitas veces| N2, V;, N2, T;, V) =1,
es decir, el modelo es recurrente.

Para la otra implicacién razonemos por absurdo, supongamos que el modelo es recurrente, es decir,
P(0 sea visitado infinitas veces) = 1 y que 3272, n; (1 —p)/p)’ < oo.

Por el lema de Borel-Cantelli, en [6, 7] afirman que:
P(0 sea visitado infinitas veces) < IP(-1 sea visitado al menos una vez).

Cabe aclarar que si la particula en cero nunca visita los vértices negativos, el -1 nunca va a ser visitado por
particulas negativas, por tanto:

P(-1 sea visitado al menos una vez) = 1 — P (-1 nunca es visitado )
n 1— 1— j+1 Ui
=1- lim (1—(p)><1—(p> ) .

Notemos que la probabilidad del evento: el vértice -1 nunca es visitado, es una sucesién de eventos decrecientes,
por tanto, por el Teorema 1.3 y dado que las j-particulas son independientes, tenemos que:

P(-1 sea visitado al menos una vez) = 1 — P (-1 nunca es visitado )

n B N JHI\
S f10-(5) (- (5))
n~>ooj:1 P P

B n B J+1
() (5))
P n~>oo_:1 p

en la segunda linea aplicamos la desigualdad de Bernoulli, la cual nos dice que: Si 2 > —1 y n € Z*, enton-
ces (1 + )™ > 1+ nz. Por hipétesis tenemos que Z;‘;l n; (1 —p)/p)’ < oo, entonces por el Teorema 3.6,
H;’;l(l —n;((1=p)/p)*t) > 0, de lo cual se tiene que P(0 sea visitado infinitas veces) < 1, es decir, el modelo
es transitorio, lo que es una contradiccién. Concluimos asi que si el modelo es recurrente, la serie es divergente. [

El modelo de los sapos en Z es un modelo reciente y los primeros resultados se encuentran en [17, 18] [2002]. En

estos articulos se asume que cada particula tiene un tiempo de vida, después de lo cual la particula es retirada
del grafo. Para ver una conexién de este modelo con modelos de transmisién de informacién ver [19].
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CAPITULO 4

ALGEBRAS DE EVOLUCION Y CADENAS
DE MARKOV

El propésito de este cuarto y tltimo capitulo es estudiar las dlgebras de evolucién y su conexion con las cadenas
de Markov. Basaremos nuestro estudio en [8, 9, 10].

4.1. Algebras de evolucion

Definicién 4.1. Una K—dlgebra es un K-espacio vectorial o7, en el cual estd definido un producto que es
bilineal, es decir:

1. Sia,b,c € o, entonces (a+ b)c = ac+ be.
2. Sia,b,ce€ o, entonces a(b+ c) = ab+ ac.
3. SiaeK ya,be o, entonces a(ab) = (aa)b = aab).
Dos propiedades que puede tener una K-algebra son las siguientes:
s Siab = ba para cada a,b € &7, entonces &/ es conmutativa.
» Si (ab)e = a(be) para cada a,b, c € o7, entonces & es asociativa.
Diremos que B es una base de & como K-algebra, si B es una base para &/ como K-espacio vectorial. Por

tanto, la dimensién de la K-dlgebra & es su dimensién como K-espacio vectorial.

Enfatizamos que la base B de la K-dlgebra &/ es una base de Hamel, es decir, para todo elemento no nulo
x € &/, hay una representacion tunica finita de elementos de la base B, con coeficientes en K distintos de cero.
Llamaremos constantes de estructura a las constantes p;;, que aparecen en los productos entre los elementos
de la base:

eej = Zpijkek7 pijr € K.

keA

Si la K—4lgebra </ es de dimensién finita, con base B = {ej,ea,...,e,}, entonces tenemos n® constantes de
estructura y n? igualdades que salen de la igualdad anterior, estas n? ecuaciones se pueden organizar de la
siguiente manera, dando lugar a la tabla de multiplicacién del algebra:
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€1 € €n

n n n
€1 E Piik€r ... E Pijk€r ... E Pink€k
k=1 k=1 k=1

n n n

ei | Y pakek - Y Dijk€k - > PDinkCk

k=1 k=1 k=1

n n n
€n E Pnik€k s E Pnjk€k R E Pnnk€k
k=1 k=1 k=1

Observacion. El producto en la K-algebra </ con base B estd totalmente determinado por las constantes de
estructura, en nuestro caso siempre trabajaremos con K = R, por tanto, las constantes de estructura seran
nimeros reales y nos refiriremos a la R-algebra o7 simplemente como el algebra 7.

Ejemplo 4.1. Sea &/ un dlgebra con base B = {e1,es} y con producto:

€1€2 = €9€1 = 0,

ejer = e% = 561 + geg,
9 1 4
€26y = €5 = gel + geg.

Notemos que esta algebra es conmutativa, pero no es asociativa, ya que:

2 1 1 4
(6161)62 = (361 —+ 362> € = Bel -+ T5€2 7é €1 0= 61(6162).

Ejemplo 4.2. Sea & un dlgebra con base B = {e1,es} y con producto:

€169 — €9€1 — O,
eje1 = e% = 2eq,
— 52
€2€9 = €9 = €2.
Esta algebra es conmutativa y asociativa, ya que los elementos de la base son conmutativos y ademaés:
(8181)62 = 26162 =0= €1 -0 = 61(6162),
(ege2)e; = ege; =0 =€y -0 = ea(ezeq).

Ejemplo 4.3. Sea & un édlgebra con base B = {e1,es} y con producto:

€1€2 = €1,
€2€1 = €2,
2 __
€1€1 = €7 = €1,
— 02 _
€262 = €9 = —€2.



Esta dlgebra es asociativa, ya que los elementos de la base son asociativos:

(6161)62 = €169 = €1 = e1e1 = 61(6162),

(6262)61 = —€9€]1 = —€9 = €2€9 = 62(6261).

Sin embargo, esta dlgebra no es conmutativa, ya que: ejes # ese;. Para mas resultados y estudios sobre las
algebras recomendamos al lector consultar [9, 10].

Las algebras que estudiaremos a continuacién vienen motivadas por las leyes de la genética no mendeliana y
fueron introducidas por J. Tian [8] en 2008. Estés algebras, que Tian llama de Evolucién, son un tipo particular
de algebras no asociativas.

Definicién 4.2. Un dlgebra </ es llamada de evolucidon, si existe una base B = {e;|i € A} de &7, tal que
eie; =0, parai#j ye? = > jenPij€;-

Este tipo de bases donde los productos cruzados son nulos y los cuadrados son combinaciones lineales finitas, se
conocen como bases naturales, estas pueden ser finitas o infinitas. Las dlgebras de los Ejemplos 4.1 y 4.2, son
algebras de evolucién y el dlgebra del Ejemplo 4.3 no es algebra de evolucién. Un algebra .o/ de dimension n es
una algebra de evolucidn, si y solo si, tiene una base natural B = {ej, ea,...,e,} cuya tabla de multiplicacién
es de la forma:

€1 €; €n
n
el Zplkek 0 0
k=1
n
e; 0 Zpikek 0
k=1
o
€n 0 0 ankek
k=1

En el caso finito, la matriz de estructura de o/ con respecto a la base natural B es:

P11 - Pin
Mp=1|: .. [,
Pni cr Pnn

donde los p;; son las constantes de estructura de 2/ con respecto a la base natural B. Esta matriz determina
completamente el dlgebra de evolucién. El dlgebra que construimos en el Ejemplo 4.2, es un algebra de evolucién
con matriz de estructura igual a:
2 0
Mp = .
b

4.2. Cadenas de Markov y algebras de evolucion

En el caso de las cadenas de Markov discretas, es posible definir un sistema algebraico, el cual bajo ciertas
condiciones podra ser una &lgebra de evolucién. Recordemos que las cadenas de Markov cumplen que: Las
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probabilidades de transicién de un estado 7 a un estado j son no-negativas, es decir, p;; > 0 para todo j € S,
y ademads, la suma de las probabilidades de transicion de un estado 7 a los demaés estados debe ser igual a 1, es
decir, para cualquier estado i: ) jesbij = 1. Estas probabilidades de transicién estan almacenadas en la matriz
de probabilidad P = (p;;).

Definicién 4.3. Sea (X,,)nen, una cadena de Markov discreta, con espacio de estados S y matriz de transicion
P = (pij), tal que para cada fila i, las secuencias {p;j}; sobre j son secuencias casi nulas. El dlgebra de
evolucion o/ asociada a la cadena de Markov, denotada por o/ (X,,), es el dlgebra con base natural

B = {e;li € S} y productos dados por:
612 = Zpij ej.
JjES
Nos referiremos a estas dlgebras como algebras de evolucion Markovianas. Notemos que las constantes de es-

tructura de esta algebra de evolucién Markoviana son las probabilidades de transicion del estado ¢ a los estados
j. La definicién anterior estd basada en el capitulo 4 de [3].

En el siguiente ejemplo veremos cémo una cadena de Markov (X, )nen,, con espacio de estados finito, genera
una algebra de evolucién Markoviana.

Ejemplo 4.4. Sea (X,,)nen, una cadena de Markov con espacio de estados S = {1,2} y matriz de transicién:

] |

El algebra de evolucién que genera esta cadena de Markov tiene como base natural B = {ej, ea} y productos:

2 _ 2 1
{61—361+362

_ 1 4
@2 = g€1+g€2

G111 NICI

Notemos que esta dlgebra &7 (X,,) es precisamente la misma del Ejemplo 4.1 y que la matriz de estructura de
o/ (X,,) es igual a la matriz de transicién de la cadena. En general, siempre se cumple esta igualdad matricial.

En general, cualquier cadena de Markov con espacio de estados finito genera una algebra de evolucién.

Ejemplo 4.5. Retomemos el Ejemplo 2.3 donde consideramos el fenémeno de observar el funcionamiento de
una maquina que cada dfa estd en uno de los estados siguientes: “encendida (1)”, “apagada (0) ”, y consideremos
Vn > 1la v.a X, := el estado de la maquina el n-ésimo dia. Asumamos que esta sucesién {X, }nen, €s una
cadena de Markov con espacio de estados S = {0,1} la cual tiene matriz de transicién:

0,95 0,05
P= [0,03 0,97]’

y grafo asociado:
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Figura 4.1: Grafo Ejemplo 2.3.

Esta cadena de Markov genera un édlgebra de evolucién, ya que las secuencias {p;;}; de cada fila i son secuencias
finitas, en este caso {pi;}; = (19/20,1/20), y {p2;}; = (3/100,97/100). Esta cadena de Markov genera la
siguiente &dlgebra de evolucién, con base natural B = {eg, e1} y productos dados por :

2 _ 19 1
€y = 55€0 T 3€1
. 2_ 3 97
M(Xn) = €] = 15560 T 1gp€1s
e;e; =0, para i # j.

Como observamos en el ejemplo anterior, toda cadena de Markov con espacio de estados finito genera un dlgebra
de evolucién. Sin embargo, esto no depende de la finitud del espacio de estados, lo que importaréd es que las
secuencias de las filas sean finitas o secuencias casi nulas.

En el siguiente ejemplo, veremos como el paseo aleatorio sobre Z, genera un dlgebra de evoluciéon Markoviana.

Ejemplo 4.6. Retomemos el Ejemplo 2.1 del paseo aleatorio sobre Z. Esta cadena de Markov {S), }nen, tiene
como espacio de estados S = Z, su matriz de transicién esta dada por:

0 0

1-p 0 P 0 0

P = 0 1—p 0 p 0
0 0 1—p 0 p

0 0 0 1—-p O

y su grafo asociado es igual a:

Figura 4.2: Grafo del paseo aleatorio en Z.

Esta cadena de Markov genera la siguiente dlgebra de evolucién con base natural {e;|i € Z} y productos tal
que:
e? = (1 —p)ei_1 +peis1 parai=j,
(Sy) ==

e;e; =0, para i # j.
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En este caso tenemos que cada fila ¢ de la matriz de probabilidad tiene una secuencia de la siguiente forma:
{pi;}; =(--,0,1=p,0,p,0,---), estas secuencias son casi nulas ya que solo poseen dos entradas no nulas.

Aunque la finitud del espacio de estados S, en una cadena de Markov, no nos limita al momento de generar
algebras de evolucién, si tendremos problema cuando un estado o varios estados de una cadena de Markov se
comuniquen con infinitos estados de la cadena, es decir, cuando una o varias secuencias {p;;}; de una fila ¢ de
la matriz de transicién, no sea una secuencia casi nula. En este caso, no serd posible hallar una base natural,
aunque si se pueda definir un sistema algebraico. El siguiente ejemplo nos ilustra este caso.

Ejemplo 4.7. Sea {Y;, }nen, una cadena de Markov con espacio de estados S = Z* U {0} y probabilidades de
transicion dadas por:

D, sij =14+ 1, con i # 0,

pij=1{ 1—0 sij =i—1, con i # 0,

€
Fiak

para todo j € S, con i = 0.

Esta cadena de Markov tiene como matriz de transicion:

e e [ e = e e
0! 1! 2! 3! 4! 5!
1-p 0 P 0 0 0
0 1—p 0 p 0 0
P=1 0 0 1-p 0 P 0
0 0 0 1—-p 0 P
0 0 0 0 1-p O

y su grafo asociado es igual a:

6_1
B

Figura 4.3: Grafo Ejemplo 4.7.
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El sistema algebraico que genera esta cadena de Markov tiene base B = {e;|i € Z} y productos tal que:

e; = (1 —plei—1 +peir1, parai0,

S
— e .
E = egzzjej, para i = 0,
— !
e;e; =0, para i # j.

Sin embargo, aunque tenemos un sistema algebraico, esta cadena de Markov no genera una algebra de evolucion,

. -1 -1 -1 -1 _—1 -1
ya que la primera fila no es una secuencia casi nula, es decir, {p1;}; = (%, G S Sr> S - - %, cey ),

es una secuencia que tiene infinitos términos no nulos. Por tanto, no podemos encontrar una base natural tal
que el elemento €3 se pueda escribir como combinacién lineal finita de elementos de la base, es decir, no existe

N € N tal que:
1 N 4

N
2 _ € . € —
€y = Z Te‘] y Z T =1.
§=0 §=0
Por tanto, no toda cadena de Markov genera una algebra de evolucion.

Con este ultimo ejemplo mostramos que no toda cadena de Markov discreta genera una algebra de evolucion.
En el articulo [20] [2021], se proporciona una generalizacién a la Definicién 4.3, capaz de tratar con espacios de
dimensién infinita.
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CONCLUSIONES

En el estudio del modelo de los sapos en Z, basamos nuestro estudio en las actas [7][2019] del Profesor Pablo
Rodriguez, para enunciar y demostrar el Teorema 2.1 del articulo [6] de los profesores Gantert & Schmidt [2009].
El Teorema 3.7, es el primero de los resultados obtenidos en [6], en este articulo también se dan criterios para
garantizar la recurrencia, en caso de que las 7); particulas sean variables aleatorias. Este modelo es bastante
estudiado en la actualidad, en [21] [2014], se obtuvieron resultados sobre la recurrencia del modelo de los sapos
en Z%. En [17, 18] [2002] se encuentran los primeros resultados donde se estudia el modelo en grafos infinitos y
en estas primeras versiones, en el modelo, se asume que cada particula tiene un tiempo de vida después de lo
cual la particula es retirada del grafo, este tiempo de vida puede ser dado por una variable aleatoria geométrica
de pardmetro p. Como una aplicacién al modelo citamos [19] [2013], donde se estudia la trasmisién de una
informacién en una poblacién.

Para las dlgebras de evolucién Markovianas, o las dlgebras de evolucién determinadas por una cadena de Mar-
kov, basamos nuestro estudio en [3][2008], y nuevamente hacemos énfasis en que la Definicién 4.3 nos dice que,
una cadena de Markov determina una algebra de evolucién, siempre y cuando cumpla con las condiciones alli
dadas, por lo cual el Ejemplo 4.7 no determina un algebra de evolucién con la definiciéon dada. Andlogamente,
en el trabajo [22] [2016], se consideran &lgebras de evolucién infinito-dimensionales, pero se sigue considerando
que todo producto cuadrado del algebra se puede escribir como combinacion lineal finita de elementos de la base.

En [20] [2021] se proporciona una generalizacién que sea capaz de tratar con espacios de dimensién infinita, en

los cuales la Definicién 4.3 no funciona. En este articulo se estudian las dlgebras de evolucién en espacios de
Hilbert y con bases Shauder, que generaliza la Definicién 4.3 de dlgebra de evolucién.
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