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INTRODUCCIÓN

Percolación, como área de la probabilidad, estudia modelos que sirven para representar
el transporte de un fluido, como gas o agua, a través de un medio poroso, como una roca.
Los poros están conectados por canales que pueden estar abiertos o cerrados, permitiendo o
no el paso del fluido. La cuestión fundamental, en estos modelos, es determinar condiciones
bajo las cuales es posible que el fluido atraviese el medio.

Supongamos que sumergimos una gran roca (porosa) en un cubo de agua, ¿Cuál es la
probabilidad de que el centro de la roca se moje? Broadbent y Hammersley [3] formularon
un modelo estocástico simple para tal situación, llamado “Modelo de Percolación”. En dos
dimensiones, el modelo puede definirse como sigue. Sea Z2 el retículo cuadrado plano1 y
sea 0 < p < 1. Cada arista de Z2 es declarada abierta con probabilidad p y cerrada

con probabilidad 1 − p, independientemente de todas las demás aristas. Las aristas de Z2

representan los canales internos de la roca, y el parámetro p es la proporción de canales
que son lo suficientemente anchos para permitir que el agua pase por ellos. Pensamos que
la roca está modelada por una sección grande y finita de Z2 (ver Figura 1). Al sumergir la
roca en el agua, un vértice x dentro de la roca se humedece si y sólo si existe un camino en
Z2 desde x a algún vértice en el borde de la roca, utilizando únicamente aristas abiertas. La
Teoría de Percolación se ocupa principalmente de la existencia de tales “caminos abiertos".

Si eliminamos las aristas cerradas, nos queda un subgrafo aleatorio de Z2. Es de especial
interés estudiar la estructura de este subgrafo, particularmente con respecto a la forma en
que esta estructura depende del valor de p. Es natural suponer que la fina estructura de los
canales interiores de la roca son demasiado pequeños en comparación con el tamaño total
de la roca. En tales circunstancias, la probabilidad de que un vértice cerca del centro de la
roca sea mojado por el agua que penetra la roca desde su superficie, se comporta de manera
similar a la probabilidad de que este vértice sea el vértice final de una trayectoria infinita
de aristas abiertas en Z2. Es decir, a gran escala, la penetración de agua hacia el interior de

1Con abuso de notación usual, por Zd denotamos el grafo con conjunto de vértices Zd = {(x1, . . . , xd) :
xi ∈ Z} y conjunto de aristas {〈(x1, . . . , xd), (y1, . . . , yd)〉 : |x1 − y1|+ . . . |xd − yd| = 1}.



Figura 1: Bosquejo de una roca porosa 2-dimensional. Las lineas indican las aristas abier-
tas; las aristas cerradas han sido omitidas. Si la roca es sumergida en agua, el vértice x será
mojado por la penetración del agua, pero el vértice y permanecerá seco.

la roca está relacionada con la existencia de conjuntos infinitos de vértices conectados por
caminos abiertos.

¿Cuándo pueden existir dichos conjuntos infinitos? Broadbent y Hammersley [3] res-
pondieron esta pregunta probando la existencia de un parámetro crítico, pc ∈ (0, 1). Cuando
p < pc, todos los conjuntos de vértices conectados por caminos abiertos son finitos; pero
cuando p > pc, existe un conjunto infinito (tales comentarios deben interpretarse con “pro-
babilidad 1"). La existencia de dicho valor crítico pc ∈ (0, 1), se conoce también como
existencia de transición de fase. Harris [9] mostró que pc ≥ 1/2, y veinte años después,
Kesten [11] probó que pc = 1/2. Aizenmann, Kesten y Newman [1] probaron que, cuando
p > pc, hay un único conjunto infinito de vértices conectados por caminos abiertos.

El modelo de percolación descrito tiene sentido y es matemáticamente interesante no
sólo sobre Z2, sino también para Zd, con d ≥ 2. Así mismo puede extenderse a otros grafos,
obteniendo resultados interesantes y sorprendentes asociados a la estructura del grafo, ver
por ejemplo Grimmett [8].

El modelo de percolación de aristas planteado anteriormente, tiene propiedades intere-
santes cuando se plantea sobre un grafo con estructura de árbol infinito. Este grafo tiene
propiedades que nos permite calcular no sólo el valor exacto del parámetro critico para la
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transición de fase, sino también la probabilidad exacta del evento de percolación (existencia
de caminos abiertos infinitos).

Recientemente, han sido desarrollados otros modelos de percolación, conocidos co-
mo Percolación de Accesibilidad, motivados desde la biología evolutiva. En su forma más
general, el problema de percolación de accesibilidad se puede formular de la siguiente ma-
nera. Considere un grafo G = (V,E) donde cada vértice u ∈ V está etiquetado por un
número aleatorio de valor real Xu extraído de una distribución continua. Decimos que un
camino entre dos vértices u y v es accesible si los números aleatorios a lo largo del ca-
mino aumentan monótonamente. El interés en este modelo es determinar la probabilidad
de existencia de caminos accesibles cuando la distancia entre u y v es grande en relación al
tamaño del grafo. En particular, cuando el grafo es infinito, el interés es determinar la exis-
tencia de caminos infinitos accesibles. Motivaciones y variantes de modelos de percolación
de accesibilidad pueden encontrarse en Krug [13].

En esta monografía estudiamos el fenomeno de transición de fase en los modelos de
percolación antes descritos. En el primer capítulo, estudiamos el modelo de percolación de
aristas sobre Zd probando la existencia de transición de fase y estableciendo cotas para el
parámetro crítico. En el segundo capítulo, estudiamos el modelo de percolación de aristas
sobre árboles, determinando la probabilidad exacta de percolación y el valor del parámetro
crítico que determina la transición de fase. En el tercer capítulo, presentamos los procesos
de ramificación de Galton-Watson y su conexión con los modelos de percolación sobre
árboles. En el cuarto capítulo, estudiamos el modelo de percolación de accesibilidad so-
bre árboles regulares infinitos, siguiendo los enfoques “House of Cards” y “Rough Mount

Fuji”. Finalmente, en el capítulo 5, estudiamos el modelo de percolación de accesibili-
dad sobre árboles esféricamente simétricos y su conexión con procesos de ramificación en
ambiente variable con selección.
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Capítulo 1

Modelo de Percolación de aristas sobre Zd

1.1. Introducción

En este capítulo introducimos el modelo de percolación de aristas sobre Zd, en la
Sección 1.2 damos algunas definiciones y conceptos básicos y en la Sección 1.3 presen-
temaos resultados referentes a la transición de fase del modelo.1

1.2. El modelo

Denotamos Zd como el conjunto de las d-tuplas de números enteros, es decir,
Zd = {(x1, x2, .., , xd)|xi ∈ Z, i = 1, 2, .., d, d ≥ 1}. Podemos construir el grafo d-dimen-
sional asociado (Zd, Ed), llamado también red hipercúbica d−dimensional, donde
Ed =

{
(x, y) ∈ Zd × Zd : ||x− y||1 = 1

}
es el conjunto de aristas entre vecinos mas pró-

ximos. Para x ∈ Zd denotamos ||x||1 =
∑d

i=1 |xi|. Por simplicidad nos referiremos a
(Zd,Ed) como Zd de ahora en adelante.

A cada arista de Zd le asignamos el estado de abierta o cerrada de la siguiente manera,
consideremos χ :=

{
Xe, e ∈ Ed

}
como una familia de variables aleatorias independientes

idénticamente distribuidas, con distribución Bernoulli de parámetro p, de esta manera:

Pp(Xe = 1) = 1− Pp(Xe = 0) = p.

Para cualquier e ∈ Ed, p ∈ [0, 1] y donde Pp denota la medida de probabilidad asociada a
χ. La esperanza asociada a esta medida de probabilidad será denotada por Ep.

1Los resultados presentados en este capítulo pueden consultarse en [5].



De manera más formal, nuestro espacio muestral será Ω = {0, 1}E
d

. La σ-álgebra que
usaremos, es la generada por los subconjuntos finitos de Ω (eventos cilíndricos). La medida
de probabilidad Pp será la medida producto en Ω. Para todo ω ∈ Ω, Xe es la proyección de
la coordenada e, es decir:

Xe(ω) = ω(e).

Cuando Xe = 1 decimos que la arista e está abierta y cuando Xe = 0 decimos que la
arista e está cerrada. Llamaremos camino a un conjunto de aristas {e1, e2, e3, ., en} ∈ Ed,
n ≥ 1, donde ei = {xi; yi}, i = 1, ...., n, si x1, x2, .., xn son distintos y yi = xi+1, para
i = 1, 2, ..., n− 1. Diremos que un camino es abierto si cada uno de sus aristas está abierta.
Dos puntos x, y ∈ Zd estarán conectados si existe un camino abierto {e1, e2, e3, ..., en} tal
que e1 = x y en = y; si x y y están conectados lo denotamos como x ↔ y, por definción
diremos que x ↔ x. Notemos que la conectividad define una relación de equivalencia;
denotamos por Cx :=

{
y ∈ Zd|y ↔ x

}
a la clase de equivalencia de x ∈ Zd y la llama-

remos aglomerado de x. Denotamos por C al aglomerado del origen por simplicidad en la
notación.

En este modelo es de interés estudiar la cardinalidad de C, específicamente determinar
la probabilidad de que C sea infinito. Denotamos por |C| a la cardinalidad de C. Observe-
mos que la distribución de |C| y |Cx| son la misma, pues Pp es invariante sobre traslaciones.
Ahora, considerando la variable aleatoria |C| definimos:

θ(p) := Pp(|C| =∞),

y por las propiedades del complemento, también podemos escribirla de la forma

θ(p) = 1−
∞∑
i=1

Pp(|C| = i).

Es fácil ver, que θ(p) = 1 si p = 1, pues de esta manera todos sus aristas estarán abiertas
con probabilidad 1 y el origen estará conectado con todos los vértices de Zd; además,
θ(p) = 0 si p = 0, ya que todos las aristas estarán cerradas con probabilidad 1, es decir el
origen estará conectado sólo consigo mismo. En la siguiente sección estudiamos la función
θ(p) para 0 < p < 1.
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1.3. Transición de fase

En el modelo de percolación de aristas sobre Zd, llamamos transición de fase a la
existencia de un valor crítico, pc ∈ (0, 1), tal que θ(p) = 0 si p < pc y θ(p) > 0 si p > pc.

En esta sección mostramos la no existencia de transición de fase para d = 1 y probamos la
transición de fase para d ≥ 2.

Teorema 1.3.1 No existe transición de fase para el modelo de percolación de aristas

sobre Z.

Prueba: Primero escribamos el evento {|C| =∞} de la siguiente manera

{|C| =∞} =
⋂
n≥1

[{0↔ n}
⋃
{0↔ −n}].

Ahora definamos el evento An como

An = {0↔ n}
⋃
{0↔ −n} .

Claramente An+1 ⊆ An.

De esta manera

P(|C| =∞) = P

(⋂
n≥1

An

)
= ĺım

n→∞
P(An).

Por lo tanto,

P(An) = P({0↔ n}) + P({0↔ −n})− P({−n↔ n}))

= pn + pn − p2n

= 2pn − p2n

Así, para 0 < p < 1, tenemos que

P(|C| =∞) = ĺım
n→∞

(2pn − p2n) = 0.

De esta manera no existe p ∈ (0, 1) tal que θ(p) > 0.

A fin de probar transisción de fase para el modelo de percolación de aristas sobre Zd,
cuando d ≥ 2, introducimos los siguientes resultados.
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Lema 1.3.1 La función θ(p) es no decreciente en p.

Prueba: Para esta prueba usaremos un argumento de acoplamiento. Consideremos dos
modelos de percolación con parámetros p1, p2 con p1 ≤ p2, definidos en un mismo espa-
cio de probabilidad, inducido por la familia de variables aleatorias independientes y con
distribución Uniforme(0,1), {Ue}e∈E . Definimos

Xe(p1) =

{
1 si Ue ≤ p1
0 si Ue > p1

, Xe(p2) =

{
1 si Ue ≤ p2
0 si Ue > p2.

Notemos que de esta manera Xe(p1) ∼ Bernoulli(p1) y Xe(p2) ∼ Bernoulli(p2) y cla-
ramente Xe(p1) ≤ Xe(p2). Así, denotando Cpi al aglomerado del origen para el modelo de
percolación con parámetro pi, con i = 1, 2, tenemos que Cp1 ⊆ Cp2 . Por lo tanto,

θ(p1) = P(|Cp1 | =∞) ≤ P(|Cp2 | =∞) = θ(p2).

De esta manera concluimos que la función θ(p) es no decreciente en p.

Lema 1.3.2 La función θ(p) es no decreciente en d.

Demostración: Notemos que podemos construir el modelo de percolación de aristas sobre
Zd sobre un hiperplano de la red Zd+1 que contenga el origen, declarando cerradas todas
las aristas externas al hiperplano Zd. De esta manera, si considaremos el aglomerado del
origen C en Zd, existe un aglomerado C ′ en Zd+1, tal que C ⊆ C ′ y por lo tanto

θ(p, d) = P(|C| =∞) ≤ P(|C ′| =∞) = θ(p, d+ 1).

Así la función θ(p) es no decreciente en d.

Teorema 1.3.2 Para d ≥ 2 y p suficientemente próximo de 0, θ(p) = 0.

Prueba: Primero probemos que Ep(|C|) < ∞ cuando p está suficientemente próximo
de 0.
Notemos que podemos escribir

|C| =
∑
x∈Zd

I{x↔0},
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donde I{.} es la función indicadora. De esta manera,

Ep(|C|) = Ep(
∑
x∈Zd

I{x↔0}) =
∑
x∈Zd

P(x↔ 0),

donde la última igualdad se obtiene por el Teorema de la Convergencia Monótona.

Ahora, la probablidad P(x ↔ 0) se puede escribir como probabilidad de la unión de
todos los posibles caminos abiertos α, que conectan a x con 0, es decir

P(x↔ 0) = P(
⋃
α

{α es abierto}),

y por las propiedad de subaditividad de la probabilidad tenemos

Ep(|C|) ≤
∑
x∈Zd

∑
α

P(α es abierto).

Reescribiendo la suma de la derecha, en términos de la longitud de los caminos α, tenemos
que

∑
x∈Zd

∑
α

P(α es abierto) =
∑
n≥0

∑
|α|=n

P(α es abierto).

Si α tiene longitud n, la probabilidad de que este sea abierto es pn. Además, si denotamos
por σ(n) la cantidad de caminos de longitud n partiendo del origen, tenemos

Ep(|C|) ≤
∑
n≥0

σ(n)pn.

Observemos que σ(n) ≤ 2d(2d − 1)n−1. Esto debido a que cada camino partiendo del
origen tiene 2d opciones para la primera arista, 2d− 1 opciones para la segunda arista (no
se permite repetir vértices en la definición de camino) y así sucesivamente. Por lo tanto,

E(|C|) ≤ 1 +
∑
n≥1

2d(2d− 1)n−1pn.

Reescribiendo tenemos

E(|C|) ≤
∑
n≥1

2dp((2d− 1)p)n−1 + 1.
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Dado que p es próximo a 0, podemos suponer que p < 1
2d−1 y de esta manera la serie

anterior es una serie convergente y por tanto E(|C|) es finito si p < 1
2d−1 .

Para finalizar observe que

{|C| =∞} =
⋂
n≥1

{|C| ≥ n},

donde {|C| ≥ n+ 1} ⊂ {|C| ≥ n}. Así, usando la desigualdad de Markov, se obtiene que

θ(p) = P(|C| =∞) = ĺım
n→∞

P(|C| ≥ n) ≤ ĺım
n→∞

E(|C|)
n

= 0,

donde la última igualdad es obtenida asumiendo p < 1
2d−1 y por tanto E(|C|) < ∞. Así

concluimos que para p próximo de 0 y d ≥ 2, θ(p) = 0.

Para el siguiente resultado es necesario definir el concepto de red dual.

Definición 1.3.1 (Red Dual) Para Z2 definimos la red dual d- dimensional de Z2 como

Z2
∗ = Z2 +

(
1

2
,
1

2

)
.

Observe que Z2
∗ es un desplazamiento de 1

2
unidades en cada una de las coordenadas de Z2,

como se representa en la Figura 1.1. Asignamos una relación 1 a 1 entre las aristas de Z2 y
Z2
∗ como sigue. La arista e en Z2 la asociamos a la arista e∗ en Z2

∗ si e y e∗ se cortan.

También podemos inducir un modelo de percolación de aristas en Z2
∗, estableciendo

que una arista e∗ está abierta si la arista correspondiente e en Z2 está abierta; y de forma
análoga definimos que e∗ está cerrada.

Definición 1.3.2 (Circuito) Llamamos circuito a un camino {e1, e2, e3, ..., en} ∈ E2 tal

que ei = {xi; yi} y x1 = yn. Es decir, un circuito es un camino que se cierra a sí mismo

(ver Figura 1.2).

Notemos que la finitud del aglomerado del cero en Z2 es equivalente a la existencia de
un circuito cerrado en la red dual alrededor del cero. Para esto observe que si el aglomerado
es finito, existe su frontera y alrededor de ésta podemos construir un circuito cerrado en la
red dual envolviendo el aglomerado en la red original.
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0

0

Figura 1.1: Red dual de Z2.

Figura 1.2: Circuito alrededor de un aglomerado en Z2.

Teorema 1.3.3 Para d = 2 y p suficientemente próximo de 1, θ(p) > 0.

Prueba: Mostraremos que la probabilidad de que exista un aglomerado finito del cero es
estrictamente menor que 1 para p próximo de 1. De esta manera, la probabilidad de que
exista un aglomerado infinito del cero será estrictamente positiva para p próximo de 1.
Observe que

P(existe un circuito cerrado en la red dual alrededor del origen) ≤
∑
γ

P(γ está cerrado),

donde γ es un circuito alrededor del origen. Además,

P(γ está cerrado) =
∑
n≥4

∑
|γ|=n

Pp(γ está cerrado),

donde la segunda suma es sobre los circuitos alrededor del origen de longitud n.

Si γ tiene longitud n, la probabilidad de que esté abierto es pn. Además, si denotamos
λ(n) la cantidad de circuitos alrededor del origen en la red dual y de longitud n, obtenemos
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∑
n≥4

∑
|γ|=n

Pp(γ está cerrado) ≤
∑
n≥4

λ(n)(1− p)n.

Ahora notemos que un circuito de longitud n en la red dual corta una arista de la red original
de la forma {(0,m); (0,m + 1)}, con −n

2
≤ m ≤ n

2
. A partir de esta arista secante, para

cada una de las n− 1 aristas siguientes hay 3 opciones. Así,

λ(n) ≤ n3n−1.

Reemplazando tenemos ∑
n≥4

λ(n)(1− p)n ≤
∑
n≥4

n

3
(3(1− p))n.

Ahora desarrollamos la serie∑
n≥4

n

3
(3(1− p))n = (1− p)

∑
n≥4

n(3(1− p))n−1

= (1− p)
[ ∞∑
n=1

n(3(1− p))n−1 −
3∑

n=1

n(3(1− p))n−1
]

= (1− p)

[
1

(1− 3(1− p))2
−

3∑
n=1

n(3(1− p))n−1
]

(1.3.1)

Notemos que el lado derecho de la ecuación (1.3.1) es continua en p, se anula si p = 1

y es decreciente si p > 2
3
. Así, existe p0 < 1 tal que la expresión en (1.3.1) es menor que 1

si p > p0. Equivalentemente, θ(p) > 0 para p > p0.

Observacion 1.3.1 Del Lema 1.3.2 y el Teorema 1.3.3, obtenemos que para d ≥ 2 y p

suficientemente próximo de 1, θ(p) > 0. Esto, junto con el Teorema 1.3.2 nos permite

concluir transición de fase para el modelo de percolación de aristas sobre Zd, cuando

d ≥ 2. Lo cual enunciamos en el siguiente Teorema.

Teorema 1.3.4 Para d ≥ 2, existe un valor crítico pc ∈ (0, 1) tal que

i) Si p < pc entonces θ(p) = 0.

ii) Si p > pc entonces θ(p) > 0.
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1.4. Refinamiento de cotas para pc
El siguiente argumento muestra que la probabilidad de que el aglomerado alrededor del

cero es estrictamente positiva si p > 2
3
. Denotemos por CM el cuadrado centrado en el

origen y de lado 2M + 1 en la red dual, por AM al evento que todas de las aristas de CM
están abiertas y por BM al evento que existe un circuito cerrado en la red dual por fuera de
CM . Repitiendo el argumento de la prueba del Teorema 1.3.3 obtenemos que

Pp(BM) ≤
∑

n≥8M+4

n

3
(3(1− p))n.

Consideremos p > 2
3
, entonces la expresión anterior es menor que 1 si M toma un valor

lo suficientemente grande, digamos M0. De esta manera, Pp(Bc
M0

) > 0. Además, tenemos
que P (AM) = p(2M+1)2 > 0. Ahora notemos que si ocurren AM0 y Bc

M0
entonces existe

un aglomerado infinito, pues no existe un circuito alrededor del cuadrado CM . Observemos
también que AM0 y Bc

M0
son eventos independientes, debido a que dependen de aristas

diferentes para que ocurran. Por lo tanto,

θ(p) ≥ Pp(AM0 ∩Bc
M0

) = Pp(AM0)Pp(B
c
M0

) > 0.

Con lo que concluimos el resultado.
Los Teoremas 1.3.2 y 1.3.3 nos brindan una cota útil para la probabilidad crítica pc en
función de la dimensión d de la siguiente manera:

1

2d− 1
< pc(d) <

2

3
.

En general, encontrar el valor pc no es una tarea fácil, algunos autores como Kesten [12]
mostraron que para dimensiones grandes se tiene que

pc(d) ∼ 1

2d
.

Además, Kesten [11] probó uno de los resultados más notable para el modelo de percola-
ción de aristas en Zd cuando d = 2. Específicamente, mostró que el parámetro crítico para
la transición de fase cuando d = 2 es pc = 1

2
.
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Capítulo 2

Modelo de percolación sobre árboles

2.1. Introducción

En este cápitulo estudiamos el modelo de percolación de aristas sobre un grafo con
estructura de árbol infinito. En la Sección 2.2 presentamos la definición formal del mo-
delo. En la Sección 2.3 establecemos resultados sobre transición de fase, explicitando la
probabilidad de percolación y el valor exacto del parámetro crítico.

2.2. El modelo

Definimos el árbol Td+ := (V , E) como un grafo conectado, infinito y sin ciclos, para
el cual cada vértice tiene grado d + 1, excepto un vértice raiz, denotado por 0, que tiene
grado d. En nuestra notación, V representa es el conjunto de vértices y E ⊆ {(u, v) : u, v ∈
V , u 6= v} el conjunto de aristas. Por simplicidad en la notación, diremos que Td+ = V .
Como es usual, si (u, v) ∈ E decimos que u, v son vecinos y lo denotamos como u ∼ v;
el grado de un vértice v es la cantidad de vecinos de v. Un camino en Td+ es una secuencia
de vértices {v1, v2, ..., vn} tales que vi ∼ vi+1. Dados dos vértices u, v en Td+, existe un
único camino que los conecta. La cantidad de aristas del camino que conecta a u y v define
la distancia entre ellos y es denotada por d(u, v). Al conjunto de vértices que están a una
distancia n de la raíz 0 del árbol se denomina nivel n del árbol. La Figura 2.1 representa a
T2

+ hasta el nivel 4.

Sea p ∈ [0, 1], decimos que cada arista de Td+ está abierta con probabilidad p y cerrada
con probabilidad 1− p. Un camino abierto en Td+ es un camino en el cual todas sus aristas



Figura 2.1: Gráfico T2
+ hasta el nivel 4.

están abiertas. Denotamos por Pn como la probabilidad de que exista un camino abierto
desde 0 hasta algún vértice en el nivel n del árbol. Observe que Pn > Pn+1, y {Pn}n≥1 es
una sucesión acotada, por lo tanto θ(p) := ĺımn→∞ Pn existe. La función θ(p) se denomina
función de percolación y determina la probabilidad de la existencia de un camino abierto
infinito comenzando en la raíz del árbol.

En la siguiente sección estudiamos la función θ(p), mostrando que existe de un pará-
metro critico pc ∈ (0, 1), tal que θ(p) = 0 si p ≤ pc y θ(p) > 0 si p > 0. La existencia de
pc ∈ (0, 1) se conoce como transición de fase.

2.3. Percolación y trancisión de fase

En esta sección establecemos resultados de percolación y transición de fase para Td+.

Lema 2.3.1 La función de percolación θ(p) es no decreciente en p.

La demostración del Lema 2.3.1 es análoga a la del Lema 1.3.1 y por tanto la omitimos.
A continuación establecemos un resultado que nos permite calcular, de manera recursiva,
la probailidad de tener un camino abierto desde la raíz hasta el nivel n del árbol.

Lema 2.3.2 La probabilidad de tener un camino abierto desde la raíz hasta el nivel n de
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Td+ está dada por

Pn = 1− (1− pPn−1)d.

Demostración: Comenzamos etiquetando los d vértices del nivel 1 del árbol con los nú-
meros 1, 2, . . . d, respectivamente. Consideremos un camino que va desde la raiz 0 hasta el
nivel n del árbol, pasando por el vértice 1. Notemos que la probabilidad de que este camino
esté abierto es pPn−1, donde p es la probabilidad de que la arista entre la raiz y el vértice 1
esté abierta y Pn−1 es la probabildiad de que haya un camino empezando desde el vértice 1
hasta un vértice en el nivel n. Esto se debe a que la probabilidad de que un camino empiece
desde 0 y termine en el nivel m, es la misma de que empiece desde un vértice en el nivel
n y termine en el nivel m + n. De esta manera, la probabilidad de que no haya un camino
abierto pasando por el vértice 1 desde la raíz 0 hasta un vértice en el nivel n es 1− pPn−1.
De manera análoga, la probabilidad de que no haya un camino abierto desde la raíz pa-
sando a través del vértice i, con i ∈ {1, . . . , d}, hasta un vértice en el nivel n es también
1 − pPn−1. Ahora, dado que estos eventos son independientes, la probabilidad de que no
exista un camino desde la raíz 0 hasta un vértice en el nivel n es (1− pPn−1)d y así

Pn = 1− (1− pPn−1)d.

Con el anterior lema, podemos mostrar el siguiente teorema, el cual establece la exis-
tencia de transición de fase y percolación para Td.

Teorema 2.3.1 Para el modelo de percolación de aristas sobre Td+, para d ≥ 2 tenemos:

θ(p) = 0 si p ≤ 1
d
;

θ(p) > 0 si p > 1
d
.

Más aún, para para p > 1
d
, θ(p) es la única solución en (0, 1) de la ecuación

1− (1− px)d = x.

Demostración: Consideremos la siguiente función continua y diferenciable:

fp(x) = 1− (1− px)d.
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Por el lema anterior, se tiene que f(Pn−1) = Pn y dado que fp es una función continua,
tomando el límite a ambos lados tenemos

ĺım
n→∞

Pn = ĺım
n→∞

fp(Pn−1)

ĺım
n→∞

Pn = fp( ĺım
n→∞

Pn−1)

θ(p) = f(θ(p)).

De esta manera, encontrar la probabilidad θ(p) se reduce a encontrar los puntos fijos de la
función fp(x) = 1 − (1 − px)d, esto es equivalente a encontrar los ceros en [0, 1] de la
función.

F (x) = 1− (1− px)d − x.

Notemos que F (0) = 0, para encontrar las otras raíces encontremos los puntos críticos de
F (x), así, derivando tenemos:

F ′(x) = dp(1− px)d−1 − 1.

Igualando a 0 para obtener los puntos críticos (estacionarios) de F (x) en [0, 1] tenemos
que, de existir, el único punto crítico es

pxc = 1−
(

1

dp

) 1
d−1

.

Ahora consideremos los casos:

1. Si p < 1
d

tenemos que xc = 1
p

[
1−

(
1
dp

) 1
d−1

]
< 0. Por lo tanto, F (x) no tiene puntos

críticos en [0, 1]. Mas aún, F ′(0) = dp − 1 < 0, y así F ′(x) < 0 para x ∈ (xc, 1].

De esta manera x = 0 es la única solución de F (x) = 0 en el intervalo [0, 1]. Por lo
tanto, θ(p) = 0 cuando p < 1/d.

2. Si p = 1
d

tenemos que F ′(x) < 0 en [0, 1]. Como F (0) = 0, se sigue que la única
raíz de F (x) en [0, 1] es x = 0. Por lo tanto, θ(p) = 0 cuando p = 1/d.

3. Si p > 1
d
, tenemos que xc = 1

p

[
1−

(
1
dp

) 1
d−1

]
> 0. Además, F ′(0) = dp−1 > 0 y de

esta manera F es creciente en (0, xc). Ahora veamos que xc ∈ [0, 1]. Razonando por
contradicción supongamos que xc > 1. Como F es creciente en (0, xc), tenemos que
F (1) > F (0) = 0, pero F (1) = −(1−p)d < 0 = F (0), lo cual es una contradicción.
Por lo tanto, xc < 1. Además, F (x) es decreciente en [xc, 1]. Así, con el Teorema del
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Figura 2.2: Función de percolación para T2
+.

Valor Intermedio, existe un único x1 ∈ (xc, 1) tal que F (x1) = 0.
Dado que Pn ≤ Pn−1, tenemos que

Pn = fp(Pn−1) ≤ Pn−1.

Notemos que f ′′p (x) = F ′′(x) = −p2d(d− 1)(1− px)d−2 < 0 para x ∈ [0, 1], luego
fp es cóncava hacia abajo y fp(x) > x cuando x ∈ (0, x1). Por lo tanto Pn no puede
estar en el intervalo [0, x1], pues fp(Pn−1) ≤ Pn−1. Así, el límite de Pn no puede ser
0, de donde se sigue que el límite de Pn es x1. Por lo tanto, θ(p) = x1 > 0 cuando
p > 1

d
.

Como corolario del Teorema 2.3.1 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.3.1.1 Para el modelo de percolación de aristas sobre T2
+,

θ(p) =


0 si p ≤ 1

2
,

2p−1
p2

si p > 1
2
.

El corolario anterior muestra que la transición de fase del modelo de percolación de aristas
sobre T2

+, ocurre en el parámetro crítico pc = 1
2
, mostrando además que la función θ(p) es

continua. Ver Figura 2.2.
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Capítulo 3

Procesos de ramificación
Bienaymé-Galton-Watson

3.1. Introducción

En este capítulo estudiamos los procesos de ramificación de Bienaymé-Galton-Watson.
En la Sección 3.2 definimos el modelo clásico y establecemos resultados sobre sobreviven-
cia y extinción. En la Sección 3.3 comparamos los procesos de ramificación con el modelo
de percolación de aristas sobre Td+. Finalmente, en la Sección 3.4 presentamos una gene-
ralización del modelo clásico, llamado proceso de ramificación en ambiente variable con
selección. Este último modelo es usado para probar algunos resultados sobre percolación
de accesibilidad en el Capítulo 5.

3.2. El modelo

Supongamos que tenemos una población donde cada individuo tiene descendientes de
manera independiente, siguiendo la distribución de una variable aleatoria X que toma va-
lores en {0, 1, 2, ..} con función de densidad de probabilidad dada por

P (X = k) = pk,

para k ∈ {0, 1, 2, ..}. Supongamos que en el tiempo n = 0 tenemos un individuo en la
población y que para el tiempo n = 1 este individuo tiene k de descendientes determinados
por la variable aleatoria X . De manera general, cada individuo presente en el tiempo n da
nacimiento, en el tiempo n + 1, a una cantidad de nuevos individuos, de acuerdo a una
variable aleatoria i.i.d. a la variable X .



Figura 3.1: Proceso de Byenamé-Galton-Watson

Al individuo presente en el tiempo n = 0 lo llamamos la generación 0. A los individuos
que nacen en el tiempo n los llamamos la generación n. Denotamos por Gn a la variable
(aleatoria) que cuenta el número de individuos de la generación n. De esta manera, G0 = 1,

y para n ≥ 1,

Gn =

Gn−1∑
j=1

Xn,j,

donde {Xn,j} son variables aleatorias i.i.d. a la variable X , donde Xn,j representa el nú-
mero de descendientes del j-ésimo individuo de la generación n− 1.

El proceso estocástico (Gn)n≥0 se denomina proceso de ramificación de Bienaymé-
Galton-Watson (BGW). La Figura 3.1 representa una posible realización del proceso (Gn)

hasta el tiempo n = 3.

Estamos particularmente interesados en los eventos de sobrevivencia y extinción del
proceso BGW, los cuales definimos a continuación.

Definición 3.2.1 Decimos que el proceso BGW sobrevive si existe por lo menos un

individuo en cada generación, es decir, si ocurre el evento {Gn > 0, para todo n ≥ 0}. Ca-

so contrario, decimos que el el BGW se extingue, es decir, si ocurre el evento

{Gn = 0, para algún n ≥ 0}.

Observemos que los eventos de Sobrevivencia y Extinción pueden escribirse como

Sobrevivencia ≡
⋂
n>1{Gn ≥ 0}

Extinción ≡
⋃
n>1{Gn = 0}
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Denotaremos por α la probabilidad de extinción y dado que {Gn = 0} ⊂ {Gn+1 = 0},
tenemos que

α = ĺım
n→∞

P[Gn = 0].

Veamos algunos casos simples donde α es facilmente calculada.

Si p0 = 0, entonces α = 0.

Si p1 = 0, entonces α = 1.

Si 0 < p0 < 1 y p0 +p1 = 1, entonces del número total de individuos en la población
tiene distribución geo(p1) y por lo tanto α = 1.

Para el caso 0 < p0 < 1 y p0 +p1 < 1 también es posible determinar el valor de α. Para
esto es necesario hacer un estudio sobre la función generadora de probabilidad (f.g.p.) de
X , el número de descendietes por individuo, la cual se define por

ϕ(t) = E(tX).

El siguiente resultado, establece una relación entre la f.g.p. del número de descendientes
por individuo y la f.g.p. del número de individuos en la generación n.

Proposición 3.2.1 Sean ϕ(t) y ϕn(t) las f.g.p. de las variables aleatorias X y Gn, para

n ≥ 1, respectivamente, entonces

ϕn(t) = ϕ(n)(t),

donde

ϕn(t) = ϕ ◦ ϕ ◦ · · · ◦ ϕ(t)︸ ︷︷ ︸
n veces

.

23



Demostración:

ϕn(t) =
∑
k≥0

E[tGn |Gn−1 = k]P (Gn−1 = k)

=
∑
k≥0

E
[
t
∑k

j=1Xnj |Gn−1 = k
]
P (Gn−1 = k)

=
∑
k≥0

E
[
tX
]k
P (Gn−1 = k)

=
∑
k≥0

[ϕ(t)]k P (Gn−1 = k)

= E
[
ϕ(t)Gn−1

]
= ϕn−1(ϕ(t))

= (ϕn−1 ◦ ϕ)(t)

Aplicando el proceso anterior n− 1 veces tenemos

ϕn(t) = ((ϕn−2 ◦ ϕ) ◦ ϕ)(t)

= (ϕ1 ◦ ϕ ◦ · · · ◦ ϕ)︸ ︷︷ ︸
n-1 veces

(t)

= (ϕ ◦ ϕ ◦ · · · ◦ ϕ)︸ ︷︷ ︸
n veces

(t).

Así se tiene el resultado.

Observacion 3.2.1 Sea ϕ(t) la f.g.p. de las variable aleatoria X . Es fácil verificar que si

p0 + p1 < 1 entonces ϕ satisface las siguientes propiedades

1. ϕ es creciente en [0, 1].

2. ϕ es cóncava hacia arriba en [0, 1].

3. ϕ(0) = p0 y ϕ(1) = 1.

4. ϕ′(1) = E(X).

El siguiente resultado nos brinda el valor del α para el caso 0 < p0 < 1 y p0 + p1 < 1.

Teorema 3.2.1 Sea ϕ(t) la f.g.p. de las variable aleatoria X y µ = E(X). Si 0 < p0 < 1

y p0 + p1 < 1, entonces la probabilidad de extinción del proceso (Gn), denotada por α, es

la menor solución no negativa de la ecuación ϕ(t) = t. Además,
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Figura 3.2: Gráfica de la función ϕ(t) con un punto fijo, µ ≤ 1.

1. Si µ ≤ 1 entonces α = 1.

2. Si µ > 1 entonces α < 1.

Demostración: Primero veamos que α = ϕ(α).

α = ĺım
n→∞

P[Gn = 0] (3.2.1)

= ĺım
n→∞

ϕn(0)

= ĺım
n→∞

(ϕ ◦ ϕn−1)(0)

= ĺım
n→∞

ϕ(ϕn−1(0))

= ϕ( ĺım
n→∞

(ϕn−1(0)) (3.2.2)

= ϕ( ĺım
n→∞

P [Gn−1 = 0])

= ϕ(α),

donde la igualdad en (3.2.2) es dada por la continuidad de ϕ.
Debido a que ϕ(1) = 1, a la concavidad hacia arriba de ϕ(t) y a que ϕ(0) = p0 > 0,

tenemos ϕ(t) debe tener a lo sumo un punto fijo en (0, 1]. Ver Figuras 3.2 y 3.3. Además,
como ϕ′(1) = µ tenemos que

1. Si µ ≤ 1 entonces t = 1 es la única solución de ϕ(t) = t y por lo tanto α = 1. Ver
Figura 3.2.

2. Si µ > 1 entonces existe un x0 ∈ (0, 1) tal que ϕ(x0) = x0. Ver Figura 3.3. Así,
α = 1 o α = x0. Veamos ahora que α = x0.
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x0 1

1

ϕ(t)

t

p0

Figura 3.3: Gráfica de la función ϕ(t) con dos puntos fijos, µ > 1.

Como ϕ(t) es creciente y x0 es punto fijo de ϕ(t) tenemos

x0 = ϕ(x0)

≥ ϕ(0)

= P [G1 = 0],

con esto la Proposición 3.2.1 obtenemos,

ϕ(x0) = ϕ(ϕ(x0))

≥ ϕ(ϕ(0))

= ϕ(2)(0)

= P [G2 = 0].

De esta manera, repitiendo este proceso n veces tenemos que

x0 ≥ ϕ(n)(0) = P [Gn = 0]

y por tanto,
x0 ≥ ĺım

n→∞
P [Gn = 0] = α.

Como x0 ≥ α y x0 6= 1 entonces α 6= 1, y dado que ϕ(t) tiene un único punto fijo en
(0, 1), concluimos que x0 = α.

En la siguiente sección establecemos una aplicación del Teorema 3.2.1 al modelo de
percolación de aristas sobre Td+.
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3.3. Proceso BGW y el modelo de percolación de aristas
sobre Td+

Consideremos un proceso de ramificación BGW donde el número de descendientes
por individuo tiene distribución Binomial(d, p). Notemos que en este caso el proceso de
ramificación se puede asociar a un modelo de percolación de aristas sobre Td+, donde la
probabilidad de que una arista esté abierta es p. Además, el evento de percolación ocurre
si y sólo si el proceso BGW sobrevive. De esta manera, la probabilidad de percolación está
dada por θ(p) = 1− α, donde α es la probabilidad de extinción del proceso BGW.

Del Teorema 3.2.1 sigue que si pd ≤ 1 entonces θ(p) = 0. Si pd > 1 entonces 1− θ(p)
es la menor solución de ϕ(x) = x en (0, 1], donde ϕ(x) =

∑d
i=1

(
d
i

)
pi(1 − p)d−ixi. Esto

es,
d∑
i=0

(
d

i

)
pi(1− p)d−i(1− θ(p))i = 1− θ(p).

Por el Binomio de Newton, la anterior ecuación es

[p(1− θ(p)) + (1− p)]d = 1− θ(p).

Simplificando, obtenemos
θ(p) = 1− [1− pθ(p)]d.

De esta manera tenemos que la probabilidad de percolación θ(p) es solución a la ecua-
ción x = 1− (1− px)d en (0, 1], tal como vimos en el Teorema 2.3.1.

3.4. Procesos de ramificación en ambiente variable con
selección.

Los modelos y resultados presentados en esta sección son definidos y probados en Ber-
tachi et al. [2]. Aquí presentaremos una forma simplificada de los modelos, omitiendo las
pruebas de los resultados. Estos modelos son usados por nosotros en el Capítulo 5 para
probar resultados de percolación de accesibilidad sobre árboles esféricamente simétricos.

Iniciamos definiendo el proceso de ramificación en ambiente variable (PRAV), el cual
es una generalización del proceso BGW considerando que la distribución del numero de
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descendientes por individuo es igual sólo para los individuos de la misma generación. For-
malmente, el proceso PRAV es definido por

Z0 = 1,

Zn =

Zn−1∑
j=1

Wn,j, n ≥ 1,

donde Zn representa el número de individuos en la n−ésima generación y {Wn,j}j≥1,n≥0
es una familia de variables aleatorias independientes tal que {Wn,j}j≥1 son copias idéntica-
mente distribuidas de una variable Wn, donde Wn,j representa el número de descendientes
del j-ésimo individuo de la generación n− 1.

Como es usual, decimos que el proceso PRAV se extingue si P[∪n≥1{Zn = 0}] = 1.
Caso contrario, decimos que el proceso PRAV sobrevive. En adelante, denotamos por
mn y m(2)

n al primer y segundo momento, respectivamente, de la variable Wn. Es decir,
mn = E(Wn) y m(2)

n = E(W 2
n). Los siguientes resultados establecen condiciones suficien-

tes para extinción y sobrevivencia del proceso PRAV.

Teorema 3.4.1 (Proposición 2.4 en [2]) Si ı́nfn∈N
∏n

i=0mi = 0, entonces, entonces el

PRAV se extingue.

Teorema 3.4.2 (Teorema 2.5 en [2]) Considere un PRAV tal que m2
n <∞ para un n sufi-

cientemente grande. Entonces para cada n ∈ N, los siguientes enunciados son equivalen-

tes:

1.

{∑∞
j=n

m
(2)
j −mj

m2
j

(∏j−1
i=nmi

)−1
<∞

ı́nfj∈N
∏j

i=0mi > 0
.

2. ĺımk→+∞

[(∏n+k
i=n mi

)−1
+
∑n+k

j=n

m
(2)
j −mj

mj

(∏j
i=nmi

)]
<∞.

Más aún, si cualquiera de las condiciones anteriores se cumple para algún n, entonces el

PRAV se sobrevive.
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Basados en el PRAV, se define el Proceso de Ramificación en Ambiente Variable con
Selección (PRCS) de la siguiente manera. Dado un PRAV asignamos a cada individuo una
etiqueta que representa su fitness. Dicha etiqueta es una variable aleatoria continua, asigna-
da de manera independiente a cada individuo en el momento de su nacimiento. Asumimos
también que estas variables tienen la misma distribución. Definimos el mecanismo de se-
lección de la siguiente manera: los descendientes del individuo con fitness x sobreviven si
y sólo su fitness es mayor que x.

En un procesos PRCS, denotamos por An el conjunto aleatorio de los fitness de las
partículas de la generación n y por Nn := |An|, el cardinal de An. Decimos que el proceso
PCRS, comenzando con una partícula de fitness x, sobrevive si

P[Nn > 0,∀n > 0 | A0 = {x}] > 0.

Teorema 3.4.3 Suponga que existe una suseción {ci}i≥0 de números reales tales que∑∞
i=0

ci
mi
<∞ y además {∑∞

j=n

m
(2)
j −mj

m2
j

(Cj
∏j−1

i=n ci)
−1 <∞

ı́nfn∈NC
n
∏n

j=0 cj > 0

para algún n ∈ N y C > 0. Entonces el PRCS, empezando con una partícula con fitness x,

sobrevive si la probabilidad de cualquier partícula tener fitness mayor que x es positiva.
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Capítulo 4

Percolación de accesibilidad sobre Td+

4.1. Introducción

En este capítulo estudiamos un tipo especial de percolación sobre Td+, llamado
percolación de accesibilidad. En la Sección 4.2 definimos el modelo de forma general y
presentamos definiciones de los eventos de interés sobre el mismo. En la Sección 4.3 pre-
sentamos un caso particular del modelo de percolación de accesibilidad sobre Td+, conocido
como modelo House of Cards (HoC) y para el cual probamos que no existe transición de
fase. En la Sección 4.4 presentamos el modelo Rough Mount Fuji (RMF) sobre Td+ y esta-
blecemos resultados de transición de fase en un caso particular, mostrando el valor exacto
del parámetro crítico.

4.2. El modelo

Consideramos el árbol Td+ como fue definido en la Sección 2.2. A cada vértice v ∈ Td+,
con v 6= 0, lo etiquetamos con una variable aleatoria continua X(v). Para el vértice raíz,
consideramos X(0) = −∞.

Decimos que un camino, {0, v1, v2, . . . , vn}, desde la raiz hasta el nivel n del árbol Td+
es accesible si X(v1) < X(v2) < · · · < X(vn), es decir, si las etiquetas de los vértices
están en orden creciente respecto a los niveles del árbol. Sea Nn el número de caminos
accesibles desde la raíz 0 hasta el nivel n de Td+. Definimos el evento de percolación de
accesibilidad como el evento

⋂
n≥0{Nn ≥ 1}. Es decir, decimos que hay percolación si

existe por lo menos un camino accesible de longitud infinita.
Dado que {Nn+1 ≥ 1} ⊆ {Nn ≥ 1} tenemos que la probabilidad de percolación está



Figura 4.1: Modelo de percolación accesible en T2
+

dada por

P

(⋂
n≥0

{Nn ≥ 1}

)
= ĺım

n→∞
P(Nn ≥ 1).

A continuación estudiamos dos casos particulares en los que analizamos la existencia de
percolación de accesibilidad sobre Td+, considerando la dinámica de los modelos House
of Cards (HoC) y Rough Mount Fuji (RMF), cuyas definiciones pueden encontrarse de
manera general en [6, 10].

4.3. House of cards (HoC)

Para el modelo de percolación de accesibilidad sobre Td+, definido anteriormente, asu-
mimos que las variables aleatoiras {X(v)}v∈T+ son independientes e identicamente distri-
buidas. Este último supuesto es lo que referimos como propiedad HoC.

Sea {0, v1, v2, . . . , vn} un camino desde la raiz hasta el nivel n de Td+. Denotemos por
Pn la probabilidad de que este camino sea accesible, es decir,

Pn = P(X(v1) < X(v2) < · · · < X(vn)).

Dado que la distribución de las variables X(v) es la misma, tenemos que Pn depende
únicamente de la cantidad de maneras que podemos ordenar las n etiquetas de los vértices,
es decir, de n! formas. Por lo tanto, para el modelo HoC tenemos

Pn =
1

n!
.

Teorema 4.3.1 Para el modelo de HoC la probabilidad de percolación de accesibilidad es

cero.
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Demostración: Por definición de esperanza tenemos

E[Nn] = E[
dn∑
i=1

I{el camino i es accesible}]

=
dn∑
i=1

E[P (el camino i es accesible)]

=
dn∑
i=1

1

n!

=
dn

n!

Ahora por la desigualdad de Markov tenemos

ĺım
n→∞

P(Nn ≥ 1) ≤ ĺım
n→∞

E[Nn]

1

= ĺım
n→∞

dn

n!
= 0.

4.4. Rough Mount Fuji (RMF)

En el modelo Rough Mount Fuji (RMF) consideramos que para cada v ∈ Td+ asignamos
la variable aleatoria X(v) = θd(0, v) + Y (v), con θ > 0, donde d(0, v) es la distancia
de v a la raíz de Td+ y {Y (v)}v∈Td son variables aleatorias i.i.d. Aquí, consideramos el
caso particular cuando {Y (v)}v∈Td tienen distribución Gumbel. Iniciamos presentando la
definición de la distribución Gumbel y algunas de sus propiedades.

Definición 4.4.1 Decimos que una variable aleatoria continua X tiene distribución Gum-

bel si su función de densidad de probabilidad está dada por

f(x) = exp(−x− exp(−x)), x ∈ R.

Observacion 4.4.1 La función de distribución acumulada de la distribución Gumbel está

dada por F (x) = exp(−e−x) y fácilmente se comprueba que F (x+ t) = F (x)exp(−t).
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Lema 4.4.1 (Franke et. al. [7]) Sea Xn = θn + Yn donde (Yn)n≥1 son v.a. i.i.d. Gumbel.

Entonces

P (X1 < X2 < · · · < Xn) = [a(θ)]nb(θ, n)

donde

a(θ) = 1− e−θ y b(θ, n) =

[
n∏
k=1

(1− e−θk)

]−1
.

Demostración: Denotemos por fn la función de densidad de probabilidad de Xn y por f
la función de densidad de probabilidad de Yn. Observe que fn(x) = f(x − θn). De esta
manera para Pn = P (X1 < X2 < · · · < Xn), tenemos que

Pn =

∫ ∞
−∞

dxnfn(xn) · · ·
∫ x3

−∞
dx2f2(x2)

∫ x2

−∞
dx1f1(x1).

=

∫ ∞
−∞

dynf(yn)

∫ yn+θ

−∞
dyn−1f(yn−1) · · ·

∫ y2+θ

−∞
dy1f(y1)

=

∫ ∞
−∞

dynf(yn)

∫ yn+θ

−∞
dyn−1f(yn−1) · · ·

∫ y3+θ

−∞
dy2f(y2)F (y2 + θ)

=

∫ ∞
−∞

dynf(yn)

∫ yn+θ

−∞
dyn−1f(yn−1) · · ·

∫ y3+θ

−∞
dy2f(y2)F (y2)

exp(−θ), (4.4.1)

donde en la última igualdad reemplazamos F (y + θ) por F (y)exp(−θ), de acuerdo a la
Observación 4.4.1. Ahora, denotando F (yn) = µ y exp(−θ) = α en (4.4.1) obtenemos
que

Pn =

∫ ∞
−∞

dynf(yn)

∫ yn+θ

−∞
dyn−1f(yn−1) · · ·

∫ F (y3+θ)

0

µαdµ

=
1

1 + α

∫ ∞
−∞

dynf(yn)

∫ yn+θ

−∞
dyn−1f(yn−1) · · ·

∫ F (y4+θ)

0

µα(1+α)dµ

=

(
1

1 + α

)(
1

1 + α + α2

)
· · ·
(

1

1 + α + · · ·+ αn−1

)
=

n−1∏
k=1

1∑k
i=0 α

i

= (1− e−θ)n
n−1∏
k=1

1

1− e−θk
.
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Observacion 4.4.2 Notemos que b(θ, n) es creciente en n y acotada, por lo tanto existe

b(θ) := ĺımn→∞ b(θ, n). Así,

1 ≤ b(θ, n) ≤ ĺım
n→∞

b(θ, n) = b(θ).

Volviendo al modelo de percolación de accesibilidad RMF sobre Td+, observe que el
Lema 4.4.1 nos permite calcular la probabilidad de que un camino fijo de longitud n, par-
tiendo desde la raiz del árbol, sea accesible. Observe que para cada vértice v del camino,
con d(0, v) = n, la variable Xv es representada por Xn = θn+ Yn en el Lema 4.4.1.
A continuación presentamos un lema que nos ayudará a calcular la probabilidad de tener
por lo menos un camino accesible de longitud n partiendo desde la raiz de Td+.

Lema 4.4.2 Sea X una variable aleatoria con E[X] <∞, E2[X] <∞, entonces

P[X 6= 0] ≥ E[X]2

E[X2]

Demostración: Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz tenemos

E[X]2 = E[I{X 6=0}X]2 ≤ E[I2{X 6=0}]E[X2] = P[X 6= 0]E[X2]

por lo tanto

P[X 6= 0] ≥ E[X]2

E[X2]
.

Observemos que hay dn caminos desde la raiz hasta el nivel n de Td+. Por simplicidad
denotaremos por Θi a la variable indicadora definida por

Θi =

{
1, si el i-ésimo camino es accesible,
0, en otro caso.

Lema 4.4.3 (Nowak and J. Krug [14]) Sea Nn el número de caminos accesibles desde la

raíz 0 hasta el nivel n de Td+. Entonces,

E[N2
n] ≤ E[Nn] +

(d− 1)

d2
[b(θ)]3yn+2

[
yn − 1

y − 1

]
,

donde y = a(θ)d.
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Demostración:

E[N2
n] = E

( dn∑
i=1

Θi

)2


= E

[
dn∑
i=1

Θi +
dn∑
i 6=j

ΘiΘj

]

= E[Nn] + E

[
dn∑
i 6=j

ΘiΘj

]
.

Notemos que si el camino i y el camino j son diferentes, entonces pueden compartir a lo
sumo n− k + 1 vértices, con 1 ≤ k ≤ n (ver Figura 4.2). De esta manera, si llamamos mk

al número de caminos que comparten n− k + 1 vértices y πk a la probabilidad de que dos
caminos que compartan n+ k − 1 vértices sean accesibles, tenemos que

E

[
dn∑
i 6=j

ΘiΘj

]
=

n∑
k=1

mkπk.

Ahora haciendo un cálculo combinatorio nos damos cuenta que mk = dn(d − 1)dk−1

y además πk ≤ Pn−k+1PkPk, donde Pk es la probabilidad de que un camino de longitud k
sea accesible. De esta manera, aplicando el Lema 4.4.1,

n∑
k=1

mkπk ≤
n∑
k=1

dn(d− 1)dk−1Pn−k+1PkPk

=
n∑
k=1

(d− 1)dn+k−1[a(θ)]n−k+1b(θ, n− k − 1)[a(θ)]2k[b(θ, k)]2

≤(d− 1)

d2
[b(θ)3]

n∑
k=1

dn+k+1[a(θ)]n+k+1

=
(d− 1)

d2
[b(θ)3][a(θ)d]n+1

n∑
k=1

[a(θ)d]k.

Haciendo el cambio de variable a(θ)d = y tenemos que

(d− 1)

d2
[b(θ)3][a(θ)d]n+1

n∑
k=1

[a(θ)d]k =
(d− 1)

d2
[b(θ)3]yn+2

[
yn − 1

y − 1

]
.
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Figura 4.2

Por lo tanto,

E[N2
n] ≤ E[Nn] +

(d− 1)

d2
[b(θ)3]yn+2

[
yn − 1

y − 1

]
.

Ahora podemos enunciar y mostrar el resultado más relevante de esta sección, la existencia
de transición de fase para el modelo de percolación de accesibilidad RMF sobre Td+.

Teorema 4.4.1 (Nowak and J. Krug [14]) Para el modelo de percolación de accesibili-

dad RMF sobre Td+, asociado a la distribución Gumbel, el parámetro crítico de transición

de fase es θc = ln( d
d−1). Es decir,

1. ĺımn→∞ P(Nn ≥ 1) = 0 si θ < θc.

2. ĺımn→∞ P(Nn ≥ 1) > 0 si θ > θc.

Demostración: 1. Por la desigualdad de Markov y Lema 4.4.1 tenemos que

P(N ≥ 1) ≤ E[Nn]

= dn[a(θ)]nb(θ, n).

Para θ < ln( d
d−1), como a(θ) es creciente, tenemos que a(θ)d < 1. Además, recor-

dando que ĺımn→∞ b(θ, n) = b(θ) <∞, sigue que

ĺım
n→∞

P(N ≥ 1) ≤ [ ĺım
n→∞

(da(θ))n]b(θ) = 0.

36



2. Por el Lema 4.4.2 tenemos que

P[N ≥ 1] ≥ E[Nn]2

E[N2
n]

=
E[Nn]2

E[Nn] + E
[∑dn

i 6=j ΘiΘj

]
=

E[Nn]

1 + E[Nn]−1E
[∑dn

i 6=j ΘiΘj

]
=

ynb(θ, n)

1 + E[Nn]−1E
[∑dn

i 6=j ΘiΘj

]
Por el Lema 4.4.3 y haciendo y = a(θ)d, tenemos que

E[Nn]−1E

[
dn∑
i 6=j

ΘiΘj

]
≤ (d− 1)[b(θ)3]yn+2(yn − 1)

d2ynb(θ, n)(y − 1)

=
(d− 1)[b(θ)]2y2(yn − 1)

d2(y − 1)
.

Por lo tanto,

ynb(θ, n)

1 + E[Nn]−1E
[∑dn

i 6=j ΘiΘj

] ≥ ynb(θ, n)

1 + (d− 1)[b(θ)]2y2(yn − 1)d−2(y − 1)−1
.

Tomando el límite cuando n tiende a infinito tenemos

ĺım
n→∞

ynb(θ, n)

1 + (d− 1)[b(θ)]2y2(yn − 1)d−2(y − 1)−1
=

d2(y − 1)

(d− 1)y2b(θ)
> 0,

donde hemos usado el hecho de que θ > ln( d
d−1) y por tanto y = a(θ)d > 1. Por lo

tanto,

ĺım
n→∞

P(N ≥ 1) >
d2(y − 1)

(d− 1)y2b(θ)
> 0.
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Capítulo 5

Percolación de accesibilidad en árboles
esféricamente simétricos

5.1. Introducción

En este capítulo estudiamos el fenómeno de transición de fase en el modelo de percola-
ción de accesibilidad sobre árboles esféricamente simétricos, definido por Coletti et. al [4].
En la siguiente sección definimos el modelo y estudiamos los resultados de transición de
fase del mismo. Los resultados aquí presentandos se basan en los procesos de ramificación
en ambiente variable con selección estudiados en la Sección 3.4.

5.2. El modelo

Definimos como árbol esféricamente simétrico, denotado por T := (V , E), a un grafo
conectado, infinito y sin ciclos, para el cual todos los vértices que están a una misma dis-
tancia de un vértice fijo, denominado raiz, tienen el mismo grado. Denotamos por 0 la raiz
de T. En nuestra notación, V representa es el conjunto de vértices y E ⊆ {(u, v) : u, v ∈
V , u 6= v} el conjunto de aristas. Por simplicidad en la notación, diremos que T = V .
Como es usual, si (u, v) ∈ E decimos que u, v son vecinos y lo denotamos como u ∼ v;
el grado de un vértice v es la cantidad de vecinos de v. Un camino en T es una secuen-
cia de vértices {v1, v2, ..., vn} tales que vi ∼ vi+1. Dados dos vértices u, v en T, existe
un único camino que los conecta. La cantidad de aristas del camino que conecta a u y v
define la distancia entre ellos y es denotada por d(u, v). Al conjunto de vértices que están
a una distancia n de la raíz 0 del árbol se denomina nivel n del árbol y lo denotamos por



Figura 5.1: Camino accesible desde la raiz hasta el nivel 3 del árbol. N3 = 1.

∂Tn = {v ∈ V : d(0, v) = n}. A cada árbol esféricamente simétrico se le asigna una
función f : N0 → N0, denominada función de crecimiento, para la cual f(0) es el grado
del vértice raiz 0 y para n ≥ 1, f(n) = dn−1, donde dn es el grado de los vértices en ∂Tn.

Para cada vértice v ∈ T asignamos una variable aleatoria continua, Xv, de tal for-
ma que χ = {Xv : v ∈ V} es una familia de variables aleatorias independientes e
identicamente distribuidas. Decimos que un camino {v1, . . . , vn} ∈ T es accesible si
Xv1 < Xv2 . . . < Xvn . Denotamos por Λn al evento de que ∂Tn es accesible desde la
raíz, es decir, que existe un camino accesible de longitud n empezando desde la raíz. De-
notamos Nn al número de caminos accesibles hasta el nivel n del árbol. Notemos que
P(Λn) = P(Nn ≥ 1). La Figura 5.1 muestra un ejemplo de una posible realización sobre
un árbol esféricamente simétrico.

Decimos que existe percolación de accesibilidad sobre sobre T si el evento ∩n∈NΛn

ocurre con probabilidad positiva y denotamos dicha probabilidad por θ(T). Dado que
{Nn+1 ≥ 1} ⊆ {Nn ≥ 1}, tenemos entonces que

θ(T) = P [∩n∈N(Λn)] = ĺım
n→∞

P(Λn).

El interés en el modelo descrito anteriormente, es determinar la existencia de perco-
lación de accesibilidad, sobre árboles esféricamente simétricos, respecto a la función de
crecimiento asociada al mismo.

A fin de probar resultados de transición de fase sobre algunos árboles esféricamente
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simétricos, introducimos la siguiente relación de orden parcial entre árboles. Considere-
mos dos árboles T1 = (V1, E1) y T2 = (V2, E2). Decimos que T1 es dominado por T2,
denotado por T1 ≺ T2, si V1 ⊆ V2 y E1 ⊆ E2. En el siguiente resultado mostramos que la
probabilidad de percolación es una función creciente respecto a la relación de dominación.

Lema 5.2.1 Si T1 ≺ T2, entonces θ(T1) ≤ θ(T2).

La demostración del Lema 5.2.1 es análoga al los Lemas 1.3.1 y 2.3.1.

Denotemos por T! el árbol esféricamente simétrico, cuya función de crecimiento está
dada por f(i) = i+1, i ≥ 0. A continuación mostramos que sobre T! no existe percolación
de accesibilidad.

Observe que sobre T!, usando el mismo argumento de la Sección 4.3, tenemos que

E(Nn) =

∏n−1
i=0 f(i)

(n+ 1)!
=

n!

(n+ 1)!
=

1

n+ 1
.

Por la desigualdad de Markov tenemos que

P(Λn) = P(Nn ≥ 1) ≤ E(Nn)

1
=

1

n+ 1
.

Por lo tanto,
θ(T!) = ĺım

n→∞
P(Λn) ≤ ĺım

n→∞

1

n+ 1
= 0.

Así, para la existencia de percolación de accesibilidad sobre árboles esféricamente si-
métricos, es necesario considerar árboles con una función de crecimiento superlineal. Este
comportamiento no es sorprendente ya que el modelo dificulta la accesibilidad en caminos
largos. Por lo tanto, se consideran árboles esféricamente simétricos, denotados por Tα, con
función de crecimiento dada por f(i) = d(1 + i)αe y α > 0 constante.

Por el Lema 5.2.1, θ(Tα) es una función no decreciente en α y el parámetro crítico de
transición de fase, αc := ı́nf{α : θ(Tα) > 0}, está bien definido. El siguiente resultado
establece que αc = 1.
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Teorema 5.2.1 (Coletti et. al [4]) Para el modelo de percolación de accesibilidad sobre

Tα se cumple que:

1. Si α ≤ 1 entonces θ(Tα) = 0.

2. Si α > 1 entonces θ(Tα) > 0.

Demostración: Para el caso α ≤ 1, debido a que d(1 + i)αe ≤ (i + 1), tenemos que
Tα ≺ T! y por el Lema 5.2.1 se sigue que θ(Tα) ≤ θ(T!) = 0.

Para el caso α > 1, observemos que el modelo de percolación de accesibilidad sobre Tα
puede asociarse a un proceso de ramificación en ambiente variable con selección (PRCS),
donde el valor esperado del número de descendientes por individuo (antes de selección) en
el proceso de ramificación corresponde a la función de crecimiento del árbol en el modelo
de percolación. Es decir, mi = d(1 + i)αe. Así, el PRCS sobrevive si y solo si existe per-
colacón de accesibilidad sobre Tα.

Ahora, por el Teorema 3.4.3, teniendo mi = d(1 + i)αe y m(2)
i = m2

i = d(1 + i)αe2

y considerando la sucesión {ci}i≥0 siendo ci = 1, para todo i ≥ 1 y C = 2, tenemos que
para α > 1,∑

i=1

ci
d(1 + i)αe

<∞.

∞∑
j=1

m2
j −mj

m2
j

(2j)−1 =
∞∑
j=1

(
1− 1

mj

)
(2j)−1 ≤

∞∑
j=1

1

2j
<∞.

ı́nf
n∈N

2n = 2 > 0.

Así, podemos concluir que el PRCS sobrevive y por lo tanto θ(Tα) > 0.
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