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Resumen

En esta monografia, caracterizaremos ciertos espacios en los que es posible extender continua-
mente una funciéon continua definida en un subespacio a todo el espacio completo. Ademas,
nos preguntamos, ;bajo qué condiciones una funcion lipschitziana con constante de Lipschitz
L puede ser extendida a todo el espacio completo conservando la condicién de Lipschitz con
la misma constante L? Nuestro proposito es clasificar algunos teoremas importantes de ex-
tension que caracterizan estos espacios en los que es posible hacer este tipo de extensiones.
Estudiaremos algunos resultados importantes del teorema de extension de Tietze aplicado a
diferentes espacios, y por supuesto, estudiaremos las funciones de Lipschitz que conservan la

propiedad mencionada.

Palabras clave: Extensiones, continuidad, paracompacidad, funciones Lipschitz.

Abstract

In this monograph, we characterize certain spaces in which it is possible to continuously
extend a continuous function defined on a subspace to the whole space. We also want to know,
under what conditions can a Lipschitzian function with Lipschitz constant L be extended to
the whole space preserving the Lipschitz property with the same constant L? Our purpose is
to classify some important extension theorems that characterize these spaces in which it is
possible to do these extensions. We will study some important results of Tietze’s extension
theorem applied to different spaces and, of course, we will study the Lipschitz functions that

preserve the mentioned property.

Keywords: Extensions, continuity, paracompactness, Lipschitz functions.
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Introduccion

En muchas areas de las mateméticas, incluyendo problemas de optimizacion asi como algunas
cuestiones importantes de analisis, tenemos que tratar con funciones f que satisfacen una
propiedad & solo en un subconjunto A del espacio total X. Es importante saber si f puede
extenderse a X conservando la propiedad &2, es decir, si existe una funcién F, definida y que
posee la propiedad &2 sobre todo X, que es igual a f en A. Estamos interesados en estudiar
funciones continuas definidas en un subespacio que pueden ser continuamente extendidas a
todo el espacio. Cuando la funcién definida en un subconjunto de un espacio métrico X es

L- Lipschitz, mostraremos la existencia de extensiones L-Lipschitz definidas en todo X.

Hay reglas para construir funciones continuas, por ejemplo, restringiendo el dominio o ex-
tendiendo el recorrido de una funcién continua. Es decir, si f: X — Y es continua y A es un
subespacio de X, entonces la funcion restringida f|4: A — Y es continua. Por otra parte, si Z
es un subespacio de Y que contiene al conjunto imagen f(X), entonces la funcion g: X — Z,
obtenida al restringir el rango de f, es continua. Si Z es un espacio con Y como subespacio,
entonces la funcién h: X — Z, obtenida el extender el recorrido de f, es continua (véase [7]).
Ahora bien, considere los espacios X, Y vy A C X. Si f: A — Y es continua, ;cuindo es po-
sible que exista una funciéon F': X — Y continua en todo X tal que F|4 = f?7 En general, la
existencia de F' es mas bien excepcional, ya que en la mayoria de los casos f no es extensible
a una funciéon continua en todo X. Lo mismo ocurre si f es una funcién lipschitziana, en este
caso nuestra pregunta se basaria sobre la existencia de una funcion lipschitziana F' tal que
Fla=fy L(f) = L(P).

El primer teorema de extension util fue probablemente el teorema de extension de Tietze, este
teorema caracteriza los espacios topoloégicos en los que es posible extender al espacio total una
funcién continua definida en un subconjunto cerrado. Al principio el teorema simplemente

afirmaba que dicha extension era posible en ciertos espacios; solo mas tarde se aspira a

Vil



viii Indice general

caracterizarlos. Lebesgue presenté en 1907 la primera demostracion valida cuando X es un
espacio vectorial real de dimension finita. En espacios meétricos, la primera demostracién
valida fue dada por Tietze en 1915 y por tal razén el teorema lleva su nombre. Hausdorff
también dio una demostracion valida solo en espacios métricos en 1919, mas breve y que solo
requiere las propiedades elementales del infimo de un conjunto de nimeros reales, lo cual la
hacia un poco méas entendible que la de Tietze. La prueba clasica es dada por Urysohn en
1925 para espacios topologicos normales; esta demostracion del teorema de Tietze requiere
establecer el lema de Urysohn, una de las herramientas fundamentales de la topologia general
elemental, y se usa también los conceptos de series de funciones y convergencia uniforme (para

mas detalles véase [5])

Este trabajo contiene tres capitulos para el desarrollo del problema. El primer capitulo trata
sobre los preliminares y se compone de algunos conceptos bésicos del analisis matemético
tales como: sucesiones y series convergentes, sucesiones y series de funciones (estableciendo
previamente la nocion de espacio métrico ). También se establece la nociéon de espacio topo-
logico y subespacios, asi como también el de funciones continuas sobre espacios topologicos
y espacios normados. El segundo capitulo contiene cuatro resultados importante e interesan-
tes sobre extension de funciones continuas, entre ellos la formula de Dugundji. Ademas, se
presentan ejemplos que ilustran y aplican cada uno de estos teoremas. En el iltimo capitulo
obtenemos resultados para extender funciones Lipschitz continuas a una funcién Lipschitz
continua conservando la misma constante de Lipschitz sobre todo el espacio. En este capitulo
establecemos que si f es una funcion L-Lipschitz, entonces podemos saber explicitamente

cual es la menor y la mayor extensién L-Lipschitz de f.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Espacios topologicos

Las ideas topologicas estan presentes en casi todas las areas de las matematicas actuales.
El tema de la topologia en si consta de varias ramas diferentes, tales como la topologia
general, la topologia algebraica y topologia diferencial, las cuales tienen relativamente poco
en comin. La topologia se interesa por conceptos como proximidad, niimero de agujeros,
el tipo de consistencia (o textura) que presenta un objeto, comparar objetos y clasificar
miltiples atributos donde destacan conectividad, compacidad, metricidad o metrizabilidad,
entre otros. La Topologia es basica en la formacion de cualquier matematico actual y se
encuentra presente en areas de las mateméticas como el algebra, la geometria, el anélisis,
etc. Sus métodos y sus resultados facilitan el tratamiento de numerosos problemas e incluso
permiten abordar otros que no tienen un origen estrictamente topologico. La topologia ha
alcanzado, digamos su madurez, recientemente. La mayoria de los estudiosos de la historia
de las matematicas sittian su puesta de largo en las primeras décadas del siglo XX, a partir

de los trabajos de I'. Hausdorff (1914), P. Alexandroff (1926) y W. Sierpinski (1928).

La definicion de espacio topolégico, que ahora mismo esté estandarizada, tardé6 muchos afnos
en ser establecida. Algunos matematicos, tales como Fréchet, Hausdorff y otros, propusieron
distintas definiciones en las primeras décadas del siglo XX, pero fue mucho méas tarde cuando

los matematicos establecieron la definicion que finalmente fue adoptada:

Definicion 1.1.1. Una topologia en un conjunto X es una familia .7 de subconjuntos de X
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la cual satisface las siguientes condiciones:

(1) 0 y X son elementos de .7
(2) la union de cualquier coleccion de elementos de .7 es de nuevo un elemento de

(3) la interseccion de cualquier coleccion finita de elementos de .7 es de nuevo un elemento

de 7

Un espacio topologico es un par (X, .7), en el cual X es un conjunto y 7 es una topologia
en X. Cuando no sea necesario especificar .7, simplemente diremos que X es un espacio
topologico. Los elementos de X seran llamados puntos, y los miembros de .7 conjuntos

abiertos o simplemente abiertos.

Ejemplo 1.1.2. Sobre un conjunto X, la colecciéon de sus partes &(X) define la topologia
discreta. En este caso, el par (X, #(X)) es llamado espacio topologico discreto. Para ver
que un espacio topologico es discreto basta mostrar que cualquier singulete es un conjunto

abierto.

Ejemplo 1.1.3. Sobre un conjunto X, la coleccion 4 = {0, X} define la topologia in-
discreta (o topologia trivial). En este caso, el par (X, Z,4) es llamado espacio topologico

indiscreto.

Ejemplo 1.1.4. Si X es un conjunto, la coleccion
Tt = {0} U{U C X: X\ U es finito}

define la topologia de los complementos finitos o la topologia cofinita en X. A saber, es claro
de la definicion que 0, X € . Por otro lado, si {Us,}aeca €s una coleccion arbitraria de
elementos en 7, en virtud de las formulas de De Morgan se tiene

X\ JUa=X\U,

a€eN a€eA Ffinito

Como el conjunto a la derecha de la igualdad anterior es finito, entonces el conjunto (J,., Ua
posee complemento finito; y por lo tanto, es un elemento de .7,,;. De igual modo si U,, Ug

son elementos de 7, los elementos X \ U,, X \ Up son finitos, y en consecuencia

X\UsNUs =X\ Uy UX\ Up



1.2. Subespacios 3

al ser union de dos conjuntos finitos, es finito. Asi U, NUp tiene complemento finito, luego esta
en Z.,f. Concluimos entonces que 7, define una topologia en X. En este caso, (X, Z..r) es

llamado espacio cofinito.

Definicion 1.1.5 (Base). Si X es un conjunto, una base para una topologia sobre X es una

coleccion # de subconjuntos de X (llamados elementos basicos) tales que:

(1) Para cada € X, hay al menos un elemento basico B que contiene a x

(2) Si z pertenece a la interseccion de dos elementos bésicos B y Bs, entonces existe un

elemento basico B3 que contiene a x tal que By C By N Bs.

Si A satisface estas dos condiciones, se define la topologia 7 generada por % como sigue:
un subconjunto U de X se dice que es abierto en X (es decir, U € .7), si para cada = € X,
existe un elemento basico B € £ tal que x € By B C U. Notese que cada elemento bésico

es asi mismo un elemento de 7.

Definicién 1.1.6. Si £ es la coleccion de todos los intervalos abiertos en la recta real,
(a,b) ={z:a <z <b}

la topologia generada por & se denomina topologia usual sobre la recta real. Siempre que
estudiemos R supondremos que viene con esta topologia, a menos que digamos lo contrario.

Sus abiertos seran llamados abiertos usuales.
Si A’ es la coleccion de todos los intervalos semiabiertos del tipo
la,b) ={z:a <z <b}

donde a < b, la topologia 7] generada por %’ se llama topologia del limite inferior sobre
R. El espacio (R, 7)) se llama la recta de Sorgenfrey. Cuando R esté dotada de la topologia

del limite inferior, lo denotamos por R;

1.2. Subespacios

DadoY C (X, .7), a partir de la topolgia de X podemos dotar al conjunto Y de una topologia

llamada la topologia inducida o relativa.
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Definicién 1.2.1. Sea Y C (X,.7). Se define la topologia de subespacio o la topologia

inducida por 7 sobre Y, a la topologia definida por la prescripcion
ﬁy:{YﬂU:Uef}

En este caso, el par (Y, %) se dice que es un subespacio topolégico de (X, 7); sus conjuntos

abiertos son todas la intersecciones de conjuntos abiertos de X con Y.

Definicién 1.2.2. Si Y es un subespacio de X, diremos que un conjunto U es abierto en Y
(o abierto relativo a Y') si pertenece a la topologia de Y'; esto implica, en particular, que es

un subconjunto de Y. Diremos que U es abierto en X si pertenece a la topologia de X.

Es facil ver que % es una topologia sobre Y. En efecto, contiene a () y X, porque
D=YNOh e Y=YNX

donde ) y X son elementos de 7. El hecho de que sea cerrado para intersecciones finitas y

uniones arbitrarias se deduce de las ecuaciones
nY)n.nU,NnY)=UN..NnU,)NY

U W.ny) = (U Ua> ny

a€N aEA

Ejemplo 1.2.3. En X = {a,b,¢,d, e} consideremos la topologia
T ={X,0,{a},{a,b},{a,c,d},{a,b,c,d},{a,be}}
Para el conjunto A = {c,d, e} notamos que
A=XNA 0=0nA O0={a}nA 0={a,b}NA
{¢,d} ={a,c,d} N A={a,bc,d} NA, {e}={a,be}NA
Por lo tanto, la topologia inducida en A es T4 = {A,0,{c,d}, {e}}.

Ejemplo 1.2.4. Para cada A C (X, Z,q) se verifica T4 = {0}, A}; i.e., todo subespacio de
un espacio indiscreto, es un espacio indiscreto. Por otro lado, para cada A C (X, Z(X)), se

verifica 7y = Z(A). Esto es, todo subespacio de un espacio discreto, es un espacio discreto.
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Ejemplo 1.2.5. Para cada A C (X, ), se verifica 74 = Z(A) si A es finito. Por otro
lado, 94 = T,y si A es infinito.

Ejemplo 1.2.6. Para B = {2: n € N} C R, (R con la topologfa usual), se verifica T =
Z(B). Para comprobarlo, basta notar que en B los singuletes son abiertos. Esto se reduce
a escribir {%} = (n%l, ﬁ) N B, para cada n > 2; ademas, {1} = (3, %) N B. No obstante,
sobre B = {0} U B, la topologia inducida no es la discreta. Pues no es imposible escribir

{0} =U N B con U abierto usual.

Ejemplo 1.2.7. Tanto los niimeros racionales, asi como los niimeros irracionales como subes-

pacios de la recta usual no son espacios discretos.

Proposicion 1.2.8. Si £ es una base para la topologia de X, entonces la coleccion
By ={BNY: Bec A}

es una base para la topologia de subespacio sobre Y .

1.3. Funciones continuas

1.3.1. Continuidad de una funcién

Definicion 1.3.1. Sean (X, Ix) y (Y, %) espacios topologicos. Una funcion f: X — Y se
dice que es continua si para cada subconjunto abierto V de Y (V € ), el conjunto f~1(V)

es un subconjunto abierto de X (f~1(V) € ).

Recordemos que f~1(V) es el conjunto de todos los puntos x € X para los cuales f(z) € V;

ademads, es vacio si V' no interseca al conjunto imagen f(X) de f.

La continuidad de una funcién no solamente depende de la propia funcién, sino que también
depende de las topologias especificadas para su dominio y recorrido. Para resaltar este hecho,

podemos decir que f es continua relativa a las topologias especificadas sobre X y Y.

Notamos que si la topologia del espacio de llegada Y est4 dada por una base 4, entonces
para probar la continuidad de f basta mostrar que la imagen inversa de cada elemento bésico

es abierto: como el conjunto abierto arbitrario V' de Y se puede escribir como una unién de
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elementos béasicos

V:UBQ

a€N

Entonces

)y =U B

aEN
por lo cual f~1(V) es abierto si cada conjunto f~!(B,) es abierto.
Como motivacion al siguiente teorema, recordemos lo siguiente:

Para zp € Ry r > 0, tenemos B(zo,7) = (xg — 1,20 + 7); asi
r € B(xg,r) S x€(vo—rrg+r)Sxg—r<c<zg+r&|lr—z <7

En anélisis se estudian diversas maneras de definir la continuidad de una funcién, distintas

pero equivalentes.
La continuidad de una funciéon en una variable real es definida por:

Una funcién f: R — R es continua en z, si para cada nimero real € > 0, es posible encontrar

un nimero real 6 > 0 tal que |f(z) — f(x)| < € siempre que |x — zo| < 4.

En términos de bolas abiertas, f: R — R es continua en xg, si para cada £ > 0, existe un
d > 0 tal que f(z) € B(f(xg),¢) siempre que x € B(x,0). Esto es, para cada € > 0, hay un
0 > 0 tal que

f(B(x0,0)) = f((x0 — 0,20 + 0)) C (f(x0) — &, f(x0) + &) = B(f(x0), )

En términos de vecindades seria: para cualesquier vecindad V' de f(xg), existe una vecindad

U para xq tal que f(U) C V.

Atendiendo a lo anterior, enunciaremos el siguiente resultado.

Teorema 1.3.2. Sean X y Y espacios topologicos; sea f: X — Y. Entonces, los siguientes

enunciados son equivalentes:

(1) f es continua.

(2) Para cada subconjunto A de X, se tiene que f(A) C f(A).

(3) Para cada conjunto cerrado B de 'Y, el conjunto f~'(B) es cerrado en X.
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(4) Para cada x € X y cada entorno V' de f(x), existe un entorno U de z tal que f(U) C V.

Diremos que f es continua en el punto x si se cumple la condicion (4) para el punto x de X.

Demostracion.
Vamos a probar que (1) = (2) = (3) = (1) y que (1) = (4) = (1).

(1) = (2). Supongamos que f es continua. Sea A un subconjunto de X. Vamos a mostrar que
si w € A, entonces f(z) € f(A). Sea V un entorno de f(z). Entonces f~!(V) es un conjunto
abierto de X que contiene a x; debe intersecar a A en algin punto y. Entonces V' interseca

a f(A) en el punto f(y), por lo que f(z) € f(A), como se queria.

(2) = (3). Sea B un cerrado en Y y sea A = f~!(B). Queremos probar que A es cerrado en
X; para ello demostremos que A = A. Por teoria elemental de conjuntos, tenemos que
f(A) = f(f*(A)) C B. Por lo tanto, si x € 4,
flz) € f(A) C f(A)c B=B

por lo que x € f~Y(B) = A. Asi, A C A, por lo cual A = A, como se queria.
(3) = (1). Sea V un subconjunto abierto de Y. Pongamos B =Y — V. Luego,

B = 1Y) = (V) =X - f7H(V)
Ahora, B es un conjunto cerrado de Y. Entonces f~!(B) es cerrado en X por hipotesis, por

lo que f~1(V) es abierto en X, como se querfa.

(1) = (4). Sea v € X y sea V un entorno de f(z). Entonces el conjunto U = f~*(V) es un
entorno de x tal que f(U) C V.

(4) = (1). Sea V un conjunto abierto de Y; sea xz € f~!(V). Entonces f(x) € V, asi que,
por hipotesis, existe un entorno U, de x tal que f(U,) C V. Luego, U, C f~'(V). De esto
se sigue que f~1(V) puede ser escrito como la unién de conjuntos abiertos Uy, por lo cual es

abierto.

1.3.2. Construccion de funciones continuas

Estudiaremos ahora la forma de construir funciones continuas de un espacio topolégico en

otro. Consideraremos en esta seccién las construcciones que se cumplen para espacios topo-
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logicos generales.

Teorema 1.3.3 (Regla para construir funciones continuas). Sean X, Y y Z espacios topo-

l6gicos.

(a)

(Funcion constante) si f: X — Y envia todo punto de X a un mismo punto yo de Y,

entonces [ es continua.
(Inclusion) si A es un subespacio de X, la funcion inclusidin j: A — X es continua.

(Composicion) si f: X — Y y g: Y — Z son conlinuas, entonces la aplicacion g o

f: X — Z es continua.

(Restriccion del dominio) si f: X — Y es continua y A es un subespacio de X, entonces

la funcion restringida fla: A =Y es continua.

(Restriccion o extension del recorrido) sea f: X — 'Y continua. Si Z es un subespacio
de Y que contiene al conjunto imagen f(X), entonces la funcion g: X — Z, obtenida al
restringir el rango de f, es continua. St Z es un espacio con'’Y como subespacio, entonces

la funcion h: X — Z, obtenida al extender el recorrido de f, es continua.

(Formulacion local de continuidad) la aplicacion f: X — Y es continua si X se puede
escribir como la unidn de conjuntos abiertos U, tales que f|y, es continua para cada

a €A

Demostracion.

(a)

(b)

(c)

Sea f(x) = yo para todo z € X. Sea V abierto en Y. El conjunto f~!(V) es igual a X o

(), dependiendo de si V' contiene a 15 o no. En cualquier caso, es abierto.

Si U es abierto en X, entonces j~'(U) = U N A, el cual es abierto en A por definicion de

la topologia de subespacio.

Si U es abierto en Z, entonces ¢g~'(U) es abierto en Yy f~!(¢g7(U)) es abierto en X.

Pero
S Hg N U) = (go /)~HU)

por teoria elemental de conjuntos.
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(d)

(e)

La aplicacion f|4 es igual a la composicion de la aplicacion inclusion j: A — X y la

aplicacion f: X — Y, ambas continuas.

Sea f: X — Y continua. Si f(X) C Z C Y, probemos que la funcion g: X — Z obtenida
a partir de f es continua. Sea B abierto en Z. Luego, B = Z N U para algtn abierto U

de Y. Como Z contiene completamente al conjunto imagen f(X),

fU)=g"(B)

por teoria elemental de conjuntos. Puesto que f~'(U) es abierto, también lo es g~ !(B).
Para probar que h: X — Z es continua si Z tiene a Y como subespacio, observemos que

h es la composicion de la aplicacion f: X — Y y la inclusion j: Y — Z.

Por hipotesis, podemos escribir a X como union de conjuntos abiertos U, tales que f|y,

es continua para cada o € A. Sea V un conjunto abierto en Y. Entonces

FV)NUa = (flo,) (V)

porque ambas expresiones representan el conjunto de los puntos x que pertenecen a U,
para los que f(z) € V. Dado que f|y, es continua, este conjunto es abierto en U,, y por

tanto, abierto en X. Pero

vy =U U v)nt.)

a€eN

por lo cual f~1(V) es también abierto en X.

O

Teorema 1.3.4 (Lema del pegamento). Sea X = AU B, donde A y B son cerrados en X.

Sean f: A—Y yg: B—Y continuas. Si f(x) = g(x) para cada x € AN B, entonces f y g

se combinan para dar una funcion continua h: X —'Y, definida por h(z) = f(z) siz € Ay

h(z) = g(z) si z € B.

Demostracion.

Sea C' un subconjunto cerrado de Y. Tenemos que

hHC) = fH(C)Ug™H(O)
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por teoria elemental de conjuntos. Como f es continua, f~1(C) es cerrado en A y, por tanto,
cerrado en X. Del mismo modo, g~ *(C) es cerrado en By, por tanto, cerrado en X. Por lo

tanto, su union h~1(C) es, de este modo, cerrado en X.

]

Ejemplo 1.3.5. Toda funcion con dominio discreto es continua. Esto es, dado el espacio
topologico discreto (X, Z(X)), para cada espacio (Y, %), la funcion f: X — Y es continua.
Igualmente, toda funcién con codominio indiscreto es continua. Es decir, dado el espacio

topologico (X, Ji,.q), para cada espacio (X, Zx), la funcién f: X — Y es continua.

Ejemplo 1.3.6. La identidad Id: R — R; no es continua puesto que Id~*([a, b)) = [a,b) C R
no es abierto. Por otra parte, Id: R; — R si es continua porque la imagen inversa de (a,b)
es él mismo, que es abierto en R;. En general, si .77 v % son topologias en X, la funcién
identidad Id: (X,.7]) — (X, %) es continua si, y solo si, %5 C .7; (7) mas fina que %y

mas gruesa que 7).

1.4. Espacios métricos

El concepto de distancia es de central importancia. La “cercania” de los elementos de un
conjunto se puede medir més convenientemente como la distancia entre los elementos de
ese conjunto. En R o C podemos, con la ayuda de la funcién valor absoluto, determinar la
distancia entre dos puntos. Para investigar, por ejemplo, la convergencia de sucesiones en
un conjunto arbitrario X, primero tenemos que dotar a X con una estructura que permita
determinar la distancia entre dos elementos de X. Maurice Fréchet (1906), tal vez motivado

por esta observacion, introdujo la nociéon de espacios métricos.

Definicién 1.4.1. Una métrica sobre un conjunto no vacio X es una funciéon d: X x X —

[0,00) con las siguientes propiedades:
(a) d(z,y) =0si, y solo si, z = y.
(b) d(z,y) = d(y,z) para todo x,y € X (simetria).

(c) d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) para todo z,y, z € X (desigualdad triangular).



1.4. Espacios métricos 11

Si d es una métrica en X, entonces el par ordenado (X,d) es llamado un espacio métrico.
Cuando la métrica sea clara en el contexto, escribiremos simplemente X en vez de (X, d).

Finalmente, si z,y € X, entonces d(z,y) es la distancia de x a y.

Ejemplo 1.4.2. Sean X un conjunto no vacio y d: X x X — [0, 00) definida por:

0 ,siz=y

1 ,six#y

d(z,y) =

Es facil comprobar que d es una métrica en X. Al espacio métrico resultante (X, d) se le

llama discreto. Esto nos indica que todo conjunto no vacio puede proveerse de una métrica

Ejemplo 1.4.3. Si K denota cualquiera de los campos R y C, entonces K es un espacio

métrico con la métrica natural
KXK—)[0,00), (xay)}_)lx_yl

Si debilitamos la propiedad (a) de la definicion de métrica, escribiendo solamente d(z,z) =0
para todo x € X, estamos permitiendo la posibilidad de que existan z,y € X tales que
d(xz,y) = 0y x # y. Naturalmente que d no es ya una métrica y recibe el nombre de pseu-
dométrica. El espacio pseudométrico es un concepto que generaliza el de espacio métrico,

de hecho, todo espacio métrico es un espacio pseudomeétrico.

Proposicion 1.4.4. Sea (X, d) un espacio pseudométrico. Entonces para todo z,y,z, w € X

tenemos

|d(z,y) — d(z, w)| < d(z, 2) + d(y, w) (1.1)

En particular, para todo x,y,z € X se tiene |d(z, z) — d(y, z)| < d(z,y)

Demostracion.

Sean x,y, z,w € X. Aplicando dos veces la desigualdad triangular obtenemos:
d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) < d(z, 2) + d(z,w) + d(w, y)

de donde
d(z,y) —d(z,w) < d(z, z) + d(y,w) (1.2)

De manera similar

d(z,w) <d(z,z) +d(z,w) <d(x,z) + d(z,y) + d(y, w)
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de donde
- d(I’ Z) - d(va) < d(l‘, y) - d(z>w) <13)

Las desigualdades (1.2) y (1.3) equivalen a (1.1) O

Definiciéon 1.4.5. Si (X, d) es un espacio métrico y Y es un subconjunto no vacio de X,
entonces Y puede ser considerado como un espacio métrico definiendo en Y la siguiente
métrica:

d*: :d|Y><Y: Y xY — [0>OO>7 d(.ﬁl?,y)*—)d*(ﬂf,y):d(ﬂf,y)

La métrica d* se llama la métrica relativa inducida por la métrica d sobre Y y (Y, d*) se

dice un subespacio métrico de X

Definicién 1.4.6. Para cada k € N, definamos el espacio euclidiano R* como el conjunto
de todas las k-tuplas ordenadas © = (z1, 9, ..., ), donde x1,xs, ..., ) son nimeros reales,

llamados las coordenadas de z, es decir,
R: = {(z1,29,...,2x): x; € R paratodo i=1,2,... k}

Nota. La funcion d: RF x R* — [0, 00) definida por d(z,y) = ||z — y|| para todo z,y € R,

es una métrica en R¥ y por lo tanto (R*, d) es un espacio métrico.

Definicién 1.4.7. Sea (X, d) un espacio métrico. Para cada a € Xy r > 0, definimos la bola

abierta con centro a y radio r como el conjunto

B(a,r): = Bx(a,r): = B,(a): ={x € X:d(x,a) <r}

S(a,r): = Sx(a,r): =85.(a): ={x € X:d(x,a)=r}

Definicién 1.4.8. Sean (X, d) un espacio métrico y £ C X. Se definen los siguientes con-

juntos:

(a) El derivado de E:  E': ={a € X: a es un punto de acumulacion de E}
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(b) El interior de E: E°: = {a € X: a es un punto interior de FE}
(¢) La clausurade E: E: = EUFE'

Proposicién 1.4.9. Sean (X,d) un espacio métrico y E C F C X, entonces

(a) B/ C F'

Demostracion.

(a) Fijemos x € FE’. Por definicion, para todo r > 0, B(z,r) N (E \ {z}) # 0. Dado que
E C F, se sigue que para todo r > 0, B(z,r) N (F\ {z}) # 0, es decir, z € F".

(b) Sea x € E°. Luego B(z,r) C FE para algun r > 0. De esta manera, dado que E C F, se
tiene que B(z,r) C F para algin r > 0. Lo cual significa que x € F®°.

() E=EUE CFUF =F

]

Teorema 1.4.10. Sean (X, d) un espacio métrico y E C X. Entonces: E es abierto en X si
y solo si E: = X \ E es cerrado en X.

Demostracion.

Supongamos que F es abierto en X y sea x € E. Luego x € E° y por lo tanto, existe r > 0
tal que B(z,r) N E° = (). En consecuencia B(z,r) N (E°\ {z}) = 0 para algin r > 0. O sea
que x ¢ (E°). Esto demuestra que (E°)" C E°, es decir, E¢ es cerrado en X.

De otro lado, supongamos que E° es cerrado en X y sea x € E. Luego = ¢ (E°)" y por lo,
tanto existe r > 0 tal que B(z,r) N E° C {z}. Como z € F, se sigue que B(z,r) C E para

algin r > 0, es decir, z € E°. De esta manera E es abierto en X.

[]

Corolario 1.4.11. Sean (X, d) un espacio métrico y F' C X. Entonces: F' es cerrado en X
st y solo si X \ F' es abierto en X.
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Demostracion.
F es cerrado en X siy solosi X \ (X \ F') es cerrado en X siy solo si X \ F' es abierto en X.
O

Teorema 1.4.12. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces:

(a) Para cualquier coleccion {G4} de conjuntos abiertos, | J, Ga es abierto.
(b) Para cualquier coleccion {F,} de conjuntos cerrados, (), Fo es cerrado.
(¢) Para cualquier coleccion finita Gy, Gy, ..., G, de conjuntos abiertos, (\._, G; es abierto.

(d) Para cualquier coleccion finita Fy, Fy, ..., F, de conjuntos cerrados, | J;_, F; es cerrado.

Demostracion.

(a) Sea G: =J,Ga. Si z € G entonces x € G, para algin a. Pero G, C Gy x € G, C
G? C G° y por lo tanto G es abierto.

(b) Sea F: =, Fa- Como F¢= (N, Fa)" = U, FS es abierto, se sigue geu F es cerrado.

(¢c) Sean G: = (), G; y € G. Por definicion, para cada i € J,, existen r; > 0 tal que
B(xz,r;)) C G;. Sea r: = min{r;: i € J,} > 0. Veamos que B(z,7) C G. En efecto,
si y € B(x,r) entonces para cada i € J,, d(z,y) < r < r;. Asi, para cada i € J,,
y € B(z,r;) y como B(x,r;) C G, se sigue que para cada i € J,,, y € G;. Luego y € G.

En consecuencia x € G° y asi GG es abierto.

(d) Sea F': =, F;. Entonces, F° = (U, F;)° = i, F¥ es abierto y de esta manera F

es cerrado.

Teorema 1.4.13. Sean (X, d) un espacio métrico y E C X, entonces:

(a) E es cerrado.

(b) E=FE siy solo si E es cerrado.

(¢) E C F para todo conjunto cerrado F C X tal que E C F
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Demostracion.

(a) Demostremos que X \ E = (X \ E)°. En efecto, z € X \ E si y solosi B(z,7)NE = () para
algiin r > 0, lo cual equivale a B(z,r) C X \ E para algtin r > 0. O sea que z € (X \ E)°.

Ahora bien, como X \ E es abierto, entonces E es cerrado.

(b) Si E = E, entonces se sigue de (a) que E es cerrado. Reciprocamente, si E es cerrado

entonces ' C E. Asi, E=FEUFE =E.

(¢) Sea F' C X cerrado tal que E C F. Luego E C F = F

1.5. Sucesiones y series convergentes

1.5.1. Sucesiones

Definicién 1.5.1. Una secuencia en X es una funciéon f : N — X, que asocia a cada nimero
natural n un punto z,, € X. Las notaciones para una secuencia son (1, ..., Ty, ..), (Zn)nen 0

simplemente (z,). También se suele usar la notacion {z,} para indicar una sucesion.

Recordemos que una sucesion finita (z,) (de longitud r) con elementos pertenecientes a
un conjunto X, se define como una funcion f: {1,2,...,r} — X, donde el elemento (z,)
corresponde a f(n). Por ejemplo, la finitud, (de longitud 4) de niimeros primos menores que
10 (2,3,5,7) corresponde a la funcion f: {1,2,3,4} — P (donde PP es el conjunto de nimeros
primos) definida por: f(1) =2, f(2) =3, f(3) =5y f(4) =T.

Definiciéon 1.5.2. Sea (X, d) un espacio métrico. Una sucesion (z,,) en X se dice convergente
si existe x € X con la siguiente propiedad: para todo ¢ > 0 existe N € N tal que n > N
implica que d(z,,z) < €. En este caso, decimos también que (x,,) converge hacia x, o que z
es el limite de (z,) y escribimos lim,,_, x, = =, 0 z,, — = cuando n — oo. Si la sucesion

(x,) no converge, decimos que diverge

Recordemos que el conjunto {z,: n € N} es el rango de (z,,). El rango de una sucesion puede

ser un conjunto finito, o puede ser infinito. Se dice que la sucesion (z,,) es acotada si lo es su
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rango. Por ejemplo, sea X = R% Si s, =1 (n = 1,2,3,...), entonces (s,) converge hacia 1,

es acotado y tiene un rango finito.

Por otra parte, la convergencia depende del espacio métrico X. Por ejemplo, la sucesion (1/n)
converge a 0 en R, pero no lo hace en el conjunto de los ntimeros reales positivos Rt (con
d(x,y) = |x — y|). En casos de posible ambigiiedad, debemos ser méas precisos y especificar

convergente en X, mejor que solamente convergente.

Teorema 1.5.3. Sean (z,) una sucesion en un espacio métrico (X,d) y E C X.
(a) Siz, 2’ € X y (x,) converge a x y a x', entonces x = x'.
(b) Si (x,) converge, entonces (x,) es acotada.

(¢) = es un punto adherente de E si, y sdlo si, existe una sucesion (x,) en E tal que

lim,,_yoo T, = .
Demostracion.

(a) Sea ¢ > 0 dado. Por Definicion 1.5.2, existen Ny, No € N tales que n > N; implica
d(zp,z) < €/2y n > Ny implica d(z,,2’) < €/2. Sea N: = max{Ny, Na}, luego por la
desigualdad triangular, si n > N, entonces d(z,z') < d(z,x,)+d(x,,2') <e/2+e/2 =«.

Asi, para todo € > 0 se tiene 0 < d(z,2’) < ; por lo cual d(z,2") = 0, es decir, x = 2’

(b) Digamos que z, — x cuando n — oo, entonces para ¢ = 1 existe N € N tal que
d(x,,x) < 1 para todo n > N. Sea r: = max{l,d(x1,z),...,d(zN,x)}. Es facil ver que
x, € B[z, r] para todo n € Ny por lo tanto (z,) es acotada.

(c¢) Supongamos que existe una sucesion (x,,) en E tal que z,, — x cuando n — oo. Sea e > 0,
luego existe N € N tal que z,, € B(z,¢) para todo n > N. En particular, zy € B(z,¢)
y asi B(z,e) N E # &, es decir, z € E. Reciprocamente, si z € E, entonces para cada
n €N, B(z,1/n)NE # @. Luego, para cada n € N existe z,, € E tal que d(z,,x) < 1/n
para cada n € N. Ahora bien, si ¢ > 0, existe N € N tal que 1/N < ¢; luego, si n > N,

entonces d(x,,z) < 1/n <1/N < e. Por lo tanto x,, — = cuando n — oo. O

Teorema 1.5.4. Supongamos que (t,) y (s,) son sucesiones complejas tales que lim,, oo t,, =

t y lim, o S, = S, entonces:
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(a)

lim (¢, + s,) =t + s.

n—oo

lim ct, = ct, para todo c € C.
n—oo

lim (¢ +t,) = ¢+ t, para todo ¢ € C.

n—oo

lim ¢, s, =ts.

n—oo
. 1 1
(e) im — = —, siempre que s, # 0 para todon € N y s # 0.
n—oo STL S
Demostracion.

(a)

Sea ¢ > 0 dado. Como s, — sy t, — t cuando n — o0, existe N; € N tal que
|sp — s| < /2 para todo n > N; y existe Ny € N tal que [t, —t| < /2 para todo n > Ns.

Sea N = max{Nj, N2}, entonces para n > N se tiene:
((tn +50) — (t+8)| < |tn —t| 4+ |sn — 8| <e/2+¢/2 =¢.
Por lo tanto lim,, . (t, + s,) =t + s.

Sean c € Cy € > 0 dado. Como t,, — t cuando n — oo, existe N € N tal que para cada
n> N, |t, —t| <e/(1+ |c|). Luego para cada n > N tenemos que:
lct, —ct| = |c||tn —t] < (1 + |e)|tn — t] <e.

Por lo tanto, lim,,_,, ct,, = ct para todo ¢ € C.

Sean ¢ € Cy e > 0. Como t,, — t cuando n — oo, existe N € N tal que |t,, — t| < & para
cada n > N. Luego si n > N, entonces
l(c+t,) — (c+t)| =|t, —t] <e.

Por lo tanto lim,, .., ¢+ t, = ¢+t para todo ¢ € C.
Primero veamos que (¢, — t)(s, — s) — 0 cuando n — oco. En efecto, sea ¢ > 0 dado.
Como s, — sy t, — t cuando n — oo, existe N; € N tal que |s, — s| < /¢ para todo
n > N y existe Ny € N tal que |t,, — t| < 4/ para todo n > Ns. Sea N = max{Ny, Ny},
entonces para todo n > N se tiene

|(tn — 1) (50 — 8)| = |tn — t] + |50 — 8| < VEVE =¢.

Ahora bien, puesto que s,t,, = (t, —t)(s, — $) + st, +ts,, — st para todo n € N, entonces

de (a) y (b) se sigue que lim, o t, S, =t5.
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(e) Como s # 0, |s|/2 > 0; por tanto existe V; € N tal que para cadan > Ny, |s,—s| < |s|/2.

De esto se sigue que

s
|55,| > %, para todo n > Nj. (1.4)
Sea £ > 0 dado. Como s, — s cuando n — o0, existe Ny € N tal que

s, — s| < 3|s|’, para todo n > Na. (1.5)

Ahora bien, sea N = max{ Ny, No}, asi para todo n > N se sigue de (1.4) y (1.5) que

1 1 lsn — 8| _ 2|s, — s
— = < <e.
sno sl [sllsal |s|?
Entonces lim,,_,o, 1/s, = 1/s, siempre que s, # 0 para todon € Ny s # 0. ]

Definiciéon 1.5.5 (Sucesion de Cauchy). Sean (X, d) un espacio métrico y (z,) una sucesion
en X. Diremos que (z,) es una sucesion de Cauchy si para todo € > 0 existe N € N tal que
si m,n > N, entonces d(z,,x,) < €. El espacio métrico (X, d) se dice que es completo si

toda sucesion de Cuachy contenida en X converge a un elemento de X.

Enunciaremos el siguiente teorema 1til para averiguar si una sucesiéon dada converge o no, sin
conocer el limite al que pueda tender. Su demostracion la omitiremos y se puede encontrar

en cualquier libro de calculo.
Teorema 1.5.6. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces:
(a) Toda sucesion convergente en X, es una sucesion de Cauchy.

(b) Si X es compacto y (x,) es una sucesion de Cauchy en X, entonces (x,) converge a

algin punto de X.

(¢) Toda sucesion de Cauchy en R* converge

1.5.2. Series

Definicién 1.5.7. Dada una sucesion (a,) usaremos la notacion

D an (p<q)
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para expresar la suma a,, api1, ..., aq. A (a,) le asociamos una sucesion (s,,), donde
Sn = Y p_y ax. También usaremos para (s,) la expresion simbolica a; + az + as + - -+ 0, mas

brevemente -
> ay (1.6)
n=1

Al simbolo (1.6) le llamaremos serie infinita o solamente serie. A los nimeros s, se le lla-
ma sumas parciales de la serie. Si (s,) converge hacia s, diremos que la serie converge y

escribiremos
o0
E an, = S
n=1

Al ntimero s se le llama suma de la serie; pero debe entenderse claramente que s es el limite
de una sucesion de sumas y que no se obtiene simplemente por adicion. Si (s,) diverge, se

dice que la serie diverge.

Cuando no haya peligro de ambigiiedad, o si la distincion es de escasa importancia, escribi-

remos simplemente » a,, en lugar de (1.6).

El criterio de Cauchy (el teorema 1.5.6) puede ser enunciado de nuevo en la forma si-

guiente:

Teorema 1.5.8. > a, converge si, y solo si para cada € > 0 existe un entero N tal que

m
Zak <e stim>n>N
k=n

En particular, tomando m = n, la expresion anterior se convertiria en |a,| <€, (n > N). En

otras palabras, si ) a, converge, entonces lim,,_,, a, = 0.

Existen varios criterios para verificar si una serie es convergente o no, entre ellos el criterio

de comparacion:
Teorema 1.5.9.

(a) Sila,| < ¢, paran > Ny, donde Ny es un entero dado, y Y ¢, converge, también converge

2. an

(b) Sia, > b, >0 paran > Ny y >, b, diverge, también diverge > a,,

Demostracion.
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(a) Dado € > 0, existe N > Ny tal que, m > n > N implica que

m

chge

k=n

por el criterio de Cauchy. De aqui, que

m m m
Zak §Z|ak| Szck <e
k=n k=n k=n

La prueba se sigue por el teorema 1.5.8

(b) Esta parte se deduce de (a), porque si > a, converge, igual debe suceder con > d,

o0 n ?
n=1 5n"—4"

Por ejemplo, nos preguntamos, jconverge o diverge la serie >

Podriamos pensar que diverge, pues el n-ésimo término se comporta como 1/5n para n grande.

De hecho

oo 1

Sabemos que ) >, - % diverge, pues es un quinto de la serie armonica. Asi, por el criterio

de comparacion, la serie dada también diverge.

Serie geométrica

una serie de la forma > 2 ar*™' = a + ar + ar?* + ar® + ... donde a # 0, es una serie

geométrica.

Ejemplo 1.5.10. Demostremos que una serie geométrica converge y tiene suma S = a/(1—r)
si|r| < 1, pero diverge si |r| > 1.
En efecto, sea S, = a+ar +ar*+ ...+ ar™ 1. Sir =1, S, = na, lo cual crece sin limite, de

modo que (S,,) diverge. Si r # 1, podemos escribir
Sp—rSy=(a+ar+.. +ar™ ") —(ar+ar*+..+ar") =a—ar"

y entonces
a—ar® a a
Sn e = — Tn
1—r l—r 1-7r

Ahora bien, si |r| < 1, entonces lim,, o, ™ =0y asi S = lim,, 00 S, = a/(1 — 7). Si |r| > 1

o r = —1, la sucesion (r") diverge y, en consecuencia, también lo hace S,.
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1.6. Sucesiones y series de funciones

Definicién 1.6.1. Sean E un conjunto no vacio y (Y,d) un espacio métrico. Para n € N,
sea f,: E — Y. Sipara todo z € F, la sucesion { f,(x)} converge en Y, podemos definir una
funcion f: E — Y por

f(z) = lim f,(z) para todo z € E (1.7)

n— oo
Bajo estas circunstancias, decimos que { f,,} converge en F y que f es el limite, o la funcion
limite, de {f,}. A veces utilizaremos una terminologia mas descriptiva y diremos que “{f,}
converge a f puntualmente en E” si (1.7) se cumple. Del mismo modo, cuando Y = C y

Yooy fu(z) converge para todo x € E, y si definimos

flx) = i fu(x) para todo xz € E
n=1

La funcién f se le llama suma de la serie Zzo:l fn

Definicion 1.6.2 (Convergencia uniforme). Sea E un conjunto no vacio y (Y, d) un espacio
métrico. Para cadan € Nsea f,,: E =Y y f: E — Y. Decimos que las sucesion de funciones

{fn(x)} converge uniformemente en E a f si, para todo € > 0 existe N € N tal que

d(fu(z), f(2)) <€ (1.8)

Para cadan > N y todo z € E.

Es claro que toda sucesion uniformemente convergente es puntualmente convergente.

Definicién 1.6.3. Sea {f,} una sucesion de funciones complejas definidas en un conjunto
E. Decimos que la serie Y > | f,, converge uniformemente en E si la sucesion {s,} de sumas

parciales definidas por

sp(x): = Z fi paratodo z € F

i=1

converge uniformemente en E.

Teorema 1.6.4 (Test-M de Weierstrass). Sea {f,,} una secuencia de funciones de variable
real o compleja definidas en un conjunto A, y supongamos que para cada {f,} existe una

constante positiva M, tal que
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(i) |fu(z)| < M, para todo n > 1 y todo x € A.

(ii) >0, M, converge.

Entonces la serie Y .~ | fo(x) converge uniformemente en A.

Demostracion.

Sea s,(x) = > r_; fu(z). Como la serie Y~ M, converge y M, > 0 para cada n, entonces
por el criterio de Cauchy, dado € > 0 existe N € N tal que ZZL:nH M, < eparam >n > N.

Ahora bien, para cada x € Ay m >n > N se tiene

S h@|< Y k@< Y Mi<e

k=n+1 k=n+1 k=n+1

[sm(x) = su(2)] =

La secuencia s,(x) es, por lo tanto, una secuencia de Cauchy en R o C, y por completitud,

converge a algin s(z). Para n > N podemos escribir

[s(2) = sn(@)] =

Esto significa que la secuencia s, de sumas parciales converge uniformemente a la funcion s.

; B Y B <
lim sy, (2) = sp(2)| = lm [sp(2) = su(2)] <€

Por lo tanto, por definicién, la serie > | fix(z) converge uniformemente.

[]

Ejemplo 1.6.5. Sean F: =[0,1],Y: =Ry f,(z) = 2™ para cada n € N. Entonces {f,}
converge puntualmente a la funcién f: [0,1] — R definida por
0 ,si0<x<1.

fz) =

1 ,siz=1.

Sin embargo, la convergencia no es uniforme. En efecto, fijemos ¢g = 1/2 > 0 y sea N € N

N

arbitrario. Como z¥ — 1 cuando x — 17, existe 2o € (0,1) tal que 1/2 < z}’. Hemos

demostrado que: para cada N € N existe zg € [0, 1] tal que |fx(z0) — f(z0)] = 28 > 1/2 = «,.

1.7. Espacios normados

Definiremos ahora lo que se entiende por una norma en un espacio vectorial, llegando asi
a la nocion general de espacio normado. Pero antes, recordemos la definicion de un espacio

vectorial.
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Definicién 1.7.1. Un espacio vectorial (o espacio lineal) sobre un campo K es un conjunto

no vacio X de elementos z,y,--- con dos operaciones algebraicas:

(1)

Suma de vectores. Es decir, existe un mapeo fijo X x X — X denotado por (z,y) — z+vy
satisfaciendo los siguientes axiomas:

(a) (x+y)+2z=1x+ (y+ z) (propiedad asociativa)

(b) x4y =y + x (propiedad conmutativa)

(c) Existe un vector neutro, es decir, existe un vector 0 tal que x + 0 = 0+ x = 0 para
cadaz € X

(d) Para cada vector z existe un vector —zx tal que x + (—x) =0

Multiplicacion por escalar. Existe un mapeo fijo K x X — X denotado por (A, z) — Az
satisfaciendo los siguientes axiomas:

(a) (Aa)xr = A(ax) (propiedad asociativa)
(b) (A4 o)z = Az + ax (propiedad distributiva con respecto a la suma escalar)
(c
(d

Mz +y) = Ax + Ay (propiedad distributiva con respecto a la suma vectorial)

)
)
)
) 1-2 = (existe el elemento neutro 1 de K)

K se denomina campo escalar (o campo de coeficientes) del espacio vectorial X. Decimos
que X es un espacio vectorial real cuando K = R (el cuerpo de los ntimero reales), y un

espacio vectorial complejo si K = C (el cuerpo de los niimeros complejos).

Nota. Recordemos que un subconjunto F de un espacio vectorial X es un subespacio de
X sipara todo x,y € E'y todo A € K se tiene que Ax +y € E. Ademés, todo subespacio

de un espacio vectorial contiene el vector cero.

Definicion 1.7.2 (Norma). Una norma en un espacio vectorial (real o complejo) X es una

funcion || - ||: X — R con las siguientes propiedades:

(1)
(2)
(3)

||| >0
|z]| =0 <= 2=0

|laz|| = |alf|z]]
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) [l +yll < [lz]] + [yl

Un espacio normado es un par (X, || - ||) formado por un espacio vectorial X y una norma
-1l

Nota. Si quitamos la condicion (2) de la definicion anterior, la aplicacion || - || recibe el

nombre de seminorma.

Todo espacio normado (X, || - ||) es a su vez un espacio métrico, pues la norma define una
métrica d en X la cual es dada por d(x,y) = || — y||, y es llamada la métrica inducida por
la norma || - ||.

Proposiciéon 1.7.3. La norma es continua, es decir, v — ||z|| es un mapeo continuo de

(X[ 1]) en R.

Demostracion.
Sea ¢ > 0. Tomemos una sucesion (z,) en X tal que z,, — x. Luego, existe N € N tal que
||z, —z|| < € para todon > N. Como |||z,||—||z||| < ||z, —x|| por la desigualdad triangular,

entonces |||z,|| — ||z||| < e para todo n > N.

]

Definicién 1.7.4. Sea X un espacio vectorial y £ C X. Decimos que F es convexo si para

todo z,y € E'y todo A € (0,1) se tiene que (1 — Nz + Ay € F

Observacion 1.7.5. En un espacio normado (X,|| - ||), la norma || - || induce una topo-
logia bajo la cual X es un espacio vectorial topoldgico localmente convexo. La coleccion
{B(z,y)}(@rexxr+ es una base para la topologia fuerte, (es decir, la topologia inducida por

la norma) y cada bola B(x,r) es convexa.

Definicién 1.7.6. Sea X un espacio vectorial normado, en el que se define la métrica

d(z,y) = ||z —y||. Si (X,d) es completo, X se dice espacio de Banach.

Definicién 1.7.7. Un espacio con producto interno (o pre-Hilbert) es un espacio vectorial X

en el que se define una aplicacion (-, -): X x X — K satisfaciendo las siguientes propiedades:

(1) {z+y,2) = (z,2) + {y,2).

(2) (az,y) = alz,y).
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(3) (z,9) = (y,2).
(4) (x,z) >0y (x,2) =0<= 2 =0.

Observacion 1.7.8. Un producto interno en X define una norma en X dada por ||z|| =

v/ (z, ) y una métrica en X dada por d(z,y) = ||z —y|| = /(z — y, 2 — y). Esto nos permite

deducir que todo espacio con producto interno es, en particular, un espacio normado.

Definicién 1.7.9. Un espacio de Hilbert es un espacio con producto interno que es com-
pleto, (con respecto a la métrica definida por el producto interior). Por lo tanto, todo espacio

de Hilbert es un espacio de Banach en el que se ha definido un producto interno.



Capitulo 2

Extension de funciones continuas

Los problemas de extension adoptan la siguiente forma general. Consideremos dos espacios
X eY y, sea F(X,Y) una clase de funciones de X a Y. Sea A un subconjunto de X, y sea
F(A,Y) una clase de funciones de A a Y. El problema de la extension es determinar si cada
funcion en F(A,Y) tiene una extension en F(X,Y). Estudiaremos en este capitulo algunos

teoremas importantes sobre extension de funciones continuas definidas en ciertos espacios.

Definicién 2.0.1. Sea A C X. Decimos que un mapeo F': X — Y es una extension de
f: A=Y siF(zx) = f(x) para todo © € A, es decir, cuando F|4 = f. Diremos que f se

extiende continuamente a X cuando F' es continua.

2.1. El teorema de extension de Tietze en espacios métricos

Estamos interesados en estudiar condiciones bajo las cuales una funcién continua definida
en un subespacio puede ser continuamente extendida a todo el espacio. Presentaremos aqui

nuestro primer resultado sobre espacios métricos.

Teorema 2.1.1 (Teorema de extension de Tietze-Urysohn). Sean (X, d) un espacio
métrico y A un subconjunto cerrado no vacio de X. Si f: A — R es una aplicacion continua
y acotada, entonces eriste una aplicacion continua g: X — R tal que g(x) = f(x) para todo

re€Ay

inf — inf * —5 .
;gxg(l‘) ;gAf(y) y 22)1:;9(1?) zggf(y)

Demostracion.

26
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Sean m: =infyeq f(y) y M: =sup,c, f(y). Si m = M, entonces f resulta constante en A
y de esta manera la definiciéon de g es evidente. En lo que sigue asumiremos que m < M y
consideremos los siguientes casos:

Caso 1: m =1y M = 2. Definamos h: X ~ A — R por h(z) = inf{f(y)d(z,y): y € A} y
g: X = R por

h(z) .
o) =4 d(w A) sioze X NA, 21)

flz) si xe€A

Demostremos inicialmente que 1 < g(x) < 2 para todo = € X ~ A. En efecto, fijemos
r € X N A; notese que d(x, A) > 0 puesto que A es cerrado. Como 1 < f(y) para todo y € A,
entonces d(z, A) < d(z,y) < f(y)d(z,y) para todo y € Ay por tanto d(x,A) < h(z). De
otro lado, como f(y) < 2 para todo y € A, entonces h(z) < f(y)d(z,y) < 2d(x,y) para todo
y € Ay por consiguiente h(z) < 2d(z, A). En consecuencia 1 < g(z) < 2. De esto se deduce

que

inf g(x) = min {inf g(z), inf g(aj)} — min {1, inf g(x)} ~ 1.

zeX T€A rzeX\A rzeXNA

Similarmente se demuestra que sup,.y ¢(x) = 2. Finalmente, demostremos que g es continua
en X. Fijemos zy € X. Si xy € A°, entonces existe 6 > 0 tal que B: = B(xy,0) C A. Dado
que f es continua en By g = [ en B, se sigue que g es continua en xy. Supongamos que
g € X N A; como d(-, A) es continua y positiva en X \ A, para establecer la continuidad
de g en xq, es suficiente probar que h es continua en xy. En efecto, dado ¢ > 0, elijamos
d: = min{r,e/2}, donde r: = d(xo, A). Notese que B(xo,d) C X N Ay siz € B(xo,J),

entonces para todo y € A:

h(z) < f(y)d(z,y) < f(y)ld(z,z0) + d(zo,y)] < f(y)0 + f(y)d(wo,y) < e+ f(y)d(wo,y);

lo cual implica que h(z) < h(zg) + . Andlogamente, se prueba que h(zg) < h(z)+e. De esta
manera |h(z) — h(zo)| < e. Supongamos que g € 0A = AN X N Ay seaec > 0; como f es

continua en Ay xg € A, existe n > 0 tal que

y € AN B(xg,n) implica |f(y) — f(zo)] <e. (2.2)

Sean 6: = n/4y x € B(x,0) fijo. Si x € A, se sigue de (2.2) que |g(z) — g(xo)| =
[f (@) = flzo)| <e.
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Siz ¢ A sean C = AN B(xg,n) y D = A — C. Luego, para cada y € D se tiene que
d(z,y) > d(xg,y) — d(xg,x) > n— 3 = 3n/4 = 35 porque d(xg,y) > ny d(xg,z) < J. Como
f(y) > 1, obtenemos f(y)d(x,y) > 36 y asi inf,ep f(y)d(z,y) > 36.
Por otro lado, f(x¢)d(x,xy) < 2d(z,z9) < 20 puesto que f(xg) < 2y d(z,x9) < 0. Asi,
inf,cc f(y)d(x,y) < 2§. Ahora bien,

ble) = fof (£ o) = win { inf F(0)de.0), 0 F)d(o0) } = it F(0)do)

yeA

Notese ademas que

e, ) = ff d(o,) = i { 0 (o), 8 (o) b = 0 ) = . ©)

yeA

Para concluir, observe que inf e f(y)d(z,y) < f(y)d(z,y) < (f(xo) + €)d(x,y) para to-
do y € C, lo cual implica que inf e f(y)d(z,y)/(f(zo) +¢) < d(x,y) para todo y € C.
En consecuencia inf,co f(y)d(z,y)/(f(xo) +¢) < infyecd(z,y), de donde se obtiene que
inf ec f(y)d(z,y) < (f(xo)+¢) Inf,ec d(z,y). Haciendo un razonamiento analogo se demues-
tra que (f(xo) —¢)infyec d(z,y) < infyee f(y)d(z,y).

Finalmente,

h(z) = ik (f(y)d(z,y) = fnf f(y)d(z,y)) < (f(zo) +¢) nf d(w,y) = (f(20) +£)d(z, 4)

yeA

h(z) = inf (f(y)d(z.y) = f f(y)d(z,y)) = (f(z0) —¢) inf d(z,y) = (f(z0) — £)d(w, A)

yeA zeC yeC

Esto prueba que |g(x) — g(zo)| = |g(x) — f(xo)| < €. Por lo tanto, g es continua en X.

Caso 2. m<M. Para el caso general m < M, sean « = 1/(M —m), f=1—m/(M —m) y
F: A — R dada por F(z) = af(z) + 8. Note que

m < f(z) <
— 0< f(x)—-m<M-m
L [f@)—m] <1
1< 4@ T 1<

“M-m M-m -
— 1< F(z) <2

= 0<
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Claramente inf4 ' =1, sup, F' = 2 y F es continua. Por el caso anterior, existe G: X — R
continua tal que G|4 = F, infy, F = infx G y sup, F' = supy G. Definamos g: X — R por
g(x) = G(z)/a — B/a. Evidentemente g es continua y, para todo x € A

9(x) = G(x)/a— /o= F(z)/a—p/a=(af(x)+ ) /a—B/a=fr)+f/a-F/a=f(z)

Ademas
l/I)l(fg:é<l/§fG> —ﬁ/azé(i%fF) —pla=1/a—F/a= (1—5)/Oé=m:1'%ff

Sup g = . (SUPG> —Bla= L <SUPF> —Bla=2/a—-B/a=(2-pB)/a=M=supf
X a \ X a \ A A

Caso 3. f no acotada. Si f no esta acotada, considere el homeomorfismo ¢: R — (—1,1)
dado por ¢(x) =x/(1+ |z|) ysea h =¢o f: A — (—1,1). Claramente h es continua. Como
(—=1,1) C [-1,1], por la primera parte ya probada existe H: X — [—1, 1] continua tal que
H|s = h (véase también teorema 1.3.3).

Sea B= H '({—1,1}). Como H es continua, B es cerrado en X; ademés, dado que H(A) =
h(A) C (—1,1), entonces AN B = ().

Definamos ¢: AU B — [0, 1] dada por ¢(x) =1siz € Ay ¢(x) =0 si z € B. Esta funcion
esté bien definida, y ademas es continua por el lema del pegamento; asi, por la parte acotada,
existe ®: X — [0,1] tal que P(z) =1siz € Ay &(z) =0six € B.

Consideremos la funcion continua ¢ (z) = ®(x)H (z) par todo x € X. Afirmamos que |[¢(z)] <
1 para todo z € X. En efecto, si z € B, se obtiene ¢(z) = ®(x)H(xz) =0-H(z) =0 € (—1,1).
Si x ¢ B, entonces |(z)| = |®(z)||H(x)| < |H(x)| < 1. Note ademés que si z € A, entonces
Y(z) = (x)H(x) =1-H(x) = H(xz) = h(z). Esto significa que la aplicacion ¢: X — (—1,1)
es una extensiéon continua de h.

Finalmente, sea g = ¢! 0 y veamos que ¢ es la extension requerida. En efecto, es claro

que g es una aplicaciéon continua por ser la composicion de dos funciones continuas, ademas,

siz € A, entonces g(z) = ¢ 1 (¢(x)) = o 1 (h(z)) = f(2). O

Cabe resaltar que este teorema se puede generalizar reemplazando R con R’ para algin

conjunto de indexaciéon J.
Ejemplo 2.1.2. La condiciéon de que A sea cerrado en el teorema 2.1.1 es esencial. Considere
por ejemplo X = [0,1], A= (0,1] y f: A — R dada por f(z) = <. Claramente f es continua

en A; sin embargo, no puede ser continuamente extendida a todo X
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Ejemplo 2.1.3. Sea (> el espacio de todas las sucesiones acotadas de niimeros complejos,

dotados de la métrica
doo(<xn)n6Na (yn)nEN) = Sup{|xn - yn| ’n S N}

Sea C' el subespacio de £*° que consta de todas las sucesiones convergentes. El mapeo

L: C — C

(xn)neN = Hm L,
n—00

es continuo y C' es un subespacio cerrado de ¢>°. Para probar esto, observe primero que L es

lineal puesto que
L(ax +y) = lim (az, + yn) = a lim z, + lim y, = aL(x) + L(y)
n—oo n—oo n—oo

Para ver que es continua, necesitamos ver que |L(z)| < M]||z|| para alguna constante M,

pero esto es facil porque

L) =

Iz, | = lm |2, ] < |||

Finalmente, probemos que C' es cerrado en ¢*°. Sean (z,) sucesiéon en C'y zy € (> tal que
T, — &y cuando n — oco. Veamos que zy € C. Digamos que x,, = (2}),cy ¥ o = (20)ex-
Para probar que xq € C' es suficiente probar que es de Cauchy. En efecto, sea ¢ > 0 dado.
Como x, — x¢ cuando n — oo, existe m € N tal que ||z, — zo||e= < £/3. De otro lado, como

Tm € C, entonces w,, es de Cuachy y asi, existe N € N tal que |2 — 27| < ¢/3 para todo

j,k > N. Ahora bien, para j,k > N se tiene

) — 2| < |2 — 2| + |2 — 2| + |2 — )]
<|[zo = Zml[e=s + 25" — 27| + [|2m — 2o]|e=

<€+€+€—5
3 3 3

Por lo tanto, segin el teorema de extension de Tietze, podemos extender L a una funciéon

continua de ¢ a C.

2.2. El teorema de extensiéon de Tietze en espacios topologicos

Definicién 2.2.1. Un espacio topolégico (X, .7) se dice que es normal si para cada par Ay
B de conjuntos cerrados disjuntos de X, existen conjuntos abiertos disjuntos U,V C X tales

que ACUy BCV.
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Proposicion 2.2.2. Si (X,.7) es un espacio topoldgico, entonces los siguientes enunciados

son equivalentes.

(a) X es normal

(b) Si A es un conjunto cerrado y G es un conjunto abierto con A C G, entonces existe un

conjunto abierto U tal que ACU CcU C G

(¢) Si Ay B son conjuntos cerrados disjuntos, entonces existe un conjunto V tal que B C 'V

y ANV =10

Demostracion.

Suponga (a) y sean Ay G como en (b). Sea B = X \ G, y aplique la definicion de normalidad
para encontrar conjuntos abiertos disjuntos Uy V con AC U, BC V. Asi, U C X \V C
X\ B = G. Ahora, suponga (b) y sean Ay B como en (¢). Si G = X\ B, entonces G es abierto
y A C G. Asfi, existe un conjunto abierto U con A C U C U C X \ B. Ponga V = X \ U;
claramente, B C V. Como V C X \ U, se tiene que V. C X \ U, y por tanto ANV = (). Ahora
suponga que (c¢) se cumple y sean A, B C X subconjuntos cerrados disjuntos. Si V' es como
en (¢) y U= X \V, entonces U y V son conjuntos abiertos disjuntos, A C Uy B C V. Por

lo tanto, X es normal.

[]

Con el propésito de generalizar el teorema de extension de Tietze a espacios topolégicos
normales, introduciremos uno de los teoremas profundos de la topologia general. Este teorema
es habitualmente llamado el “lema de Urysohn” y nos asegura la existencia de ciertas funciones
continuas con valores reales sobre un espacio normal X. Es aplicado en muchas situaciones,
puesto que todos los espacios métricos y todos los espacios de Hausdorff compactos son
normales; ademas, es la herramienta bésica usada al probar un gran numero de teoremas

importantes, entre ellos, el teorema de extension de Tietze.

Teorema 2.2.3 (Lema de Urysohn). Sea (X,.7) un espacio topoldgico normal y sean A
y B subconjuntos cerrados disjuntos de X. Sea [a,b] un intervalo cerrado en la recta real.
Entonces existe una aplicacion continua f: X — [a,b] tal que f(x) = a para todo x € A y

f(x) = b para todo x € B.
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Demostracion.

Necesitamos considerar solo el caso donde el intervalo en cuestion es el intervalo [0, 1]; el caso
general se sigue de este. El primer paso de la prueba es construir, usando la normalidad, una
cierta familia U, de conjuntos abiertos de X, indexada por los ntimeros racionales en [0, 1].

Después se usan estos conjuntos para definir la funcion f.
Paso 1. Sea P = [0,1] N Q. Puesto que P es numerable, lo podemos enumerar como

P = {p,: n € N} donde los elementos de P estan colocados de cualquier manera, y su-
pondremos por comodidad que pg = 1 v p; = 0. Nuestro propésito es definir una coleccion

{U,: p € P} de subconjuntos abiertos de X, con la siguiente propiedad:
p<q = U,CU, (¥

Asi, los conjuntos U, estaran simplemente ordenados por inclusion, del mismo modo que sus

subindices estan ordenados por el orden usual en la recta real.

Definamos ahora los conjuntos U, como sigue: en primer lugar, sea U; = X \ B. En segundo
lugar, puesto que A C U; es cerrado, podemos elegir, por la proposicién 2.2.2, un conjunto
abierto Uy tal que

AcUy, y UyCclU;

Esta es la base de nuestra induccion, y obviamente satisface (x).

Sea P, = {p1,pa,....,pn}. Supongamos que U, estd definido para todo k = 1,2, ..., n satis-
faciendo (x). Denotemos r = p,.1; deseamos definir U,. Consideremos el conjunto P, =
P, U{r}. Es un subconjunto finito del intervalo [0, 1] y, como tal, tiene una ordenacion simple
derivada de la relaciéon de orden usual < sobre la recta real. En un conjunto finito simplemente
ordenado, cada elemento (distinto del minimo y del méximo) tiene un inmediato predece-
sor y un inmediato sucesor. Sabemos que pg y p1 son el maximo y el minimo del conjunto
simplemente ordenado P, 1, y 7 # po,p1. Asi, r tiene un inmediato predecesor p en P,,1 y
un inmediato sucesor ¢ en P,;;. Los conjuntos U, y U, ya estdn definidos, y Up C U, por
la hipotesis de induccion. Usando nuevamente la proposicién 2.2.2, podemos encontrar un

conjunto abierto U, de X tal que
U,cU, y U,CU,

Afirmamos que (x) se cumple para cada par de elementos de P,.;. Si ambos elementos

pertenecen a P,, (x) se cumple por la hipotesis de induccion. Si uno de ellos es r y el otro es
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un punto s € P, entonces, si s < p se tiene Uy C Up C U,. Si s> qse tiene U, C U, C Us.
Asi, para cada par de elementos de P,,q, la relacion (x) se cumple. Por inducciéon tenemos

U, definido para todo p € P.

Paso 2. El siguiente paso es extender esta definicién a todo el conjunto Q de niimeros racio-
nales. Ya hemos definido U, para todo todo p € P = [0, 1]NQ. Ahora, si p € (—00,0)NQ, sea
U,=0.Sipe (l,00)NQ, sea U, = X. Notese que la coleccion {U,: p € Q} recién definida
satisface la propiedad p < ¢ = U, C U,

Paso 3. Para cada x € X, definamos Q(z): = {p € Q: z € U,}. Es decir, definimos
Q(z) como el conjunto de aquellos nimeros racionales p tales que los conjuntos abiertos
correspondientes U, contienen a z. Q(z) esta acotado inferiormente por 0, ya que si p < 0,
entonces U, = 0 y asi © ¢ U,. Ademas Q(z) # 0, ya que x € X = U, para todo p > 1. Por
tanto, Q(z) tiene un infimo el cual es un punto del intervalo [0, 1]. Definamos f: X — [0, 1]
por

f(z) =infQ(z) =if{p € Q: x € U,}

Paso 4. Probemos que f es la funcién deseada. Mostremos primero que f separa A y B,
es decir, f(x) = 0 para todo x € Ay f(x) = 1 para todo = € B. En efecto, si x € A,
entonces © € Uy C U, para todo p > 0, por lo tanto, Q(z) = [0,00) N Q, y asi f(z) = 0.
De manera similar, si € B, entonces x ¢ Uy, y asi « ¢ U, para todo p < 1. Por lo tanto
Q(z) = (1,00) NQ y asi f(z) = 1.

Lo anterior ha sido facil. La parte dificil es probar que f es continua. Para este proposito,

primero demostraremos los siguientes hechos elementales:

(1) 2€eU, = f(x)<p

2) z¢ U, = flz)2p

Para probar (1), observe que si # € U, entonces x € U, para todo ¢ > p, y por lo tanto
(p,00) NQ C Q(z), lo cual implica que f(x) < p.

Para probar (2), observe que si x ¢ U, entonces x ¢ U, para todo ¢ < p. Por lo tanto
(—o0,p] NQ(x) =0, lo cual implica que f(x) > p.

Finalmente, probemos la continuidad de f. Dado un punto zy € X y un intervalo abierto

(¢,d) C R tal que f(zg) € (¢,d), deseamos encontrar encontrar un entorno U de xq tal que

f(U) C (¢, d). Elijamos ntimeros racionales p y ¢ tales que ¢ < p < f(x¢) < ¢ < d. Afirmamos
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que el conjunto abierto U = U, \ U,, es el entorno deseado de z. En primer lugar, observamos
que xo € U. Esto se verifica por el echo de que f(xy) < ¢ implica, por la condicion (2), que
zo € U,, mientras el hecho de que f(xo) > p implica, por (1), que o ¢ U,. En segundo
lugar, probemos que f(U) C (¢,d). Sea x € U entonces x € U, C U,, por lo que f(x) < gq,
por (1). Y 2 ¢ U,, por lo que z ¢ U, y f(x) > p, por (2). Asi, f(z) € [p,q] C (c,d), como
deseabamos.

]

Ejemplo 2.2.4. Sea (X, d) un espacio métrico y sean A y B subconjuntos cerrados disjuntos

de X. Entonces la funcion f: X — [0, 1] dada por

d(xz, A)

I = A+ dw B

es una funcién de Urysohn. En efecto, la funcién f esta bien definida porque ANB = ANB = ()
y por tanto su denominador nunca se anula. Por otro lado, notese que f(x) = 0 si, y solamente
si, v € A=A,y f(x) = 1si, y solamente si, v+ € B = B. Finalmente, f es continua porque

la distancia a un subconjunto cerrado es una funcién continua.

Teorema 2.2.5 (Teorema de extensiéon de Tietze).

Sea (X, T) un espacio topoldgico normal y A un subespacio cerrado de X.

(a) Cualquier aplicacion continua de A en el intervalo cerrado [a,b] C R se puede extender

a una aplicacion continua de todo X en la,b.

(b) Cualquier aplicacion continua de A en R se puede extender a una aplicacion continua de

todo X en R

Demostracion.

La idea de la prueba es construir una sucesion de funciones continuas s,, definida sobre todo
el espacio X, tal que la sucesion s,, converge uniformemente, y tal que la restriccion de s, a
A se aproxime cada vez mas a [ a medida que n aumenta. Entonces la funcion limite sera

continua y su restriccion a A sera igual a f.

Paso 1. Este paso involucra un proceso inductivo, asi que, para ser mas precisos, tomemos el
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caso f: A — [—r,r]. Afirmamos que existe una funcion continua g: X — [—r,r| tal que

r para todo z € X,

<
—
S
N—
|
=)
—
IS
-
IN
Wi Wl

=r para todo a € A.

La funcion g se construye como sigue: dividamos el intervalo [—r, 7] en tres intervalos de igual

magnitud a %r

Sean B y C' los subconjuntos

B=fML) y C=f"(I)

de A. Puesto que f es continua, B y C son subconjuntos cerrados y disjuntos de A. Por

tanto, son cerrados en X. Por el lema de Urysohn, existe una funciéon continua

g: X — [—%7‘, %7‘}

con la propiedad de que g(z) = —%r, para cada z € B,y g(x) = %r para cada xz € C.

Entonces |g(z)] < %7" para todo x. Afirmamos que para cada a € A

l9(a) = f(a)] <

wlN

r.

Hay tres casos: si a € B, entonces f(a),g(a) € I. Si a € C, entonces f(a),g(a) € I5. Y si
a ¢ BUC, entonces f(a),g(a) € I>. En cada caso, |g(a) — f(a)| < 2r (ver figura 2.1)
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Figura 2.1: ilustracion

Paso 2. A continuacion probaremos la parte (a) del teorema de Tietze. Sin pérdida de gene-
ralidad, podemos sustituir el intervalo cerrado arbitrario [a,b] de R por el intervalo [—1,1].

Sea f: A — [—1,1] una aplicacion continua. Entonces f satisface las hipotesis del Paso I,
con r = 1. Por tanto, existe una funcién g; continua con valores reales, definida sobre todo

X, tal que

IN

IN
wlihy Wl

lg1(z)| para todo = € X,

|f(a) — g1(a)|

para todo a € A.

Consideremos a continuacion la funcion f—g;. Esta funcion aplica A en el intervalo [—2/3,2/3],

por lo que podemos utilizar el Paso 1 otra vez, haciendo r = 2/3. Obtenemos una funcion
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go con valores reales, definida sobre todo X, tal que

lg2(z)] < 1 (3) paratodo z € X,

(@) = g1(a) — g2(a)]

IA
— Wl

%)2 para todo a € A.

Después aplicamos el Paso 1 ala funcién f—g; —go. Y asi sucesivamente. En el paso general,

tenemos las funciones con valores reales g1, o, ..., g,, definidas sobre todo X, tales que

(@) = gi(a) = = gu(a)| < (3)"

para a € A. Aplicando el Paso 1 a la funcion f —g; — -+ — g, con r = (2/3)", obtenemos

una funcion g, con valores reales, definida sobre todo X, tal que

|gn41(2)] < (—)" para todo = € X,

1
3
|f(a) —gi(a) = = gnr1(a)| < (%) para todo a € A.

Por induccion, las funciones g, estan definidas para todo n.

Ahora definamos -
= Z dn (I)
n=1

para todo x € X. La convergencia de esta serie se deduce del teorema de comparacion del
calculo; converge por comparacion con la serie geométrica

[e.e]

Z
3

W=

n=1
Para probar que ¢ es continua, debemos probar que la sucesion s,, (de sumas parciales) conver-
?
ge a g uniformemente, pero este hecho se sigue inmediatamente del “Test-M de Weierstrass”,

(ver teorema 1.6.4).

Probemos que g(a) = f(a) para todo a € A. Sea s,(z) = >, gi(x), la n-ésima suma parcial
de la serie. Entonces g(z) es, por definicion, el limite de la sucesion finita s,(x) de sumas

parciales. Puesto que

=|f(a) = su(a)| < (3)"

win

‘f(a) -3 a0

para todo a € A, se sigue que s,(a) — f(a). Por tanto, tenemos f(a) = g(a), para todo

a€ A
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Finalmente, como (1/3)>7(2/3)""! = 1, se sigue que g aplica X en el intervalo [—1,1]. Sin
embargo, ésta es solo una casualidad, mas que una parte esencial de la prueba. Si todo lo que
supiéramos fuera que g aplica X en R, entonces la aplicacion r o g, donde r: R — [—1,1] es

la aplicacion

(y)

y si |y <1
(y) =y

r
r lyl st fyl =1

serfa una extension de f que aplicarfa X en [—1,1].

Paso 8. A continuacién probaremos la parte (b) del teorema, en la que f aplica A en R.
Podemos sustituir R por el intervalo abierto (—1, 1), ya que este intervalo es homeomorfo a
R. Para ello, consideremos el homeomorfismo ¢: R — (—1,1) dado por ¢(z) = z/(1 + |z|).
Sea f = ¢o f: A— (—1,1). Notese que f es continua. Como (—1,1) C [—1,1], por la parte
(a) existe g: X — [—1,1] continua tal que g|4 = f. Dado que g es continua, el subconjunto D
de X, dado por D = g~'({—1,1}) es cerrado en X. Como g(A) = f(A) C (—1,1), entonces
AN D = (. Por el lema de Urysohn existe ¢: X — [0,1] continua tal que » = 0 en Dy
1 =1 en A. Considere la funcién continua h(x) = ¥ (x)g(x) para todo z € X. Afirmamos que
|h(z)| < 1 para cada z € X, en efecto: si x € D, entonces h(z) = ¢(z)g(z) =0 € (—1,1). Si
x ¢ D, entonces |h(z)| = |¢(z)||g(x)] < |g(x)] < 1.
Finalmente, sea F' = ¢! o h y veamos que F es la extension requerida. Note primero que F
es continua. Ademas, si a € A, entonces F(a) = ¢~ (h(a)) = ¢~ (g9(a)) = ¢~ (f(a)) = f(a).
Por lo tanto, F|4 = f.

O

Ejemplo 2.2.6. Mostremos que el teorema de extension de Tietze implica el lema de Ury-
sohn. En efecto, si A y B son subconjuntos cerrados disjuntos de un espacio normal X,

definamos la aplicacion f: AU B — R por

0 ,sizeA
flx) =
1 ,sizeB
Claramente A U B es cerrado en X y f es continua por el lema de pegamento, por lo tanto,

por el teorema de extension de Tietze, existe una aplicaciéon continua F': X — R y, esta

extension es una funcion de Urysohn para A y B, por definicion.
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Ejemplo 2.2.7. Sea (X, d) un espacio métrico. Si cada funcion continua real valuada en X

estd acotada, entonces X es compacto.

Para probar esto, supongamos que X no es compacto, entonces existe alguna secuencia (z,)
en X la cual no tiene subsecuencia convergente. Por lo tanto, toda secuencia convergente con
términos en el conjunto S = {x1,zs, -} debe ser eventualmente constante, asi que, tiene
limite en S, por lo que S es cerrado. Definamos la funciéon f: S — R por f(z,) = n, la cual es
continua porque S es un conjunto discreto. Por el teorema de extension de Tietze, podemos

extender f a una funcién continua no acotada F': X — R.

2.3. Un teorema de extensién en conjuntos densos

Definicién 2.3.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto D C X se dice que es denso
en X si D = X, es decir, la clausura del conjunto D es todo el espacio X. Equivalentemente,

D es denso en X si para todo x € X y todo € > 0 existe y € D tal que d(z,y) < &

Lema 2.3.2. Sean (X,dyx), (Y,dy) espacios métricos. Si f: X — Y es un mapeo unifor-
memente continuo, entonces {f(x,)} es una sucesion de Cauchy en'Y para toda sucesion de

Cauchy (z,) de X.

Demostracion.

Sea (,) una sucesion de Cauchy en X y sea ¢ > 0 dado. Como [ es uniformemente continua
en X, existe 6 > 0 tal que dy (f(z), f(y)) < € para todo z,y € X siempre que dx(x,y) < d.
Ahora bien, dado que (z,,) es sucesion de Cauchy en X, existe N € N tal que dx(x,,,,) < ¢
para todo m,n > N. Asi, por lo anterior, podemos concluir que dy (f(x,,), f(z,)) < € para

todo m,n > N. Lo cual significa que {f(x,)} es una sucesion de Cauchy en Y.

]

Lema 2.3.3. Sean (X,dx), (Y,dy) espacios métricos, D un subconjunto denso en X y
fyg: X — Y mapeos continuos. Si f(x) = g(x) para todo x € D, entonces f(z) = g(z)
para todo x € X.

Demostracion.

Fijemos = € X. Como D es denso en X, existe (z,,) en D tal que x, — x cuando n — 0.
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flx)=f < lim a:n> = lim f(z,) = lim g(z,) =g (h’m xn) = g(x)

n—o0 n—o0 n—oo n—oo

[]

Teorema 2.3.4. Sean (X,dx), (Y,dy) espacios métricos y D C X. Si (Y,dy) es completo
y D es denso en X, entonces toda aplicacion f: D — 'Y uniformemente continua tiene una

unica extension F': X — 'Y uniformemente continua.

Demostracion.

Fijemos € X. Como D = X, existe (x,) en D tal que z,, — x en X. Ahora, dado que (z,,)
es una sucesion de Cauchy en D y como f es uniformemente continua, se sigue que {f(z,)}
es una sucesion de Cauchy en Y, por el lema 2.3.1. Como Y es completo, existe y € Y tal
que f(x,) = y.

Mostremos que el punto y es independiente de la secuencia particular (z,) C D, la cual
converge a x. Para esto, sea (z/,) sucesion en D tal que x/, — z. Ya sabemos que {f(z/,)} es
de Cauchy en Y y, por lo tanto, converge a algin 3’ € Y. Consideremos ahora la sucesion

(pn) en D definida como sigue:

T , sin es par,

21, sin esimpar

Notese que (p,) también converge a x € X, por lo cual, {f(p,)} es sucesion de Cauchy en
Y; asi, {f(pn)} converge a algin p € Y. Por lo tanto, cada subsucesion de {f(p,)} también

converge a p. Notese ademas que x,, = pa, v &), = pa,—1 para todo n € N. Luego
= 1/ = 1, =
y=lim f(z,) = lim f(psn) =p
Similarmente
y = lim f(z)) = Um f(pon_1) =p
n—oo n—oo
Asi, y =1/,

Ahora bien, definamos la aplicaciéon F': X — Y dada por

F(z) = lim f(z,)

n—oo
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donde (z,,) es una sucesion en D tal que z,, — = cuando n — oo. La aplicacion F' estd bien

definida por lo anterior y, lim,,_,. f(x,) existe.

Si x € D, podemos tomar x,, = x para todo n, por tanto

F(z) = lim f(z,) = f(z)

n—oo
Asi, I’ es una extension de f a todo X.

Veamos que F' es uniformemente continua. En efecto, sea € > 0 dado. Como f es uniforme-

mente continua en D, existe o > 0 tal que
T,y € D7 dX(x7y> <0 = dY(f(x)af(y)) <ée

Sean u,v € X tales que dx(u,v) < §. Entonces, existen (u,) vy (v,) sucesiones en D, tales
que u, — uy v, — v. Por la continuidad de la funcion distancia, se tiene que dx (uy,,v,) <
para todo n suficientemente grande. Se sigue que dy (f(u,), f(v,)) < € para n > ng. Asi, para
u,v € Xy dx(u,v) < J se tiene

Ay (F(u), F(0)) = dy ((m f(u,), 1 f(v,)) = Tim dy(f(wn), f(0)) < 2

n—oo

Para probar la unicidad, sea GG otra extension uniformemente continua de f. Entonces, como
D es denso en X y G(z) = f(x) = F(x) para todo x € D, se sigue, por el lema 2.3.3, que
F(z) = G(z) para todo x € X. O

2.4. La féormula de extensiéon de Dugundji

En esta secciéon, presentaremos otra version del teorema de extension de Tietze. Estudiaremos
las propiedades de una féormula de extension, debido a Dugundji, para mapeos continuos
definidos en un subconjunto cerrado de un espacio métrico con valores en un espacio vectorial

normado. Para ello, estableceremos algunos conceptos previos.
Definicién 2.4.1. Sean &7 y A colecciones de subconjuntos de un espacio topologico (X, 7).
(i) o7 es abierto si cada miembro de o/ es abierto.

(ii) o es localmente finito si cada punto de X tiene una vecindad que interseca solo un

ndmero finito de elementos de .
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(iii) Si Z es un subconjunto de X, decimos que &/ es un cubrimiento de Z si Z C (J 4, A.

(iv) Decimos que o7 refina % o que &7 es un refinamiento de 2 si cada elemento de o7 esta

contenido en algin elemento de #.

El concepto de paracompacidad fue introducido en 1944 por Jean Dieudonné como una

generalizacion de la compacidad.

Definicién 2.4.2. Se dice que un espacio topologico de Hausdorff (X, 7)) es paracompacto

si cada cubrimiento abierto de X tiene un refinamiento abierto localmente finito.

Recordemos que un espacio topologico (X, 7) es de Hausdorff si para cada par de puntos

distintos z1, s € X existen entornos Uy, Uy C X tales que 1 € Uy, 20 € Uy y U1 NU, = 0.

Nota. El siguiente teorema 2.4.7 establece que cada cubrimiento abierto de un espacio mé-
trico admite un refinamiento localmente finito, pero antes de conocer su prueba requerimos

saber los siguientes conceptos:

Definicion 2.4.3. Una relacién < en un conjunto X se llama una relacion de orden enX si <

satisface las siguientes condiciones

(1) z = x Vo € X (Reflexividad )

(2) z=2yyy=12r = x =y (Antisimetria )

(3) z=yyy=<2z = x =z (Transitividad)

Se acostumbra decir que X es un conjunto ordenado por <.

La expresion “z < y” se lee como “x precede a y” o “x es menor o igual a y”.

A la relacion < definida mediante x < y < (z = y Ax # y) se le llama orden estricto

correspondiente a <, y “x < 1y’ se puede leer “x precede estrictamente a y”.

Definicion 2.4.4. Sea =< una relacion de orden en X y sea A un subconjunto no vacio de X.
Un elemento y € X se llama el primero, el menor o el minimo de Asiy € Ay y = x para

todo ¢ € A.

Es evidente que si tal y existe es tinico, ya que si 3/ también fuese un primero de A, entonces

y € Ay y =y. Pero como también y < ¢/, se sigue que y = ¢/ por antisimetria.
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Definicion 2.4.5. Sea < una relacion de orden en X; se dice que X es bien ordenado por <
(u ordinal) si todo subconjunto no vacio A C X tiene primer elemento con respecto al orden

<.

E. Zermelo establecio en 1904 que todo conjunto puede ser bien ordenado. De hecho, tenemos

lo siguiente:

Teorema 2.4.6 (Teorema del buen orden). Todo conjunto puede ser bien ordenado, es decir,

para cualquier conjunto X existe una relacion de orden “X7” tal que (X, X) es bien ordenado.

La demostracion de este teorema no la daremos aqui; el lector interesado puede consultar [4]

pag. 31-35.

Teorema 2.4.7. Todo espacio métrico (X, d) es paracompacto.

Demostracion.

Sean (X, d) un espacio métrico y % = {Us}aea un cubrimiento abierto de X. Luego, para
cada n € Ny cada a € A, definamos E,, = {z € U, | d(z, X \ U,) > 1/n}. Notese que
UneN E,.=U, yaquesizc UneN E, . entonces existe algtin E, , tal que z € E), , y por
tanto « € U,. Si z € U, entonces, como d(z, X \ U,) > 0 podemos encontrar un n > 0 tal
que z € E, ,. De hecho, si x € U,, existe r > 0 tal que B(z,r) C U,; de esto se sigue que
d(z,X \U,) > r, y por lo tanto = € E, , si 1/n < r. Notese también que algin E, , puede

ser vacio, esto ocurre si para cada x € U, se tiene que d(z, X \ U,) < 1/n para algin n € N.

Ahora bien, por el principio de buena ordenaciéon, asumimos que el conjunto de indices A
estd bien ordenado por un orden <,y pongamos F,, , = E;, o —J., ~, Us- Mostremos que la
coleccion ¥ = {V,, o }aca de conjuntos abiertos V,, , = | J{B(z,1/3n) |z € F, o} conn € Ny
a € A es un refinamiento localmente finito de %/. Primero veamos que 7" es un cubrimiento
de X. Para esto, sea © € X, entonces existe a € A tal que z € U, y « ¢ U, para cada o/ < «
(por el buen orden de A). Luego, como d(z, X \ U,) > 0 podemos encontrar n € N tal que

xr € I, ; por lo tanto z € F,, , CV,, o, mostrando que ¥ es un cubrimiento abierto de X.

Mostremos ahora que V,, , C U, para todo n. En efecto, sea x € V,, ,, entonces existe y € F}, ,,
tal que d(z,y) < 1/3n. Como d(y, X \ U,) > 1/n > 1/3n, debemos tener x € U,. Asi, ¥ es
un refinamiento abierto de % .

Finalmente, mostremos que para un n fijo, 7" es localmente finita. Consideremos una bola

abierta B(z,r) C X y supongamos que contiene puntos y € V,,, y 2 € V,, 3, donde o # .
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Luego, existen p € F,, , vy q € F, 3 tales que d(y,p) < 1/3ny d(z,q) < 1/3n. Asi, obtenemos
d(p,q) < d(p,y) +d(y, z) + d(z,q) <d(y,z) +2/3n.

Por otro lado, tenemos § < a 0 a < . Sin pérdida de generalidad supongamos que § < «,
entonces F, , N Uz = ), es decir, F,, , C X \ Ug, lo cual implica que p € X \ Ug, y por tanto
d(p,q) > d(q, X\ Ug) > 1/n. En consecuencia d(y, z) > d(p,q) —2/3n > 1/n—2/3n =1/3n.
Ahora bien, como y, z € B(x,r), entonces d(y, z) < d(y,x)+d(x, z) < 2r, y claramente estas

dos tltimas desigualdades son inconsistentes para r < 1/6n.

Por lo tanto, la bola abierta B(z,r), donde r < 1/6n, debe intersecar como méximo uno de

los conjuntos V;, 4.

Lema 2.4.8. Todo subespacio cerrado de un espacio paracompacto X es paracompacto.

Demostracion.

Sean A C X cerrado y {U, }aea un cubrimiento abierto de A. Esto significa que U, = ANU/,
para algiun subconjunto abierto U! C X. Luego, la coleccion & = {X \ A} U {U!},en
es un cubrimiento abierto de X. Como X es paracompacto, existe un refinamiento abierto
localmente finito {Vs}ger de % que cubre a X. Sea & = {AN Vs}ger. Entonces o7 es un
refinamiento localmente finito de {U, }aea. En efecto, si a € A, entonces a € Vj para algin
p € I' por que {Vs}ser es un cubrimiento de X; asi, a € ANVj, lo cual significa que &7 es un
cubrimiento abierto de A. Por otro lado, como {Vjs}ger es localmente finito, para cada a € A
existe alguna vecindad W, que interseca solo un nimero finito de elementos de {Vj}ger. Asi,
ANW, es un entorno de a en A que interseca un nimero finito de elementos de /. Ademas,

ANVyCc AnU, =U, para algin a € A. O

Lema 2.4.9. Si o/ es una coleccion localmente finita de subconjuntos de X, entonces
Ua=UA
At Aest

Demostracion.

En general, siempre se tiene que J, ., A C e, A va que A C J,.,, A para cada A € o.

Para la otra contencién, sea x € (J .., A. Luego, como & es localmente finito, existe un
entorno U, de x tal que &' = {A € &/: ANU, # (I} es finito. De esto se sigue que

T & Upe\ o 4 de lo contrario Uy N Ugenr A # 0, lo cual significa que existe algtin
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elemento y tal que y € U, y y € A para algin A € & \ &/'; asi, ANU, # (), contradiciendo
el hecho de que A ¢ «7’. Ahora bien, como

relJA=JAu | 4

Aeds Aed’ Acd\d'’

entonces

T € U A= U AcC U A
Aced’ Aed’ Aced
O

Definicién 2.4.10. Un espacio topolégico X se dice que es regular si para cada conjunto
cerrado A C X y cada x € X \ A existen conjuntos abiertos U y V tales que x € U, ACV
yUNV =0.

Proposicion 2.4.11. Todo espacio paracompacto X es normal

Demostracion.

Primero mostremos que X es regular. Para esto, sean A C X y x € X \ A. Luego, como
X es de Hausdorff, para cada a € A existen abiertos U, y V, tales que x € U,, a € V, y
U,NV, = (. Ahora bien, como A es cerrado, entonces A es paracompacto por el lema 2.4.8, y
dado que {V,}sca es un cubrimiento abierto de A, existe un refinamiento abierto localmente
finito {Wa}aea de {Vi}aca que cubre a A. Sea V' = J,c, Wa. Claramente A C V. Como
cada W, esta contenido en algiun V,, se sigue que W, N U, = () para cada o € A, lo cual
implica que W, C X \ U,, es decir W, N U, = ) para cada o € A y por tanto = ¢ W, para
cada o € A. Esto significa que v ¢ V = m = Uper Wa por el lema 2.4.9. Haciendo

U = X \ V encontramos un entorno abierto para x tal que U NV = (.

Probemos ahora que X es normal. Para esto, sean A y B subconjuntos cerrados de X.
Como X es regular, para cada a € A existen conjuntos abiertos U, y V, tales que a € U,,
B CV,yU,NV, =0. De esto se deduce que U, N B = ) para todo a € A. Por otro lado,
como {U,}.ca es un cubrimiento abierto de A y A es paracompacto, existe un refinamiento
abierto localmente finito {Wys}aea de {Ui}aca que cubre a A. Sea U = |J,cp Wa. Como
U = m = UQGA W, v cada W, esta contenido en algiin U,, concluimos que UNB = 0.
Haciendo V = X \ U obtenemos dos conjuntos abiertos U y V tales que A C U, BC V' y
unv=»40. O
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En vista del teorema de extension de Dugundji, estamos particularmente interesados en las
relaciones entre la paracompacidad y la existencia de particiones de la unidad. Las particiones

de la unidad permiten extender construcciones locales a todo el espacio.

Definiciéon 2.4.12. Una familia .%# de funciones continuas en un espacio topologico (X, .7)
con valores en el intervalo [0, 1] se dice que es una particion localmente finita de la unidad si

para cada x € X existe un entorno U, y un subconjunto finito .#’ C .% tal que
(i) f(y)=0paratodoye U,y fe.F\F.

(i) > jes f(y) =1 para todo y € Uy,

Observacion 2.4.13. Si .% es una particion localmente finita de la unidad, entonces la
coleccion Zz = {f7'((0,1])} e+ es un cubrimiento localmente finito de X. En efecto, para
mostrar que cubre a X, sea x € X. Luego, existe un entorno U, de x y un conjunto finito
F' C F tal que (i) y (ii) se mantienen. La condicion (ii) implica que existe f € .% tal que
f(y) # 0 para todo y € U,. En particular f(z) # 0 en U,, lo cual significa que z € f~1((0, 1]).
Por otro lado, la condicion (i) nos dice que para todo f € .#\ %'y todoy € U,, f(y) =0. Es
decir, para todo f € Z\.Z' y todoy € Uy, y & f~1((0,1]). Por lo tanto U, N f~1((0,1]) = @ si
f ¢ %' Lacondicion (i) es equivalente a esta tltima expresion , lo cual es también equivalente

a decir que {supp(f)}ses es un cubrimiento localmente finito de X.

Sea {U, }aea un cubrimiento abierto de X. Decimos que una particion localmente finita de la
unidad { f, }aea esta subordinada a (o dominada por) {U, }aea sisupp(fa) = f71((0,1]) C U,

«

para cada o € A.

Lema 2.4.14 (Lema de contraccion). Sean X un espacio paracompacto y {Us}aen un cu-
brimiento abierto de X. Entonces existe un cubrimiento abierto localmente finito {V,}aen de

X tal que Vo, C U, para cada o € A.

Demostracion.

Como X es normal, para cada z € X existe G, tal que z € G, € G, C U, para algin
a € A. Ahora bien, la coleccion {G,},ex es un cubrimiento abierto de X y por tanto, existe
un refinamiento abierto localmente finito {Ws}ser de {G.}.ex que cubre a X. De esto se

sigue inmediatamente que {Wgs}scr es un refinamiento de {U,}aen. Sea V,, = UWﬁcUa Wj.
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Notese que si v € X, existe § € I' tal que o € Wj, y como {Wps}ser es un refinamiento de
{G,}iex, existe Gy, tal que Wi C G,; asi, Wps C 53, C U, para algin « € A, lo cual muestra

que x € V. Por lo tanto {V, },ea es un cubrimiento abierto de X.

Por otro lado, como V, = UWBC(]Q W = UWcha Wg, obtenemos que V, C U, para cada
a € A. La finitud local de {V,, }seca se deduce de la finitud local de {Wg}ger.

]

Proposicion 2.4.15. Para cada cubrimiento abierto {U,}taen de un espacio paracompacto

X existe una particion localmente finita de la unidad subordinada a {Up}ach.

Demostracion.

Sean X un espacio paracompacto y {Us}aea un cubrimiento abierto de X. Aplicando dos
veces el lema 2.4.14 encontramos cubrimientos abiertos localmente finitos {V }aeca ¥ {Wa}aca
de X tales que V, C U, y W, C V,, para cada a € A. Como X es normal y WQQX\VQ =0,

entonces para cada o € A existe una funcion continua g,: X — [0, 1] tal que g,(W,) = {1}

Y 9a(X \ Vi) = {0}. De esto se sigue que
So={z € X: golw) £ 0} = g;'((0,1]) C Vqy

Por tanto supp(g,) = Sa C Vi, C U, para cada o € A. Ademas, {S,}aea es localmente finito

porque {U, }aen es localmente finito.

Por otro lado, como {W, },ea €s un cubrimiento de X, entonces para cada x € X existe a € A
tal que x € W,; asi, go(z) = 1 > 0 para algin a € A. Definamos la aplicacion g: X — R
dada por g(z) = >4 9a(x). Ya sabemos que g(x) > 0 para todo x € X. Ahora bien, como
{Sa}acn es localmente finito, para cada = € X existe un entorno N, el cual interseca solo un
namero finito de elementos de {S, }aca, digamos {Sq,, -, Sa, }. Luego, para cada y € N,,
9(y) = >, ga:(y) y por tanto g es continua en N,. Puesto que {N,},ex es un cubrimiento

de X, g es continua en X.

Ahora, para cada a € A definamos una aplicacion continua f,: X — [0, 1] dada por

9o ()
falz) =
9(x)
Entonces, la familia de funciones continuas { f, }aca €s una particion de la unidad subordinada

a {Ua}aeA-
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Lema 2.4.16. Sean (X,d) un espacio métrico y A un subconjunto propio cerrado de X.

Entonces eziste una familia indexada {Uy, aq}aca tal que

(1) Uy C X\A, a, €A (a€el),

(2) {Uastaen es un cubrimiento abierto localmente finito de X \ A,
(3) six € U,, entonces d(x,a,) < 2d(z, A) para a € A.

Demostracion.

Consideremos la coleccion de bolas B = {B(z, 3d(z, A))}sex\a. Claramente 2 cubre X'\ A.
Como X \ A es un espacio métrico, existe, por el teorema 2.4.7, un cubrimiento abierto
localmente finito {U, }aen de X \ A el cual refina A. Por lo tanto, para cada a € A existe
ro € X\ A tal que U, C B(xa,%d(ma,A)). Ahora bien, para a € A elijamos a, € A tal
que d(Ta,aqa) < 2d(z4, A) (principio de aproximacion del infimo). Claramente la familia
{Ua, @a }acen satisface (1) y (2). Comprobemos que (3) también se cumple. Sea = € U,.

Entonces

d(z,a0) < d(z4,a0) + d(@,24) < 2d(20, A) + 3d(20, A) = 3d(z4, A)

4 2

Por otro lado, (usando desigualdad triangular y la propiedad del infimo) para a € A se tiene

Por tanto
(20, A) < d(z, A) + d(20,z) < d(z, A) + fd(2a, A)
De donde
d(ze,A) < %d(m,A)
Asi

Az, a,) < (2o, A) < 2d(z, A) = 2d(z, A)
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Definicién 2.4.17. Sean (X, d) un espacio métrico y A un subconjunto propio cerrado de
X. Entonces cualquier familia {U,, a,}aea satisfaciendo las condiciones (1)-(3) de el lema

2.4.16 es llamado un sistema Dugundji para X \ A.

Definicién 2.4.18. Sea E un conjunto de un espacio lineal topoligo X. Se define la envol-
vente convexa de E como la interseccion de todos los conjuntos convexos que contienen a
E, es decir, el conjunto convexo mas pequeno que lo contiene. Para n puntos xi,zs,--- ,x,

su envolvente convexa viene dada por la expresion

conv (E) = {Zaixi | z; € B o € RS_,ZOQ = 1}
i=1

i=1

Teorema 2.4.19 (Dugundji). Sean (X,d) un espacio métrico, A un subconjunto cerrado de
X y (Y,]|-]]) un espacio vectorial normado. Entonces, cada mapeo continuo f: A =Y tiene

una extension continua F: X —Y tal que F(X) C conv f(A).

Demostracion.

Por el lema 2.4.16, podemos elegir un sistema Dugundji {U,, aq }aca para X \ A. Luego, por
proposicion 2.4.15, existe una particion {b, }aea localmente finita de la unidad subordinada

a {Us}aca- Mostremos que, para cada mapeo continuo f: A — Y la formula

f(x) si xeA,

> aen ba(@) flaq) sz € X\ A

F(z) =

define un mapeo continuo de X en Y tal que F' es una extension de f y F(X) C conv f(A).

Como {b, }aca €s una particion localmente finita de la unidad de X \ A, para cadax € X \ A
existe un entorno V, de z y un subconjunto finito A’ C A tal que b,(y) = 0 para todo y € V,
sii @ € A\ A Asi,

F(y) = Zba(y)f(aa) = Z ba(y)f(as) para y eV,

a€el aeN

Esto muestra que F'(X) C conv f(A) (por que {b, }aea €s una particion de la unidad) y que F
es continua en cada punto del conjunto abierto X \ A. Para completar la prueba mostraremos

la continuidad de F' en cada punto de A.
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Fijemos zy € A y sea € > 0 dado. Como f es continua en x, existe n > 0 tal que
ac Ay dla,zg) <n = |fla) = f(xo)] <e (2.3)
Sean 6: =n/3y x € B(x,9) fijo. Si z € A, se sigue de (2.3) que
[1F(x) = Flxo)|l = £ (x) = flwo)]| < e

Sixz € X\ A, entonces d(z, A) < d(x,xo) < d. Ademés, = € U, para algin o € A; asi, por la
parte (3) del lema 2.4.16 se tiene

d(ag, o) < d(ag, ) + d(z,x9) < 2d(x, A) + d(x,20) <1

y por tanto || f(as) — f(z0)]| < e.
Notese que A’ = {a € A: x € U, } porque {by}aca esta subordinada a {U, }aea. Ahora bien,
como bo(x) > 0 para cada aw € Ay Y . ba(x) = 1, entonces

1F () = F(zo)|l = || D bal®) f(aa) = f(z0)
acN’
= Z ba(2)(f(aa) — f(20)) ‘
acN’
<D ba(@)(f(as) = f (o))
= bal(@) [ f(aa) = f(z0)]
aclN
< Z bo(x)e =€
acN



Capitulo 3

Extension de funciones Lipschitz

El conocido resultado de la condicién de Lipschitz fue publicado por primera vez en 1868 en
un volumen en honor al quincuagésimo aniversario de la Universidad de Bonn y poco después
en una traduccion al italiano en la revista Annali di matematica. Parece haber llegado por
primera vez a una amplia audiencia en una traducciéon posterior que aparecié en el boletin
de Darboux en 1876. Existen dos razones para este retraso: el primero es la mayor difusion
del boletin y el hecho de que Darboux llamoé la atencion sobre el avance de Lipschitz sobre
Cuachy. El segundo tiene que ver con el hecho de que en esta época se empezd a considerar

que la teoria de variable real tenia una importancia fundamental para el analisis.

Lipschitz era muy consciente del predominio anterior de la teoria de variable compleja en el
analisis en general. Desde Jacobi, Lipschitz not6 que, los resultados mas importantes en la
teoria de sistemas de ecuaciones diferenciales se habia obtenido utilizando funciones de una
variable compleja. Dado que tales funciones tienen expansiones en series de potencias conver-
gentes excepto en ciertos puntos de sus dominios, la cuestion de la existencia de una solucion
se convierte asi en una cuestion de si existe una serie que satisfaga la ecuacion. Aqui cita
la reelaboracion de Briot y Buoquet del método majorante de Cuachy y el redescubrimien-
to de Weierstrass en 1842 del resultado de Cuachy independiente de integrales complejas,

utilizando unicamente métodos de series de potencias.

En el caso de variable real, los métodos de series no sirven. El objetivo de Lipschitz en
el articulo es investigar esta cuestion, que para él era novedosa. Lipschitz esencialmente
redescubrio el método de Cauchy, aunque trabajo con sistemas de ecuaciones diferenciales

ordinarias (en lugar de una sola ecuacion) y pudo mejorar la hipotesis sobre la acotacion

ol
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de la derivada con una condicién de Lipschitz. En particular, si dy/dz = (x,y), entonces
requerimos que

|f(z,y) — f(z,2)] <cly—2| donde c<1

(Para més informacion véase [6]). Asi, Lipschitz es recordado por ‘la condicion de Lipschitz’,
una desigualdad que garantiza solucion tnica a la ecuacion diferencial y' = f(z,y). Hoy en
dia estas ideas han sido extendidas a otras areas de las matemaéticas y esta condicidon tiene

un uso mas amplio debido al gran desarrollo matemaético en las Gltimas décadas.

Estudiaremos en este capitulo las funciones Lipschitz definidas en un subespacio que pueden
ser extendidas al espacio completo conservando la misma constante de Lipschitz, es decir,
probaremos la existencia de extensiones de funciones de Lipschitz conservando la constante

de Lipschitz.

Definicion 3.0.1 (Funcion lipschitziana).

Dados dos espacios métricos (X,dx) y (Y,dy), una funcion f: X — Y es llamada Lipschitz
continua (o se dice que satisface una condicion de Lipschitz o que es lipschitziana) si existe

una costante L > 0 tal que

dy (f(x1), f(z2)) < Ldx(x1,z5) para todo z,x9 € X

Cualquier L de este tipo se denomina constante de Lipschitz para la funcion f y se suele
decir también que f es una funcion L-Lipschitz. La constante de Lipschitz de una funcién f
es a veces denotada por L(f).

Ejemplo 3.0.2. La funciéon f: R — R dada por f(z) = |z| es 1-Lipschitz puesto que
|lz] = lyl| < |z — y| para todo z,y € R.

Nota. Recordemos que toda funciéon Lipschitz continua es uniformemente continua y por lo

tanto continua.

3.1. Extension de McShane - Whitney

En uno de sus articulos pioneros sobre extension, H. Whitney dio de pasada una féormula

simple para extender funciones de Lipschitz de valor real. El siguiente resultado es conocido
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como el teorema de McShane o el teorema de extension de McShane-Whitney.

Teorema 3.1.1 (McShane-Whitney). Sean (X, d) un espacio métrico, AC X y f: A—R
una funcion de Lipschitz con constante de Lipschitz L. Entonces las funciones F,G: X — R

definidas para todo x € X por

F(x) = sup[f(a) — Ld(z,a)] y G(x) = f[f(a)+ Ld(z,a)] (3.1)

a€A a€A
son extensiones de f con la misma constante de Lipschitz L y cualquier otra extension L-

Lipschitz H de [ satisface la desiqualdad
F<HLZLG

Demostracion.

Para cualquier z € X y aq,as € A, se tiene que
flar) = f(az) < Ld(ay, a2) < Ld(z,a1) + Ld(z, ay)

lo cual implica que

flay) — Ld(z,a1) < f(az) + Ld(x, as)

Esto significa que las funciones F,G: X — R dadas por (3.1) estan bien definidas y

F(z) < G(x) paratodo ze€X

Mostremos ahora que F'y G son extensiones L-Lipschitz de f y cualquier otra extension

L-Lipschitz H satisface F' < H < G.

1. Fla=Gla=f.Sixz € A, entonces haciendo x = a en (3.1) se tiene
f(x) < F(x) < Gz) < f(x)
lo cual muestra que F(z) = G(z) = f(x) en A.
2. F,G son L-Lipschitz. Para todo =,y € X y todo a € A se tiene
G(z) < f(a) + Ld(z,a) < f(a) + Ld(y, a) + Ld(z, y)

por tanto G(x) — Ld(z,y) < f(a) + Ld(y,a), lo cual implica, (usando propiedad del
infimo) que G(z) — Ld(z,y) < G(y), y asi G(z) — G(y) < Ld(x,y). Intercambiando los
roles de x e y obtenemos G(y) —G(x) < Ld(x,y); por lo tanto |G(z) —G(y)| < Ld(zx,y).
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Por otro lado, también tenemos las desigualdades
F(x) > f(z) — Ld(z,a) > f(a) — Ld(y,a) — Ld(z,y)

de donde F(x) > F(y) — Ld(z,y), asi F(y) — F(z) < Ld(x,y). Nuevamente intercam-
biando los roles de = e y obtenemos |F(x) — F(y)| < Ld(z,y).

3. ' < H < (G para cualquier extension L-Lipschitz H de f. En efecto, para x € X y

a € A se tiene

Como H es L-Lipschitz, se sigue que
—Ld(z,a) < H(z) — f(a) < Ld(z,a)
lo cual es equivalente a
fla) = Ld(x,a) < H(z) < f(a) + Ld(z, a)

Por lo tanto, F(z) < H(z) < G(x).

]

Ejemplo 3.1.2. Sean (X, d) un espacio métrico, A C X'y f: A — R una funcion L-Lipschitz.

Entonces, xy es un minimo global de f en A si y solo si 2y es un minimo global de G en X.

Demostracion.

Sea xy € A tal que f(xy) < f(a) para todo a € A. Como f(xy) < f(a)+ Ld(z,a) para todo
r € X yac€ A, setiene que f(xg) < G(z) para todo x € X, (ver definicion de G en (3.1)).

Reciprocamente, sea o € X tal que G(x) > G(xz¢) para todo x € X. Mostremos que zy € A.
Supongamos que d(xg, A) =r > 0y seaay € A tal que G(xg) > f(ag)+ Ld(xo, ao)—%. Como
Gla= [y ag € A, entonces f(ag) = G(ag) > G(x0). Luego, G(xo) > G(xg) + Ld(xo, ap) — %
implica que d(xg,ag) < § <, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto r = 0, y como A es

cerrado, obtenemos que zy € A.

]

Observacion 3.1.3. El teorema de McShane implica que si (X, d) es un espacio métrico,

AC Xy f: A— R"es L-Lipschitz, entonces f tiene una extension a una funcion en X
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que es /nL-Lipschitz. En efecto, escribamos f = (f1, -+, fn), donde f;: A — R para cada
i € Jn. Si f es L-Lipschitz. entonces

n

[fi(@) = )| = V(filw) = £©))? < (| D (filz) = filw)? = [|f (@) = fFw)l| < Ld(w,y)

i=1

Esto significa que cada f; es L- Lipschitz; asi, por el teorema de McShane, cada f; tiene una

extension L-Lipschitz F;: X — R, es decir,
|Ei(x) = Fi(y)| < Ld(,y) <= (Fi(z) — Fi(y))* < (Ld(z,y))* para cada i€ J,

Pongamos F = (Fy,--- , F;). Luego

n

1F(x) = Fy)ll = | D_(Fil@) = Fi(y))? < || D _(Ld(w,9))? = v/n(Ld(,y))? = V/nLd(z,y)
i=1 i=1
Ejemplo 3.1.4. Sean (X, d) un espacio métrico, S C Xy f: S — C una funcién L-Lipschitz.
Entonces f admite una extension de Lipschitz F': X — C con constante de Lipschitz v/2L.
Para ver esto, escribamos f como f = f; + ifs, se sigue que fi, fo: S — R son ambas L-
Lipschitz, de modo que tienen extensiones L-Lipschitz Fi, F5: X — R. Poniendo F' = F{+iF}
se sigue que |F(z) — F(y)| = /(Fi(z) — F1(v))?2 + (Fa(z) — F(y))? < v2Ld(7,y), para todo
xz,y € X.

Nota. Por lo general, en espacios euclideos, las funciones de Lipschitz no se extienden con
la misma constante. (La formula de Whitney da una extension de Lipschitz, pero no una con
la misma constante a menos que n = 1). Para obtener una funcion Lipschitz con la misma

constante, se requiere una construccion mas elaborada.

3.2. El teorema de Kirszbraun

M. Kirszbraun probo en 1934 que, para cada subconjunto A de R" y cada funcién Lipschitz
f: A — R™ existe una extension Lipschitz F': R" — R™ de f tal que L(F') = L(f). En 1945
Frederick Valentine generalizé este hecho para espacios de Hilbert 77, 7% en lugar de R" y
R™, y el resultado a menudo se conoce como el teorema de Kirszbraun-Valentine (véase [10]).

Presentaremos en esta tltima parte el teorema de Kirszbraun.
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Teorema 3.2.1 (Kirszbraun 1934). Sea A C R™. Si f: A — R™ es una funcién L-Lipschilz,

entonces existe una extension F: R" — R™ de f la cual es también L-Lipschitz.

Demostracion.
Si m =1, el resultado se sigue directamente por el teorema 3.1.1.

Supongamos que m > 1 y consideremos la familia .% de extensiones L-Lipschitz de f a algin
conjunto 7" con A C T'. Esta coleccién es no vacia porque contiene al menos la funciéon original
f. Definimos un orden parcial en .% como sigue: supongamos que g;: 771 — R™ y go: Ty — R™
son ambos elementos de %, entonces g; < g2 si y solo si go es una extension de gy, es decir,
ACT CTyy gi(x) = go(x) para todo x € Ty. (El mismo ordenamiento parcial se define
si recordamos que una funcion de un subconjunto de R™ a R™ es un conjunto de elementos
de R™ x R™ y ordenamos parcialmente a % por inclusion). Por el principio maximal de
Hausdorff, .# tiene una subfamilia Z maximal totalmente ordenada. Sea A la union de los
dominios de las funciones en .%. Definamos la funcion F: A — R™ por F(z) = g(x) donde
g€ .Z yxedom(g). Claramente F' es Lipschitz y L(F) = L. Afirmamos que A = R". Si no,
entonces fijemos xg € R”\fl. Se llegara a una contradiccion si mostramos que existe yo € R™

tal que ||y — yo|| < L||z — 20| cuando y = F(x) y z € A, es decir, si mostramos que

() B(F(z), L|jz — o)) # 0 (3.2)
€A
Como (3.2) involucra una interseccion de conjuntos compactos, es suficiente mostrar que
cualquier interseccion finita de este tipo es no vacia. Por consiguiente, sean x1,zo, -+ , T, € A
fijos. Sean y; = F(x;), r; = ||x; — zol|, para i =1,2,--- ,n, y r* =sup{ry,ra, -+ , 7}

Sabemos que para cualquier valor suficientemente grande de ~

n

K, = () Blyiyr:) # 0
i=1
Sea
Y0 = inf{y: K, # 0}
Dado que
Ky =[] K, (3.3)
7>

y la interseccion de cualquier ntimero finito de los conjuntos en el lado derecho de (3.3) es no

vacia, vemos que K. # 0.
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Serd suficiente mostrar que 79 < L. Podemos, por su puesto, suponer vy > 0. Notese que K,

debe contener exactamente un punto, porque si k1, by € K, entonces

ky + k 2 kg + ko2
IR [ LIS A
2 4
[kal? | Rl (1B — Kol 2
= - ill” = Fk1-yi — ko -y
5 + 5 1 + [l 1Y 2 Y
e =il 4 ke — il (e — Rl
2 4
2o k= k? 5
S’YOTi - 4(7,_*)2 rri

ki+k ki — ks|?
se mantiene parat=1,2,--- ,n,y 1;— 2 ¢ K, con v = \/fyg — % < 7o contradi-
r

ciendo la definicion de .

Trasladando el sistema de coordenadas si es necesario, podemos suponer que K., = {0}. En
consecuencia, tenemos ||y;|| < o1y, para i = 1,2, -+ n. Afirmamos que 0 € conv{y;: ||y;|| =
~ori }. De no ser asi, existiria un plano de dimension m — 1 separando el origen de {y;: ||v:|| =
~ori}, pero entonces para todo € > 0 suficientemente pequeno tendriamos B(0, ) en el lado
opuesto del plano de {y;: ||lyi|| = 707}, contradiciendo de nuevo la definicion de ~,. Asi,

podemos elegir escalares no negativos A, Ag, - -+, A, tales que

lvill <vori = X\ =0

n

O:i)\,yl con Z)\Z:].
i=1

=1

De esto se sigue que
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2

0=2

Z AiYi

=2 Z AiAjYi - Yj

ij=1
= ST [l sl = s — ]
ij=1
> Z N [vor? +ors = L2l — )]
ij=1
= Z Ail\; [2($z — p) - ’702(953' —20) + (76 — L?)||i — %‘Hﬂ
ij=1
n 2 n
2|0 S Nl — )|+ (= L) S Ayl — a1 (3.4)
i=1 ij=1

Si hubiera solo un J\; distinto de cero, entonces el segundo término de (3.4) desapareceria y
el primero seria positivo, lo cual seria una contradicciéon. Por lo tanto, hay al menos dos \;’s
distintos de cero y el segundo término en (3.4) debe ser no positivo, forzando vy < L, como

se deseaba.
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