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CAPITULO 1.
CONTEXTUALIZACION DEL ESTUDIO

1.1 El problema

Los estudiantes de ultimo afio de la media vocacional y primeros afios de
universidad que han pasado por una ensefianza sistemética del concepto de
limite, presentan dificultades en el razonamiento de algunas de sus
manifestaciones. En este estudio se abordara al limite como la suma de una serie

de términos positivos.
1.2 Objetivo general

Disefar una entrevista de caracter socratico en el marco del modelo educativo de
vanHiele, para determinar los niveles de razonamiento sobre el concepto de suma
de una serie de términos positivos, via areas de figuras planas.

1.3 Objetivos especificos

Sefialar las caracteristicas de una entrevista de caracter socratico para el
razonamiento y comprension de un concepto matematico en particular,

basadas en lo que se infiere del didlogo entre Sdocrates y el esclavo en “El
Menén”!y enmarcadas en el modelo educativo de van-Hiele.

Disefiar una entrevista semi-estructurada de caracter socratico para el
concepto de suma de una serie e términos positivos, a través de areas de

escaleras.

Aplicar la entrevista para:
- Mejorar el contenido y estructura del guién-entrevista

1 PLATON. “Diélogos”. Porria. México, 1996.



- Determinar los descriptores de los niveles de razonamiento sobre el
concepto de suma de una serie de términos positivos, via areas de figuras
planas.

- Clasificar al entrevistado en uno de los niveles de razonamiento.

Disefiar un test basado en la entrevista socratica acerca del concepto de suma
de una serie, con el fin de comprobar que es posible la deteccion de los niveles
de razonamiento propuestos por el modelo; al mismo tiempo que se automatiza
la adscripcion de los estudiantes en su correspondiente nivel.

14 ¢Por qué enmarcar el presente estudio en el modelo educativo de van
Hiele?

El modelo de van-Hiele es una propuesta que parece describir con bastante
exactitud la evolucion desde las formas intuitivas iniciales hasta las formas
deductivas finales y estd adquiriendo cada vez mayor aceptacion a nivel
internacional en lo que se refiere a la geometria escolar. Asi se confirma en los
lineamientos curriculares de Matematicas®. En cuanto al pensamiento matematico
avanzado, en la secciébn 1.5.9 se expondrd con detalle la pertinencia la
pertinencia de este modelo.

1.4.1 Aspectos generales de lainvestigacion en educacion matematica

En este campo, los matematicos, sicologos, socidlogos y pedagogos se han
inquietado de manera profunda y se han referido a ella de manera diferente, pero
siempre con la preocupacion de que la Educaciéon Matematica prospere a través
del tiempo y permita lograr una mayor comprension de los procesos de
ensefianza-aprendizaje y de las condiciones necesarias y suficientes para obtener
una mayor eficacia en el ejercicio de la docencia de las matematicas.

Gutiérrez (1991)° considera que la investigacién en Educacién Matematica puede
ser clasificada en teérica y practica. En lo correspondiente a las investigaciones
tedricas, él sefiala que en ellas se enmarcan los trabajos de elaboracion de teorias
de ensefianza o de aprendizaje las cuales abordan las diferentes componentes
matematicas, psicologicas y pedagogicas que intervienen en los procesos de
comprension y aprendizaje de las Matematicas: procesos y capacidades de

2 MINISTERIO DE EDUCACION NACIONAL. Lineamientos curriculares de matematicas. Santa Fe
de Bogota. 1998. p. 58.
3 GUTIERREZ, A. La investigacion en Didactica de las Matematicas. Madrid: Sintesis, 1991.



razonamiento, estrategias de ensefianza, niveles de comprension, obstaculos en
el aprendizaje y formacién o modificacion de redes conceptuales

Aparecen aqui dos clases de teorias: las especificas sobre la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas (Skemp, Dienes, van Hiele) y las teorias mas
generales como la de Piaget, constructivismo, constructivismo social, entre otras.

Con respecto a las investigaciones practicas, Gutiérrez sefiala que un gran
namero de investigadores se dedican a ellas. En este tipo de trabajos se trata de
estudiar algun tema en particular de la enseflanza o el aprendizaje de las
Mateméticas, analizando los procesos de aprendizaje de los estudiantes, sus
dificultades y errores en el desarrollo de un método de ensefianza, entre otros.

1.4.2 Lineas de investigacion en educacion matematica

Aunque el objetivo basico de la investigacison en Educacion Matematica es
conocer los procesos de aprendizaje de los estudiantes, con el fin de poder ofrecer
a los profesores propuestas efectivas para desarrollar en las aulas, k actividad
investigadora internacional no es monolitica y homogénea, sino diversificada y
heterogénea. Ha habido algunos intentos de plantear los principales problemas de
ensefianza de las Matematicas que deberian ser resueltos, a semejanza de la
famosa lista de los 23 principales problemas de las Matematicas enunciados por
Hilbert en 1900. Si bien los problemas planteados por Hilbert han marcado
fuertemente las lineas de desarrollo de h investigacion matematica durante este
siglo, no puede decirse que haya ocurrido lo mismo en el campo de la Educacion
Matematica.

Un intento destacado se debe a Freudenthal* que plantea un grupo de problemas
que se refieren al aprendizaje de algunas areas de las Matematicas: ¢ por qué los
nifios no aprenden bien la aritmética? ¢Es posible basar la ensefianza de la
geometria en las intuiciones espaciales de los estudiantes? ¢ Como podemos usar
calculadoras y ordenadores para mejorar la comprension de las Matematicas?

Otros problemas se refieren al proceso de aprendizaje: ¢,como deberian aprender
los estudiantes? ¢ Como deben avanzar los profesores en la esquematizaciéon y la
formalizacion durante la enseflanza de un cierto tema? ¢COmo se pueden
estimular los procesos de comprension de las Matematicas y de reflexion sobre las
propias actividades? ¢(Como se puede estructurar el aprendizaje de las
Matematicas de acuerdo con ciertos niveles diferenciados?

* FREUDENTHAL, H. Major problems of mathematics education. Educational Studies in

Mathematics, vol. 12. 1981



Un tercer tipo de problemas enunciados por Freudenthal se centra en
componentes efectivas del aprendizaje: ¢coémo se pueden crear actitudes
positivas hacia las Matematicas? ¢ Como se pueden crear contextos en los que se
ensefie a matematizar?

Pero estas preguntas planteadas por Freudenthal, de indudable interés e
importancia, no son cuestiones investigables directamente, sino lineas de
investigacion en las que se debe hacer un analisis detallado, pues estan formadas
por numerosos problemas interconectados. Es decir, existe un hilo conductor que
los integra para su respectivo desarrollo, cada uno de los cuales necesita del
esfuerzo de los investigadores.

1.5 El modelo educativo de van Hiele

1.5.1 Breveresefiapreliminar

Como profesores de secundaria en Holanda, Pierre van Hiele y Dina van Hiele-
Geldof tuvieron problemas por la manera como sus estudiantes se desempefiaban
en geometria. Ocurrié que mientras estudiaba algunos de los trabajos de Jean
Piaget, Pierre van Hiele formul6 su sistema de niveles de pensamiento en
geometria. El notd, como es evidente en algunas de las entrevistas de Piaget, que
los problemas o tareas que se le presentan a los nifios con frecuencia requieren
de un conocimiento del vocabulario o propiedades que esta fuera del alcance de
su nivel de pensamiento. Si la ensefianza acontece en un nivel superior al del
estudiante, el material no es asimilado propiamente en la memoria por un periodo
largo de tiempo. En las palabras de Freudenthal: En tanto que el nifio no sea
capaz de reflexionar sobre su propia actividad, el nivel alto se mantiene
inaccesible. El nivel alto de operacion puede entonces pensarse como un
algoritmo, aunque con una consecuencia de poca duracion. Esto ha sido probado
debido al fracaso en la ensefianza de fracciones.

En 1957 os van Hiele, presentaron sus respectivas memorias doctorales en la
Universidad de Utrecht. Sus disertaciones las acompafiaron con el desarrollo de
una estructura y el experimento con niveles de pensamiento, con el propdsito de
ayudar a los estudiantes a desarrollar la percepcion en la geometria. P. van Hiele
formuldé el esquema y los principios sicologos y D. van Hiele enfocé sus
experimentos didacticos con el proposito de elevar los niveles de pensamiento de
los estudiantes.

° FREUDENTHAL, H.: "Mathematics as an Educational Task". Dordreckt, Holland: D. Reidel Pub.
Co., 1973.



La siguiente cita muestra el interés de los van Hiele por idear una forma que
pudiera mejorar el nivel de razonamiento de los estudiantes.

Habia partes de la materia en cuestién que yo podia explicar y
explicar, y aun asi los estudiantes no entendian. Podia ver que
ellos lo intentaban realmente, pero no tenian éxito. Especialmente
al comienzo de la geometria, cuando habia que demostrar cosas
muy simples, podia ver que ellos daban al maximo de si, pero la
materia parecia ser demasiado dificil. Pero debido a que yo era un
profesor inexperto, también tenia que considerar la posibilidad de
yo fuera un mal profesor. Y esta Ultima y desagradable posibilidad
se afirmaba por lo que ocurria posteriormente: de pronto parecia
gue comprendian la materia en cuestion. Podian hablar de ella con
bastante sentido y a menudo decian: “No es tan dificil, pero ¢ por
gué nos los explicod usted de forma tan complicada?” En los afios
gue siguieron cambié mi explicacibn muchas veces, pero, las
dificultades se mantenian. Parecia como si siempre estuviera
hablando en una lengua distinta. Y considerando esta idea
descubri la solucién, los diferentes niveles del pensamiento.®

El mismo van Hiele describe la formulacion primitiva de su modelo de la siguiente
7
manera’ :

Primero presenté mi descubrimiento de la siguiente forma:

Puede decirse que alguien ha alcanzado un nivel superior de
pensamiento cuando un nuevo orden de pensamiento le permite,
con respecto a ciertas operaciones, aplicar estas operaciones a
nuevos objetos. El alcance del nuevo nivel no se puede conseguir
por ensefianza pero, aun asi, mediante una adecuada eleccion de

gjercicios, el profesor puede crear una situacion favorable para que
el estudiante alcance un nivel superior de pensamiento.

Se puede ver mi intento por librarme a mi mismo de no ser capaz
de dar suficiente instruccion; también se puede ver la solucién: una
adecuada serie de ejercicios: En realidad, se ha puesto de
manifiesto que al cambiar los libros de texto todas las dificultades
podian desaparecer. Asi que mi introduccién a los niveles no era
solo una afirmacion sino también un programa.

Las cuestiones alrededor de la geometria fueron populares en Holanda en los
afios de 1950 y los van Hiele estuvieron activamente involucrados. Los

® VAN HIELE, P.M.: "Struture and insight: A Theory of Mathematics Education". Academic Press.
1986. p. 30.

VAN HIELE, P.M.: "Struture and insight: A Theory of Mathematics Education”. Academic Press.
1986. p. 40.



lineamientos de los niveles de pensamiento del articulo de P. van Hiele y las fases
de aprendizaje atrajeron la atencién inmediata de los sicélogos de la Unién
Soviética.

En Structure and Insight: A Theory of Mathematics Education; van Hele condujo
sus metas en términos de su teoria. Estas metas son, que los estudiantes
aprendan a pensar con respecto a las matematicas (es decir, adquirir algin
conocimiento matematico) y, mas importante, que los estudiantes aprendan a
pensar matematicamente. Primero, €l disertd6 sobre la adquisicion del
conocimiento, €l cree que es mejor alcanzado a través del aprendizaje de
estructuras. Segundo, él disertd sobre el desarrollo de la habilidad para pensar
matematicamente, es decir, adquirir conocimiento a través de la aplicacion de
pensamiento puro, de percibir una estructura matematica, de desarrollar insight.

Hans Freudenthal®, asesor de la disertacion de los van Hiele, comenta sobre el
origen de la teoria de van Hiele:

Cuando los van Hiele empezaron a ensefiar no estaban
preparados como sucede con muchos otros profesores; nadie les
ha contado como hacerlo. Por supuesto, ellos pasivamente
experimentaron ensefiar, quizds porgue observaron a sus
maestros hacerlo, pero esto no era suficiente. En tanto el tiempo
transcurrid, tuvieron la oportunidad de discutir su forma de ensefiar
con otro y otros. Ellos sometieron sus propias acciones a la
reflexién. Ellos se observaron a si mismos cuando ensefiaban,
recordaron lo que habian hecho y lo analizaron. De hecho el
pensamiento es una actividad continua, pero existen niveles
relativos a esta actividad. En el nivel méas alto, la accion del nivel
mas bajo se convierte en objeto de andlisis. Eso fue lo que los van
Hieles reconocieron como caracteristica sobresaliente de un
proceso de aprendizaje, nombrandolo de la manera como ellos lo
aprendieron ensefiando. Ellos transfirieron esta caracteristica del
proceso de aprendizaje, que era la meta de su ensefianza, al
proceso de aprendizaje de los estudiantes quienes estaban
aprendiendo matematicas. Alli, ellos descubrieron niveles
similares. Para mi, esto se parece a un descubrimiento importante.

Aqui yace el tema del esquema de nivel de van Hiele, como también la semilla de
extenderlo a conceptos matematicos avanzados.

8 FREUDENTHAL, H.: "Mathematics as an Educational Task". Dordreckt, Holland: D. Reidel Pub.
Co. 1973.



1.5.2 Descripcion del Modelo

El modelo de Van Hiele se compone de tres elementos principales: los niveles de
van Hiele, son una estratificacion del razonamiento humano en una jerarquia de
niveles, las fases de aprendizaje, son los procesos que conducen al estudiante
desde un nivel de razonamiento al siguiente y la percepcién -insight, que es el
interés original y el tema de disertacion. En la teoria esta implicita la idea de que
los estudiantes se encuentran con obstaculos en tanto intentan, quizas sin saberlo,
el ascenso desde un peldafio al siguiente en la escalera de los van Hiele.

El modelo educativo de van Hiele, tal como se utiliza actualmente, puede
enunciarse de la siguiente manera:

1. Existen diferentes niveles de razonamiento de los estudiantes referidos a las
Matematicas.

2. Cada nivel supone una forma de comprensién, un modo de pensamiento
particular, de manera que un estudiante solo puede comprender y razonar sobre
los conceptos matematicos adecuados a su nivel de razonamiento.

3. Por lo tanto, el proceso de ensefianza debe adecuarse al nivel de razonamiento
del estudiante. Una ensefianza que transcurra en un nivel superior al de los
estudiantes no sera comprendida.

4. El proceso de ensefianza debe orientarse a facilitar el progreso en el nivel de
razonamiento, de forma que el progreso se haga de un modo rapido y eficaz.

Las fases de aprendizaje estan orientadas desde un nivel de pensamiento a otro.
van Hiele describe el paso de un estudiante de un nivel al siguiente como una
funcion de aprendizaje, “la transicion de un nivel al siguiente no es un proceso
natural, tiene lugar bajo la influencia de un programa de ensefianza-aprendizaje.
La transicion no es posible sin el aprendizaje de un nuevo lenguaje”. El paso de
un nivel al siguiente se produce a través de una especifica secuencia de fases de
aprendizaje.

1.5.3 Nomenclaturade los niveles

Los van Hiele enunciaron originalmente su modelo dstinguiendo cinco niveles
(Basico o nivel 0, y niveles I, II; lll y 1V). A través de la bibliografia sobre el tema,
ellos y otros autores han ido cambiando la forma de numerar o de referirse a estos



niveles. El mismo P. van Hiele, en la mas notable revisién de su teoria ®, enfatiza
la importancia de los tres primeros niveles, a los que se refiere como “basico o
nivel visual, segundo nivel o nivel descriptivo, tercer nivel o nivel tedrico”.

En el mismo trabajo, sefala que los niveles superiores a estos presentan
dificultades para su discernimiento y solo tienen un interés tedrico. Sin embargo,
la forma mas habitual de referirse a los niveles es distinguiendo cuatro niveles. Por
ejemplo en Gutiérrez y Jaime!® se denomina nivel | (de reconocimiento), nivel |
(de anadlisis), nivel Il (de clasificacion), nivel 1V (de deduccion formal).

En Land ™ se habla de nivel O (basico, visual o predescriptivo), nivel | (descriptivo),
nivel Il (tedrico) y nivel Il (deductivo).

Por dltimo, de J. Llorens'?, encontramos estos cuatro niveles afiadiendo un nivel
anterior, que se denomina nivel O o predescriptivo.

En este estudio se seguira la nomenclatura por J. Llorens:
Nivel O, predescriptivo

Nivel |, de reconocimiento visual

Nivel Il, de analisis

Nivel lll, de clasificacion, de relaciéon

Nivel IV, de deducciéon formal

Evidentemente, mas que la nomenclatura, lo que importa es la descripcién de
estos niveles y sus caracteristicas. En el siguiente apartado se hace una
caracterizacion de cada nivel.

1.5.4 Caracteristicas de cada uno de los niveles (descriptores)

Se entendera por descriptores de los niveles de van Hiele las principales
caracteristicas que permiten reconocer, a partir de la actividad del estudiante,

cada uno de esos niveles de razonamiento matematico. Se presentan a

® van HIELE, P.M.: "Struture and insight: A Theory of Mathematics Education”. Academic Press.
110986.p 47 a 51

GUTIERREZ, A. Y JAIME, A.: "Una propuesta de fundamentacién para la ensefianza de la
geometria: El modelo de VanHiele". En Linares y Sanchez (ed.). "Teoria y préactica en Educacion
Matematica". Sevilla: Ed. Alfar, 1990.
" LAND, J. H.: “Appropialeness of the van Hiele Model for Describing Students' Cognitive
Processes on Algebra Tasks as Typified by College Students' Learning of Functions”. The
University of Boston. 199I

12 LLORENS, J. L., PEREZ CARRERAS, P. An Extension of van Hiele’s Model to the Study of Local
Approximation, Int. J. Math. Edu. Sci. Technol. 28, No. 5, 1997. p. 713-726.



continuacion algunos ejemplos de estos, cuyo enunciado se hace con referencia a
aspectos geométricos. Otros descriptores de los niveles se pueden encontrar en
los trabajos ya citados de Gutiérrez y Jaime y de los van Hiele.

Se destaca precisamente que el enunciado Yy justificacion de descriptores de los
niveles para otras materias distintas de la geometria se puede considerar, en
general, un problema abierto. Algunos trabajos de investigacibn que toman su
base directamente del modelo son confirmaciones de &s ideas del modelo que,
aplicadas a una materia concreta, han producido los resultados previstos; es decir,
se han podido diferenciar y describir los niveles de pensamiento en los términos
que se han sefalado. Otros trabajos de investigacion han hecho aportaciones mas
recientes, porque han extendido el modelo a &mbitos diferentes de la geometria y
han obtenido descriptores de niveles de los conceptos matematicos tratados en
cada una de sus investigaciones. Entre estas investigaciones desarrolladas
destacamos las siguientes: J. Land, (Universidad de Boston, 1991), J. L. Llorens
(Universidad Politécnica de Valencia, 1994), P. Campillo (Universidad Politécnica
de Valencia, 1999). A. de la Torre (Universidad Politécnica de Valencia, 2000), C.
M. Jaramillo (Universidad Politécnica de Valencia, 2000), P. V. Esteban
(Universidad Politécnica de Valencia, 2000). El presente estudio sigue esta linea
de investigacion

NIVEL | (DE RECONOCIMIENTO VISUAL)

Los estudiantes reconocen las figuras geométricas por su apariencia global.

Perciben las figuras como objetos individuales, sin abstraer sus propiedades
para relacionarlas con otras figuras del mismo tipo.

Pueden aprender cierto vocabulario que identifican las figuras geométricas (tal
como cuadrado, rectangulo y otras).

Describen las figuras geométricas por semejanza con otros objetos que no
necesariamente son figuras geométricas, ni del tipo de las que estan

describiendo.

Identifican la forma de la figura o la propia figura como un todo, sin distinguir
partes que la formen, ni las propiedades matematicas que las caracterizan.

Este nivel se ilustra en el siguiente ejemplo: si se le pregunta a un nifio si una
figura es un rectangulo, sera capaz de identificarla correctamente. Sin embargo,
es muy posible que la diferencie de un cuadrado, sin ver este Ultimo como una
clase de rectangulo; menos aun, el nifio no sera capaz de explicitar propiedades
relativas a los lados del rectdngulo, a sus angulos, etc. Incluso dos rectangulos
pueden ser identificados como figuras diferentes. Este nivel es por el que



necesariamente debe pasar cualquier concepto en cualquier nivel educativo, pero
no seria correcto asociar este nivel con el nivel educativo mas elemental.
Tampoco se debe suponer que todos los estudiantes alcanzan este rivel, ya que
hay casos de estudiantes que no estan en este nivel al comenzar un concepto,
sino que se encuentran en un nivel inferior, al que se llamo nivel 0 o
predescriptivo. La separacion de los estudiantes ubicados en el nivel 0 y que no
han alcanzado el nivel |, se podra determinar cuando el estudiante no sabe
distinguir un rectangulo en el &mbito geométrico del ejemplo.

NIVEL Il (DE ANALISIS)

Los estudiantes analizan las partes o elementos que componen una figura
geométrica y sus propiedades.

Por k| observacion de esas partes, puede deducir otras propiedades de las
figuras, generalizandolas a las figuras de una determinada clase.

No relaciona las distintas propiedades de las figura geométricas, por lo que no
pueden hacer clasificaciones de esas figuras basandose en sus propiedades.

Las deducciones y extension de propiedades tienen un caracter informal.

Continuando con el ejemplo anterior, un rectangulo es visto ahora como una figura
gue tiene sus diagonales iguales y el estudiante puede percibir que un cuadrado
también es un rectangulo. Un estudiante en este nivel seria capaz de describir un
rectdngulo enumerando las propiedades que percibe, pero no explicaria porqué
las diagonales de un cuadrado se cortan formando angulos rectos. Sin embargo,
puede reconocer y explicar esa propiedad, notando su caracter general para
cualquier cuadrado, independientemente de su tamafio, calidad de dibujo, color,
etc. Por tanto, en el nivel Il aparecen caracteristicas que se identificaron como del
pensamiento matematico propiamente dicho, pues a partir de la observacion o de
la manipulacién se abstraen propiedades y se generalizan. No obstante, esa
capacidad es limitada, lo que se puede manifestar en clasificaciones incorrectas,
ya que las propiedades aparecen como una lista, sin relacion de unas con otras.

NIVEL Il (DE CLASIFICACION, DE RELACION)

Los estudiantes relacionan las figuras y sus propiedades. Reconocen que unas

propiedades se deducen de otras y son capaces de desarrollar secuencias de
proposiciones para conjeturar que una propiedad se deriva de otra. Sin embargo,

no reconocen la necesidad del rigor, ni la relacion entre lo que han aprendido con
otros sistemas deductivos que pueden ser semejantes.
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Pueden seguir una demostracion formal, pero generalmente no son capaces de
reproducirla. El tipo de argumentacion es informal (aunque correcta) v,
frecuentemente, recurre a argumentos basados en la experiencia. Sin embargo,
pueden clasificar l6gicamente y aprender relaciones entre distintas clases de
figuras. Pero no comprenden la necesidad de la formalizacion (demostraciones
generales) ni las estructuras axiomaticas.

En resumen, se puede decir que la capacidad de hacer demostraciones,
deducciones, marca la frontera entre los niveles | — 1l y lll — IV. Asi, un estudiante
que razone en este nivel podrd hacer conjeturas relativas a propiedades de los
angulos de un rectangulo a partir de otras propiedades referidas a sus lados; sin
embargo, no es capaz de distinguir la necesidad de esas propiedades, de fijar las
condiciones minimas para obtenerlas. Las definiciones y la clasificacion seran
correctas pero no siempre responderan a la formalizacidén propia del pensamiento
matematico avanzado en las que determinadas propiedades pueden representar
papeles equivalentes en la formulacién de un sistema axiomatico formal. Es aqui
cuando se revela ese nivel superior que identificamos con nivel IV. Otra
manifestacion de ese nivel puede ser la comprension de las técnicas que se
utilizan en algunas demostraciones que, para el estudiante en el nivel Il tiene un
sentido meramente casual, ya que en ese nivel las conjeturas son correctas, pero
no se formalizan.

NIVEL IV (DE DEDUCCION FORMAL)
Los estudiantes pueden analizar varios sistemas deductivos y relacionarlos.

Conocen propiedades de un sistema deductivo tales como la consistencia, la
independencia y la completitud de sus postulados.

Los estudiantes conocen y valoran la importancia de la precision al tratar con
los fundamentos y con las interrelaciones de estructuras axiomaticas formales.

Una consecuencia practica que se deduce de esos descriptores es que un
estudiante en este nivel superior es capaz de llegar a plantear distintas
demostraciones de algunas propiedades, o de percibir que dos definiciones de un
mismo concepto pueden ser equivalentes. Al mismo tiempo, relacionan distintos
conceptos y propiedades dentro de un area de conocimiento o de un tema mas
general que los englobe, captando que son manifestaciones diferentes de un
mismo hecho matemaético. Para este nivel IV, van Hiele!® sefial6 que solamente
tiene un interés tedrico ya que su discernimiento presenta dificultades. Luego,
segun esta referencia, no se podra distinguir este nivel; por ello, este estudio se

13 van HIELE, P.M.: "Struture and insight: A Theory of Mathemaics Education". Academic Press,
1986.p 47 a 51
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centrara en encontrar los descriptores de los niveles inferiores I, 1l y lll., en
relacion con el concepto estudiado.

1.5.5 Caracterizacion del modelo

Para que una clasificacion en niveles pueda considerarse dentro del modelo de
van Hiele, es necesario que los descriptores de los niveles cumplan con unas
propiedades especificas que se enuncian a continuacion. Es prudente advertir que
la nomenclatura quese utiliza es la presentada por Usiskin* .

Propiedad 1: (Secuencialidad fija). Cada estudiante debe progresar a través de
los niveles en una secuencialidad fija, esto es, “Un estudiante no puede estar en
un nivel n de van Hiele sin haber superado el nivel n-1”"

Propiedad 2: (Adyacencia). El objeto de percepcion del nivel n-1 se convierte en
el objeto de pensamiento del nivel n

Puede interpretarse esta propiedad sefialando que los niveles de van Hiele tienen
una estructura recursiva, puesto que en el nivel n hay determinadas cualidades del

pensamiento que se utilizan implicitamente y cuyo uso explicito se manifiesta en el
nivel n+1. Desde este punto de vista, el proceso de ensefianza orientado a

desarrollar la capacidad de razonamiento debe centrarse en hacer consciente al
estudiante de esa habilidad implicita. Para ello serd necesario plantearse
actividades en las que se requiera la utilizacién de dicha habilidad, ya que la

prueba repetida y la experiencia son las que daran lugar al desarrollo de su forma
de razonar. El papel de la experiencia en el aprendizaje es, por tanto, fundamental

en el modelo de van Hiele.

Propiedad 3: (Distincion). ElI nivel n requiere una reorganizacibn o

reinterpretacion del conocimiento adquirido en el nivel n-1, esto es la percepcion
de una nueva estructura.

Propiedad 4: (Separacion). Dos personas que razonen en diferentes niveles no
podran entenderse, en lo que se refiere al objeto de su razonamiento matematico.

Propiedad 5: (Cada nivel tiene su lenguaje). Hay una estrecha relacion entre el
lenguaje y los niveles hasta el punto que cada nivel tiene un tipo de lenguaje
especifico, de modo que las diferentes capacidades de razonamiento asociadas a
cada uno de los niveles de van Hiele, no sélo se reflejan en las formas de resolver
problemas, sino que sobre todo, se manifiestan en la forma de expresarse y en el

14 USISKIN, Z.: “Van Hiele Levels and Achievements in Secondary School Geometry”. CRRSSG
Report, University of Chicago, 1982.
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significado que se da o se puede dar al vocabulario especifico, a palabras como
“demostrar” por ejemplo. Esta palabra tiene significados tipicamente diferentes
segun el nivel de razonamiento. Como ya sefialamos, so6lo a partir del nivel I,
“demostrar” tiene un significado semejante al que habitualmente le damos la
mayoria de los mateméaticos. Se hace una precision, porque el significado de la
palabra o de la idea de demostracion no siempre es la misma, ni siquiera entre los
matematicos, ni ha sido igual su significado en cada época histérica. Las
demostraciones formales rigurosas solamente tendran sentido en un nivel IV. En
un nivel Il pueden existir demostraciones que se entienden estan formadas por
razonamientos l6gicos, aunque los argumentos puedan ser conjeturas. En el nivel
Il “demostrar” tendria un significado consistente en comprobar y mostrar que una
afirmacion se verifica en algunos casos o, incluso, sélo en uno. En el nivel | el
término aun tiene menos sentido matematico, porque el estudiante lo interpretara
en una forma tan personal que puede ser impredecible.

Todo lo anterior muestra un ejemplo de la dificultad para identificar los niveles, ya

gue como se percibe, un estudiante puede demostrar en cualquier nivel, aunque la
expresion “demostrar” tenga un sentido totalmente distinto.

También es importante no confundir nivel con & habilidad de resolver algunos
ejercicios o de contestar algunas preguntas. Un estudiante puede aparentar un
nivel de razonamiento superior al que realmente posee, si ha aprendido a realizar
rutinariamente actividades que se pueden identificar como propias de un nivel
superior. El caso tipico es el que se deriva del aprendizaje memoristico de algunos
estudiantes universitarios quienes saben hacer derivadas y limites, reproducir sus
definiciones, pero no comprenden ninguno de los conceptos. De esta deficiencia
tenemos la culpa los docentes, debido a los procesos de evaluacion en los que
prevalecen las habilidades rutinarias y la memoria, en vez de comprobar que se
han entendido y asimilado los conceptos.

La existencia de un lenguaje especifico de los niveles, como se ha puesto de
manifiesto con la palabra “demostrar’ y que tiene significados distintos segun el
nivel de razonamiento, produce una incomunicacién entre profesor y estudiante
cuando se habla para diferentes niveles de razonamiento. Esto hace que el
estudiante no entienda las explicaciones del profesor, y también que el profesor no
pueda entender las preguntas del estudiante, que se sitian en un nivel inferior de
razonamiento. Disponer de instrumentos relativamente sencillos, que permitan al
profesor conocer el nivel de razonamiento de los estudiantes es, por tanto, un
objetivo importante cuando se pretende aplicar el modelo de van Hiele.

Propiedad 6: (Consecucién). El progreso de un nivel al siguiente se produce de
forma gradual. Algunos investigadores como Hoffer® y Fuys, Geddes, Tischler'®,

' HOFFER, A. R.: "an Hiele-Based Research”. En “Acquisition of mathematical Concepts and
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han desglosado cada nivel de van Hiele en varias habilidades de razonamiento, de
forma que sélo se puede considerar adquirido un nivel cuando se manifiestan cada
una de sus cualidades. Estas cualidades no se adquieren todas de forma
simultanea, de modo que existe un periodo de transicién en el que un estudiante
puede manifestar simultaneamente habilidades de niveles contiguos. Algunos
autores hablan de niveles intermedios que corresponderian a los periodos de
transicion, cuando se manifiestan propiedades de un nivel y del siguiente, pero no
se ha alcanzado todavia el nivel superior. Se han realizado algunos estudios que
sefalan el caracter regresivo que puede manifestarse en el nivel de razonamiento,
sobre todo cuando todavia no se ha adquirido plenamente un nivel; o sea, que el
estudiante ante una pregunta se refugia para su respuesta en el nivel de
razonamiento anterior, que tiene plenamente adquirido; esto con el fin de
manifestar una sensacién de seguidad en sus respuestas.

1.5.6 El proceso de aprendizaje segun el modelo de van Hiele

Como se sefial6 anteriormente, el modelo de van Hiele no es solamente
descriptivo, sino que es un modelo educativo completo, por lo que propone un plan
para favorecer el progreso en los niveles: “Estos niveles son inherentes a la
elaboracion del pensamiento; son independientes del método de ensefianza
usado. Sin embargo, es posible que ciertas formas de enseflanza no permitan
alcanzar los niveles superiores, pues los métodos de pensamiento usados en esos
niveles permanecen inaccesibles a los estudiantes”?’.

La idea central de van Hiele, en lo que respecta a la relacion entre la ensefianza
de las matematicas y el desarrollo de la capacidad de razonamiento, es que la
adquisicién por una persona de buenas habilidades de razonamiento es fruto de
su propia experiencia. El término experiencia se utiliza aqui no soélo en su
acepcion de experiencia de aprendizaje, sino en su sentido amplio, de modo que
no sélo se refiere a lo que se adquiere en las aulas, sino a todas las experiencias
que pueden afectar a la comprension del concepto.

van Hiele describe el paso de un estudiante de un nivel al siguiente como una
funcion del aprendizaje: “La transicion de un nivel al siguiente no es un proceso
natural, tomando lugar bajo la influencia del programa de ensefianza aprendizaje”.
El paso de un nivel al siguiente sigue una acordada y especffica secuencia de

processes”. Richard Lesh y Marsha Landau, ed. Academic Press, 1983.

® FUYS, D., GEDDES, D. Y TISCHLER-: "An investigation of the van Hiele model of thinking in
geometry among adolescents (final report)". Brooklyn College, City Univ. of N. York, 1985.

" FUYS, D, Y GEDDES, D.: "An Investigation of Van Hiele Levels of Thinking in Geometry among
Sixth and Ninth Graders: Research Findings and implications". Annual meeting of American
Educational Research Association. April 27, 1984.
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fases de progreso. Las fases del modelo de van Hiele son: (1) Informacién, (2)
Orientacion directa, (3) Explicitacién, (4) Libre orientacion y (5) Integracién.
Estas fases pueden ser comparadas con el “principio de fases consecutivas” de
Polya'® las de aprendizaje en ciclos de Dienes y la “dindmica del pensamiento
matematico” de Leone Burton'®. Con este punto de partida son posibles diferentes
métodos de ensefianza que tengan como objetivo que el estudiante realice
experiencias. Los métodos docentes que no serian adecuados, seran aquellos en
los que el estudiante asuma una actitud pasiva.

La maduracién que lleva a un nivel superior tiene lugar de una
forma especial. Se pueden revelar varias fases en ella, esta
maduracién debe considerarse, por encima de todo, como un
proceso de aprendizaje y no como una maduracion de tipo
biolégico, por lo tanto es posible y deseable que el profesor ayude
y la acelere. El objetivo del arte de ensefiar es precisamente
enfrentarse a la cuestion de saber como se pasa a través de estas

fases y como se puede prestar ayuda al estudiante de forma
eficaz”®.

1.5.7 ElInsight, las estructuras y lared de relaciones

van Hiele afirma que una persona muestra insight si:
Es capaz de actuar en una situacion no familiar.

Actla competentemente (correcta y adecuadamente) en los hechos requeridos
en una situacion.

Aplica intencionalmente (deliberadamente y conscientemente) un método que
resuelve la situacion.

Para tener insight, los estudiantes entienden qué estan haciendo, porqué lo
estan haciendo y cuando lo hacen.

Los estudiantes son capaces de aplicar sus conocimientos para resolver
problemas.

® POLYA, G.: "How to Solve it. Princeton University Press, Princeton, NJ, 1973.

' BURTON, Leone. Epistemology, philosophy and pedagogy of mathematics
http://www.ex.ac.uk/~PErnest/pomel2/articlel.htm.

2 FUYS, D, Y GEDDES, D.: "An Investigation of Van Hiele Levels of Thinking in Geometry among
Sixth and Ninth Graders: Research Findings and implications". Annual meeting of American
Educational Research Association,. April 27, 1984.
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Se trata entonces de analizar la interrelacion entre el insight y las estructuras de
las que habla van-Hiele en su texto “Structure and Insight”.

En la psicologia Gestalt se puede encontrar la siguiente proposicion: “Estamos
seguros de insight cuando la persona que se esta estudiando se encuentra con
una conclusibn a causa de una estructura mental”. VanHiele en su
disertacion,Concepcion e insight de 1957 escribié: “El insight existe cuando una
persona actla adecuadamente en una nueva situacion y con intenciéon”.

La psicologia Gestalt y vanHiele decian la misma cosa pero con diferentes
palabras. Cuando la psicologia Gestalt habla de una estructura, presume una
expectativa sobre la fuerza con la que se es capaz de actuar adecuadamente.
Con la palabra “adecuadamente” se indica la relevancia de objetividad. La
psicologia Gestalt habla de una estructura mental. Una persona que actia con
intencidn no actla al azar, el acto es acorde a la estructura que €l percibe, hay
una correspondencia entre su estructura mental y la estructura esperada. Para
van-Hiele, las estructuras son un fendmeno importante en la medida en que:

Capacita a la persona para actuar en situaciones que no son exactamente las
mismas como las que conocia antes.

Le ahorra a la persona una vida interminable de ensayos y error.

Capacita a la persona para comprender otras cosas. La persona ve una
estructura igual y puede reconocer su armonia y extenderla de igual forma.

van Hiele no define lo que es una estructura, simplemente da ejemplos donde se
pueden observar las propiedades de una estructura,

Las estructuras pueden ser ampliadas.

VAN
AVAVAV
VAN

Es muy facil ampliar una estructura de cuadrados o de triangulos.

No es necesario que la estructura sea infinitamente extensible.
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Se pueden ir agregando triangulos hasta llegar a la figura de la derecha.
Es posible que una estructura pueda extenderse de diferentes maneras.

En la siguiente secuencia de numeros dada: 1, 1-1, 1-2-1, 1-3-3-1, 14-6-4-1,
quizas se vea el principio del triAngulo de Pascal y continuariamos con 1-5-10-10-
5-1 pero hay otra posibilidad. Se puede pensar en las potencias de 11; primero
11°, después 11' y asi sucesivamente, y si esta es la idea continuariamos con 1-6-
1-0-5-1.

Algunas estructuras no necesitan del lenguaje.

En el cuestionamiento a una persona para que continde las estructuras visuales
precedentes, ésta podra tener éxito sin tener un lenguaje aprendido que
acompafie la estructura.

La apreciacion de una estructura no implica comprension de la misma.
Se puede apreciar una pieza musical sin tener mucho conocimiento sobre la
musica.

Las estructuras pueden tener un caracter de modelo.
Hay estructuras visuales que pueden ser abstracciones muy eficientes de
conceptos que de otra manera serian dificiles de comprender.

Algunas estructuras se alcanzan a comprender a través del uso del lenguaje.
Hay estructuras visuales que solo quienes conocen acerca del tema logran
comprender y en el proceso de aprenderlas el lenguaje se hace cada vez mas
refinado, alejando estas estructuras de la comprensién de los novatos en el tema.

En este estudio se trabajara con estructuras visuales como:

En ésta se encuentran implicitos los conceptos de rectangulo, area, escalera,
suma de areas, infinito, entre otros, que soélo se podran comprender después de
un proceso de razonamiento el cual se llevara a cabo durante la aplicacion de la

entrevista socratica disefiada.

En la psicologia estructural (La psicologia de la Gestalt) hay cuatro importantes
propiedades que gobiernan la estructura:
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1. Es posible extender una estructura. Quien sabe la parte de una estructura
también conoce su extension. La extension de una estructura esta sujeta a las
mismas reglas dadas en una parte de ella.

2. Una estructura puede ser vista como una parte de una estructura mas fina. La
estructura original no esta afectada por ésta: las reglas del juego no han
cambiado, simplemente se aumentaron. De esta forma es posible tener méas
detalles que toman parte en la construccion de una estructura.

3. Una estructura puede ser vista como una parte de una estructura mas
incluyente . Esta estructura méas incluyente también tiene més reglas. Algunas
de las cuales definen la estructura original.

4. Una estructura puede ser isomorfica con otra estructura. En este caso las dos
estructuras son definidas por reglas que le corresponden a cada una. De esta
forma, si usted ha estudiado la estructura dada, también conoce coémo la otra
estructura esté construida.

Pero... ¢de qué manera se pueden relacionar las estructuras que el estudiante
posee y va ampliando durante su proceso de razonamiento en torno a un

concepto, con la red de relaciones que gira alrededor de éste?

Una sucesion de situaciones y conceptos vinculados entre si es precisamente lo
gue se llama una red de relaciones. Como profesores, se debe recordar siempre
que esta red de relaciones deberia aparecer durante el proceso de aprendizaje y a
partir de situaciones concretas. Solo entonces se puede esperar el desarrollo de
una estructura reversible; es decir, una estructura en la que los estudiantes
puedan encontrar su camino de vuelta de relaciones abstractas a situaciones
concretas. Esto es lo que se requiere si el objetivo es una comprension del
concepto.

Desgraciadamente, la ensefianza sigue con frecuencia otras vias: a menudo el
profesor intenta infundir un conocimiento directo de la red de relaciones
(formalizacién del concepto) sin haber pasado por la etapa intermedia de las
situaciones concretas (que en el presente estudio seran las visualizaciones
geométricas del concepto). De momento, esta forma de tratar al estudiante puede
tener bastante éxito y es cierto que el conocimiento factual sobre la red de
relaciones se adquiere a menudo en menos tiempo. Sin embargo, tiene la
desventaja de que se ignora durante mucho tiempo el importante tema de las
subestructuras bésicas; la conexion analitica con las estructuras concretas
(visuales) estara ausente, pues el estudiante habra creado toda su red de
relaciones mediante un proceso imitativo incitado por la exposicién estructural del
profesor. Como las estructuras resultantes tienen poca conexibn mutua, no
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podemos esperar demasiada transferencia, ni en el campo estudiado ni respecto a
otras esferas de actividad.

1.5.8 Diferencias entre lateoria de van Hiele y la teoria de Piaget

“Una importante parte de la raiz del trabajo puede ser encontrada en las teorias de

Piaget. Es importante entonces también enfatizar las diferencias"?.

Estas diferencias importantes para el estudio de este modelo se resumen de la
siguiente manera:

1. Piaget creia que el paso de un nivel de pensamiento al siguiente era una
funcion del desarrollo, van Hiele considera que es del aprendizaje. Entonces
se plantea el problema de cémo estimular a los nifios para que progresen de un
nivel al siguiente en el contexto de van Hiele, no de Piaget.

2. Piaget no veia importante el papel del lenguaje para el movimiento desde un
nivel al siguiente, ocasionalmente se le sugirié a él que los nifios no entendian
sus preguntas. El siempre pregunt6 qué es lo que no entendian, él podia leer
sus acciones. Pero, aunque las acciones pueden ser adecuadas, no se puede
leer cual es el nivel en que los nifios pueden razonar”.

3. Piaget no veia las estructuras de un nivel mas alto como el resultado del
estudio de un nivel mas bajo. En la teoria de van Hiele el nivel mas alto es
alcanzado si las reglas que gobiernan la estructura mas baja se han hecho
explicitas y estudiadas; por lo tanto se convierten en una nueva estructura.

Es importante dejar claro que los niveles de razonamiento de van Hiele no se
asocian necesariamente a cada uno de los distintos niveles educativos;
ciertamente, hay diferencias notables entre la forma como un estudiante
universitario trabaja, se expresa y razona y la forma como lo hace un estudiante
de los primeros cursos de educaciéon basica.

Pero, para hablar con propiedad de los niveles de razonamiento no se puede
acercar uno a los estudiantes con estereotipos. Por ejemplo, una demostracién
puede tener sentido en los niveles educativos basicos, aunque su expresion no
coincida con la formalizacion que podriamos esperar en el nivel universitario. El
nivel de pensamiento es algo mas complejo que el nivel de desarrollo o que el
nivel educativo, aunque, ciertamente, tampoco sea absolutamente ajeno a ellos.
Las diferencias de nivel de pensamiento pueden presentarse entre estudiantes de

21 van HIELE, P.M.: "Struture and insight: A Theory of Mathematics Education”. Academic Press.
1986.p 5.
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distinto nivel educativo o entre estudiantes del mismo nivel, tal como se vera mas
adelante.

1.5.9 Investigaciones relacionadas con el Modelo de van Hiele en educacion
matematica

Desde la difusion inicial de los trabajos de van Hiele, a mediados de los afios 70,
el interés por este modelo ha sido creciente y se han realizado muchas
investigaciones basadas en sus teorias. Existen muchos trabajos de investigacion
basados en las ideas del modelo de van Hiele y cuyo denominador comun es la
insistencia en aplicarlo a cuestiones geométricas de niveles educativos
elementales o medios. En la actualidad existen lineas de investigacion que siguen
centradas en el estudio de problemas geométricos de mayor complejidad (utilizan
un mayor numero de dimensiones) que los estudiados anteriormente.

Se puede afirmar que el modelo de van Hiele supone, en su aspecto descriptivo
del proceso de aprendizaje, una contribucién fundamental para establecer de una
forma objetiva la eficacia de ese proceso de aprendizaje. Pero esta teoria no esta
limitada a la geometria, también puede aplicarse en otras areas de la matematica.

Es de especial interés ampliar su @mbito de aplicacion a aquellos conceptos
matematicos mas complejos y problemas de comprensiéon mas endémicos; esto
ocurre con frecuencia en el analisis matematico con los conceptos relacionados
con el de limite, en donde se da una aproximacion local infinita.

En la bibliografia se muestran algunos trabajos realizados a la luz del modelo de
van Hiele, que aplicados a una materia concreta han producido los resultados
previstos. Es decir, se han podido diferenciar y describir los niveles de
pensamiento en los términos que se han sefialado; asi mismo, se ha comprobado
la eficacia del progreso en los niveles de determinadas propuestas basadas en
esas descripciones y en las fases de aprendizaje. Otras iniciativas han supuesto
modificaciones curriculares derivadas de la constatacion que favorecian el
progreso en el nivel de razonamiento. Pero, casi la totalidad de ellos han sido
enfocados desde el punto de vista exclusivamente geométrico.

A partir de 1982 comenzaron a desarrollarse alguno proyectos de investigacion
con el objetivo comun de proponerse llevar a cabo una revision curricular (referida
a la geometria) aplicando el modelo de van Hiele. Se destacan tres proyectos
llevados a cabo en EE.UU que han tenido gran difusion:

Proyecto Chicago “Van Hiele levels and achievement in secondary school
geometry”. Este proyecto dirigido por Zalman Usiskin, tuvo como propdsito
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fundamental “analizar la habilidad de la teoria de van Hiele para describir y
predecir el resultado de los estudiantes de geometria en la escuela secundaria”®?.
Los resultados obtenidos mas destacados fueron:

1. El quinto nivel no existe o no puede ser detectado. El mismo van Hiele indica
que niveles mas altos del nivel IV, son dificiles y no tienen valor practico®®. Es
necesario resaltar que la nomenclatura de los niveles de van Hiele, cambia
segun los autores, y también ha sido revisada en varias ocasiones por el
mismo van Hiele.

2. Lo que Usiskin llama la propiedad de “secuencia fija” de los niveles. “Un
estudiante no puede estar en un nivel n de van Hiele, si no ha pasado a través
del nivel n-1"%*; esta propiedad fue verificada por el estudio de Mayberry?.

3. “Decisiones arbitrarias respecto al nUmero de respuestas correctas necesarias
para obtener un nivel pueden afectar al nivel asignado a muchos
estudiantes”.?® Un fenémeno similar fue encontrado por Burger?’ y puede ser
atribuido parcialmente a los estudiantes que se encuentren en periodos entre
niveles.

4. Los niveles de van Hiele pueden predecir bien los resultados actuales en
geometria y pueden predecir bien resultados posteriores®.

Proyecto Oregon (“Assessing children’s intellectual growth in geometry”,
Universidad de Oregon, Burger, Shaughnessy, Hoffer y Mitchell). Este proyecto
fue dirigido por William F. Burger de la wiversidad del estado de Oregon. El
estudio se centrd en la contestacion a tres preguntas:

1. ¢Son los niveles de van Hiele Utiles para describir el proceso de pensamiento
de los estudiantes en las tareas de geometria?

22 USISKIN, Z.: “Van Hiele Levels and Achievements in Secondary School Geometry”. CRRSSG
Report, University of Chicago, 1982. p. 8.

23 VAN HIELE, P.M.: "Struture and insight: A Theory of Mathematics Education”. Academic Press,
1986.p 47.

24 USISKIN, Z.: “Van Hiele Levels and Achievements in Secondary School Geometry”. CRRSSG
Report, University of Chicago, 1982. p. 5.

USISKIN, Z.: “Van Hiele Levels and Achievements in Secondary School Geometry”. CRRSSG
Report, University of Chicago, 1982. p. 80.

26 USISKIN, Z.: “Van Hiele Levels and Achievements in Secondary School Geometry”. CRRSSG
Report, University of Chicago, 1982. p. 80.

" BURGER, W.: "Assessing Children’s Intellectual Growth in Geometry" (Final Report of the
Assessing Children's Intellectual Growth in Geometry Project). Corvallis. Oregon State University,
Department of Mathematics. 1986.

28 USISKIN, Z.: “Van Hiele Levels and Achievements in Secondary School Geometry”. CRRSSG
Report, University of Chicago, 1982. p. 82-89.
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2. ¢Pueden los niveles ser caracterizados operacionalmente por la conducta de
los estudiantes?

3. Puede un procedimiento de entrevista ser desarrollado para revelar los niveles
predominantes en el razonamiento en una especifica tarea de geometria? El
proyecto de investigacion respondio afirmativamente a las tres preguntas vy,
ademas, obtuvo los siguientes resultados destacables:

Los autores enfatizaron la utilidad de la entrevista escrita, cuidadosamente
desarrollada, y el formulario de andlisis para revelar los niveles de
razonamiento pre-encontrados, los cuales el evaluador podia identificar con

confianza.

Segun Burger y Shaughnessy “los niveles aparentan ser estructuras
complejas envolviendo el desarrollo de conceptos y procesos de razonamiento,
aplicables a muchos ambientes de tareas.

Para Burger y Shaughnessy la oscilacion entre niveles de razonamiento pre-
encontrados en un estudiante, presumiblemente en un periodo de transicion
entre un nivel y el siguiente, indica que los niveles son mas bien dinamicos que
estaticos, como teoriz6 van Hiele.?

Proyecto Brooklyn (“Geometric thinking among adolescents in inner city schools”.
Brooklyn College; Fuys, Geddes, Lowette y Tschler), se desarroll6 con estudiantes
de 6° y 9° grado. EIl proyecto fue dirigido por Davis Fuys y Dorothy Geddes del
Brooklyn College. Incluia cuatro tareas a realizar:

Traduccion de los materiales, fuente ce van Hiele, del aleman al inglés, y el
desarrollo de documentacion mas detallada sobre la version conductista de los
niveles.

Desarrollo de tres modulos de evaluacién-instruccion para ser usados con
sujetos en entrevistas clinicas.

Entrevistas con estudiantes de sexto y noveno grado.

Andlisis de los niveles de razonamiento sobre material de geometria en tres
series de libros de textos de EE.UU

Los resultados mas interesantes de este proyecto fueron:

29 BURGER, W.F. y SHAUGHNESSY, J.M. (1986). Sobre el aprendizaje de conceptos geométricos
relativos a los sélidos. Ideas erréneas.
http://www.bib.uab.es/pub/ensenanzadelasciencias/02124521v18n1p35.pdf

22



1. El cuarto nivel de van Hiele puede ser caracterizado operacionalmente por la
conducta, y es util para describir en los estudiantes el nivel de entrada y el
“nivel potencial” del proceso de pensamiento en las tareas geométricas.

2. Existen periodos entre los niveles, y un estudiante en un periodo transicional
entre dos niveles estarq fluctuando entre el nivel n-1 y el nivel n de
pensamiento.

3. “...los niveles parecen ser complejas estructuras que envuelven los desarrollos
de ambos, conceptos y procesos de razonamiento, aplicables a muchas de las
tareas”.

El proyecto Chicago valido la teoria de van Hiele, mientras el proyecto Oregon y el
de Brooklyn implicaban la aceptacion de la validez de la teoria. Los tres proyectos
relatados siguen centrandose en la geometria como marco de su investigacion.

Se pueden encontrarinvestigaciones que se salen del &mbito de la geometria. A
continuacion se mencionan algunas que han servido de base para la realizacion
del presente estudio. Estas memorias para optar al titulo de doctorado tienen la
innovacién de separarse del area de la geometria.

Memoria para optar al grado de doctor presentada por J. Land Judy Land,
presentada en la Universidad de Boston con el titulo de “Appropiateness of the van
Hiele Model for describing Stundent’s Cognitive Processes on algebra task as
typified by College Students Learning of Functions” en 1991. Esta memoria ha
servido de base para otras, como la de J. L Llorens y la de P. Campillo cuyos
resultados son bastante halagadores e interesantes. Abordan conceptos
fundamentales del analisis mate méatico, como son el concepto de Aproximacién
Local y el de Continuidad, resaltando y concediendo un especial interés a la
evolucién del razonamiento del estudiante®. Es necesario resaltar la importancia
de la tesis de J. Land por innovar en la aplicacion de los niveles de van Hiele en
un area diferente a la geometria. Aunque centra su estudio en destrezas, brinda
un gran aporte a estudios posteriores y en especial al nuestro.

Memoria para optar al grado de doctor presentada por J. L. Llorens.
“Aplicacién del modelo de van Hiele al Concepto de Aproximacion Local” ha
servido de base tanto para el desarrollo del trabajo de P. Campillo como para este
estudio. Se resalta en el trabajo de J.L Llorens como el que abri6 las puertas para
desarrollar el modelo de van Hiele en conceptos del andlisis matematico. Su
trabajo fue desarrollado y aplicado tanto en estudiantes de los ultimos grados de

30 LAND, J. H.: “Appropiateness of the van Hiele Model for Describing Student’s' Cognitive
Processes on Algebra Tasks as Typified by College Students ‘Learning of Functions”. The
University of Boston. 199I.
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secundaria como primer semestre de universidad. En su trabajo hace uso de la
teorfa de Vinner relacionada con la visualizacién de figuras geométricas 3.

Memoria para optar al grado de doctor presentada por P. Campillo Herrero.
“La Nocién de Continuidad desde la Optica del Modelo de van Hiele”. Esta tesis
fue leida en la Universidad Politécnica de Valencia en 1999”.%

Memoria para optar al grado de doctor presentada por C. Jaramillo Lépez.
“La nocion de serie convergente desde la Optica de los niveles de van-Hiele” es
una tesis de gran aporte al presente estudio en la medida en que:

Presenta el modelo de van Hiele como una propuesta alternativa para
desarrollar estrategias que propugnen por el desarrollo de los procesos de
razonamiento de los estudiantes.

Se aborda el concepto de convergencia, debido a su importancia en el edificio

del Andlisis Matematico y los correspondientes curriculos académicos de las
universidades.

Dada la oportunidad de desarrollarse en un ambiente geométrico con una
buena dosis de visualizacion (nocién de longitud de una curva “zig-zag”), la
aplicacion del modelo de van Hiele al concepto a trabajar le brinda la
posibilidad al estudiante de no traer a colacién ideas o conceptos que puedan
entorpecer el proceso del razonamiento infinito en el desarrollo de la prueba.

Permiti6 obtener y confirmar los descriptores de los niveles existentes que
caracterizan el proceso de razonamiento infinito.

Después de un estudio minucioso del concepto, se pudo comprobar que los
descriptores y sus respectivas propiedades corresponden a las exigencias del
modelo de van Hiele. Por ello, se pudo avanzar en ese estudio para obtener
dos nuevas herramientas, la entrevista socratica y la prueba escrita, que
permitieron observar la formacion del concepto en la mente del estudiante, los
saltos de razonamiento, como también, discriminar su nivel de razonamiento
asociado al concepto objeto de estudio.®

31| LORENS FUSTER, José Luis. Aplicacién del modelo de van Hiele al concepto de aproximacion
local. Memoria para optar al grado de Doctor en Ciencias Matematicas. Valencia, octubre de
1994.

32 CAMPILLO HERRERO, P., PEREZ CARRERAS, P. La Nocién de Continuidad desde la Optica
de los Niveles de van Hiele, Divulgaciones Matematicas, v. 6, No. 1 (1998), 69-80.

% JARAMILLO LOPEZ, C. M. La nocidn de serie convergente desde la dptica de los niveles de van

Hiele. Valencia. Tesis doctoral. Valencia. 2003.
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Memoria para optar al grado de doctora presentada por A. Navarro
Dominguez. “Un estudio de la convergencia encuadrada en el modelo educativo
de van Hiele y su correspondiente propuesta metodolégica” se destaca porque
dota de un concepto-imagen adecuado al concepto de convergencia mediante el
mecanismo de una nube de puntos.®*

1.6 ¢Por qué disefiar una entrevista de caracter socratico enmarcada en
modelo educativo de van Hiele?

El presente estudio utiliza el método de entrevista semi estructurada de caracter
socratico; usada para estudiar el razonamiento que se desarrolla en las mentes de
los individuos, mediante preguntas orientadas a descubrir e interpretar “lo que es".
El procedimiento es hacer preguntas a un grupo piloto de estudiantes cuyas
respuestas le permiten al investigador encontrar informacién valiosa para
desarrollar su estudio. La secuencia de preguntas varia con cada entrevista,
dependiendo de las respuestas del entrevistado, pero después de un largo
proceso de experimentacion se disefa finalmente un guién de entrevista que nos
permitird determinar su nivel de razonamiento.

Como se vera en los siguientes parrafos, la aplicacion de la entrevista socratica
enmarcada en el modelo de van Hiele en el proceso de ensefianza de las
Mateméticas, propende por un razonamiento critico y reflexivo en torno al
concepto que se esta trabajando y es precisamente uno de los fines de la
educacion colombiana: “El desarrollo de la capacidad critica, reflexiva y analitica
que fortalezca el avance cientifico y tecnoldgico nacional, orientado con prioridad
al mejoramiento cultural y de la calidad de vida de la poblacion, a la participacion
de la busqueda de alternativas de la solucion de problemas y el progreso social y
econémico del pais” *°.

El articulo del doctor Andrés de la Torre El método socratico y el modelo de van
Hiele®*® hace una buena descripcion de la importancia del método socratico en el
modelo educativo de van Hiele. Por su valor y pertinencia para este trabajo de
investigacion, transcribimos un fragmento:

3 NAVARRO DOMINGUEZ, A. Un estudio de la convergencia encuadrada en el modelo de van
Hiele y su correspondiente propuesta metodoldgica, Tesis doctoral. Sevilla. 2002.

% MINISTERIO DE EDUCACION NACIONAL. Ley General de Educacion. Santa Fe de Bogota.
1991. Articulo 5, numeral 9.

% DE LA TORRE, Andrés. El método socratico y el modelo de van Hiele.
http://www.scm.org.co/Articulos/733.pdf

25



El método socratico

Cuando tuvo 70 afios, en el 399 a.C., Sécrates fue sometido a
juicio,en su ciudad, Atenas, bajo la acusacion de no creer en la
religion del Estado y de corromper a la juventud ensefiandole a no

reconocer los doses de la Republica. Encontrado culpable por sus
jueces, se le condené a muerte por envenenamiento con un

alcaloide vegetal llamado cicuta. Sécrates tomo la cicuta y pasé a
la inmortalidad.

La figura de Socrates ha sido destacada en multiples
oportunidades como una de las mas altas cimas morales de la
humanidad.

El propésito de Sdcrates, tal como se perfila en los Dialogos de
Platon, es que su interlocutor descubra la verdad sobre el
concepto que se estad debatiendo, sea éste la inmortalidad del
alma o la belleza o la virtud, pero no como un resultado de la
ensefianza de Sdcrates sino por propia reflexion. El interlocutor
debe llegar a decir, por ejemplo, qué es la justicia, dar razén de
ella, encontrar el fundamento que explique por qué es como es y
no de otro modo, hallar su definicién universal. La férmula racional
mediante la cual se explica la justicia, es denominada por los
griegos el logos de la justicia, que es lo que hoy llamariamos el
concepto de justicia.

El método empleado por Socrates consta de dos partes:
destructiva una, creativa la otra. En la primera etapa, Soécrates
toma como punto de partida la concepcion del interlocutor acerca
del asunto en cuestién, permitiéndole descubrir las contradicciones
y las faltas de tal concepcion.

En la segunda etapa, llamada mayéutica, Sécrates se ve a si
mismo como una partera que ayuda a su interlocutor a dar a luz, a
descubrir, a desvelar la verdad que lleva en si mismo, a quitarle a
esta verdad el velo que la cubre. Es esencial al método el empleo
sistematico de la ironia socratica, que consiste en simular
ignorancia sobre la materia de que se trata, con el fin de hacer
aparecer la verdad, a través del dialogo entre el maestro y el
aprendiz.

En el fondo del método esta la doctrina socratica de la
reminiscencia. De acuerdo con esta concepcion, tipicamente
racionalista, las ideas o formas, que son objetos inaccesibles a la
percepcién sensorial y aprehensibles sélo mediante el
pensamiento, estan en el alma de cada hombre, en estado latente,
como adormecidas. EIl papel del maestro consiste en estimular
este proceso de reflexién e introspeccion en el aprendiz, gracias al
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cual llega a conocer. El acto de conocer se produce cuando las
ideas se despiertan en el alma, reavivadas al contacto con el
mundo sensible y mediante el recurso del dialogo.

El camino hacia el conocimiento es un proceso gradual, en el cual
la opinidn y la creencia constituyen etapas intermedias. El aprendiz

se esfuerza y participa activamente en el proceso, que termina
cuando aquel inventa o descubre la respuesta adecuada a una

pregunta bien formulada.

Dice Aristoteles en la Metafisica (Met. M., 1078 b27) que a
Socrates se le atribuyen dos cosas importantes, a saber, las
definiciones universales y los argumentos inductivos. Las
definiciones universales dadas por Sécrates buscaban el
significado de las ideas, empleando para ello las argumentos
inductivos, en los cuales tomaba como punto de partida ejemplos
sencillos e ilustraciones concretas. Por ejemplo, la reflexion acerca
de algunos casos particulares de actos justos, conducida por el
maestro, debe llevar al aprendiz a una definicion universal de
justicia.

La induccion en Sécrates no es un método de demostracion o
prueba, sino un procedimiento encaminado a sugerir el significado
de una definicién universal, que se presenta a la mente con fuerza
y claridad. La definicién, por su parte, se justifica en la medida en
que las consecuencias derivadas de su adopcion sean
satisfactorias.

Entre los investigadores de la Educacién Matematica que se han
ocupado de la pertinencia del método socratico en la ensefianza
de distintos conceptos de las matematicas, se destaca Pierre van
Hiele. De acuerdo con este autor, es posible emplear el método
socratico, con muy buenos resultados, pero también es muy facil
fracasar en el intento. El estudio cuidadoso de la leccién de
Geometria que aparece en el Menén permite identificar la solucion
de problemas como la situacion tipica en que el método socratico

puede ser util. Dicha situacion se caracteriza por los dementos
siguientes: el maestro abre la discusién con un problema que les
interese a los estudiantes, y éstos sélo pueden alcanzar la solucion
mediante el estudio de una cierta materia. El propdsito del ejercicio
es que los alumnos aprendan la materia hast llegar a
familiarizarse con los significados de sus conceptos
fundamentales. van-Hiele insiste en el cuidado que debe tenerse
con las premisas siguientes:

El maestro tiene que asegurarse del interés de los alumnos en el
problema y debe captar su atencién desde el comienzo.
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El método socratico sélo es efectivo en la medida en que se pueda
garantizar que cada uno de los alumnos alcanza la solucion
mediante su trabajo personal. EIl profesor no podra llenarse de
impaciencia ni darles la solucién prematuramente.

El trabajo de los alumnos debe ser individual y las conversaciones

colectivas en el aula deberan ser guiadas por el maestro, de modo
gue se les permita avanzar también a los alumnos que se muevan

a paso lento.

El maestro debe calibrar acertadamente la dificultad del problema,
de modo que todos los estudiantes conserven el interés hasta el
fin, sin que ninguno de ellos olvide el corazon del asunto.

1.7 ¢Por qué disefiar una entrevista de caracter socratico para una
manifestacion de lanocion de limite?

En la educacion colombiana se plantea la necesidad de un manejo adecuado de
las manifestaciones de la nocion de limite y esta necesidad se explicita en bs
estandares basicos de matematicas, donde se resalta la importancia de la nocion
de limite en algunos tipos de pensamiento mateméatico que se describen. Hlos
son:

El pensamiento métrico y sistemas de medidas donde se dice: justificar resultados
obtenidos mediante procesos de aproximacion sucesiva, rangos de variacion y
limites en situaciones de medicion.

El pensamiento variacional y sistemas algebraicos analiticos, donde se dice:
utilizar las técnicas de aproximacién en procesos infinitos numéricos.>’

Pero la nocion de limite no es solo una idea bella y elegante de la matematica,
sino que atraviesa todo el calculo.

Bernard Cornu®2 dice que el concepto matematico de limite mantiene una posicién
central, ya que penetra en todo el analisis matematico como una base de la teoria
de la aproximacién, de la continuidad y del calculo diferencial e integral; y es
particularmente una nocion dificultosa, tipico de la clase de pensamiento requerido
en matematicas avanzadas.

37 MINISTERIO DE EDUCACION NACIONAL. Estandares Basicos de Matematicas. Bogota. 2004.
38 CORNU, B.: "Limits" in "Advanced Mathematical Thinking", cap. 10, p. 153 -166. Kluwer Ac. Pub.
1991.
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Por otro lado, en el libro Célculo, de Edwin J. Purcell y otros®® se dice que hay
autores que han sugerido distinguir entre el algebra y el célculo diciendo que el
algebra trata con procesos finitos (suma, multiplicacién, exponenciacion, etcétera),
mientras que el calculo trata con procesos infinitos (derivacién, integracion, series,
etcétera). Los autores prefieren definir el célculo como el estudio de los limites
puesto que cada una de las ideas principales del calculo queda determinada
mediante cierto tipo de limite y presentan el siguiente diagrama que tiene la
palabra limite en el centro y los demas conceptos asociados a él.

_.I REGLA DE LA CADENA
ANTIDERIVADA

»| REGLA DE SUSTITUCION

TEOREMA FUNDAMENTAL

DEL CALCULO

A

TEOREMA DEL VALOR
MEDIO
A
FORMULA DE TAYLOR

TEOREMA DEL
PUNTO CRITICO
INTEGRAL DEFINIDA
DERIVADA
TEOREMA DE EXISTENCIA
DE MAXIMOS Y MINIMOS

A
TEOREMA DEL
VALOR INTERMEDIO w

TEOREMA DE MONOTONIZ

TEOREMA DE
INTEGRABILIDAD

CONT

DERIVADAS PARCIALES w

INUIDAD

y INTEGRAL MULTIPL F>
T
GRADIENTE

LIMITE
TEOREMA DE
GAUSS
EOREMA FUNDAMENTAL D
LAS INTEGRALES DE LINEA TEOREMA DE
GREEN

y
DERIVADA DIRECCIONAL
TEOREMA DE INTEGRAL DE
STOKES SUPERFICIE

INTEGRAL ITERADA

En la siguiente seccidbn se considera pertinente transcribir la traduccion del
capitulo 10 del texto Avanced Mathematical Thinking, en el cual se corrobora la
importancia del concepto de limite como idea central de todo el analisis
matematico.

39 PURCELL, Edwin J. y otros. El Calculo. Pearson Educacién, México. Octava edicién 2001.
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1.8 Investigaciones sobre el concepto de limite: Cornu®

Una de las grandes dificultades en la ensefianza y el aprendizaje
del concepto de limite no sélo consiste en su riqueza y
complejidad, sino también en la medida en que los aspectos
cognitivos:

No pueden ser generados puramente de las definiciones
matematicas.

Recordar la definicibn de limite es so6lo un aspecto, adquirir la
concepcion fundamental es otro. Una faceta es la idea de
aproximacion, usualmente el primer pensamiento encontrado es
una nocién dindmica de limite, y el modo en el cual el concepto de
limite es puesto a trabajar para resolver problemas reales que
confian no en la definicién sino en muchas diversas propiedades
del concepto intuitivo.

En la enseflanza de las matematicas, a ciertos aspectos del
concepto de limite se les da gran énfasis, los cuales son revelados
por una revision del curriculo, los libros de texto, ejercicios y
evaluaciones. En la primera mitad del siglo XX, los textos
franceses de matematicas usaron la nocién de limite de una
manera intuitiva sin una definicion formal para introducir la
definicion de la derivada. Mas tarde, en el mismo texto una
definicion seria dada la cual es mas una manera de explicacién en
una nota de pie de pagina. El programa oficial francés de la
escuela matematica primero cita el término de limite con respecto
a la derivada asi como hace mucho tiempo en 1947. En 1966 la
nocion fue propiamente introducida en el programa. Los libros
generalmente dedican un capitulo al concepto general de limite
incluyendo una definicion formal, una declaracion de su unicidad y
teoremas sobre las operaciones aritméticas aplicadas a limites.
Los ejercicios sin embargo no se centraron en el concepto de
limite, sino sobre desigualdades, la nocién de valor absoluto, la
idea de una condicion suficiente y, sobre todo, sobre operaciones:
el limite de una suma, de un producto, y asi sucesivamente. Estos
ejercicios estan en alto grado mas relacionados con el algebra y
las rutinas de diferenciacion formal e integraciébn que con el
analisis. Ellos le asignan a esto una abrumadora importancia que
en un texto cita 31 teoremas sobre operaciones con limites. Dada
esta inclinacién en el énfasis, es por eso que poco asombra que

40 CORNU, B.: "Limits" in "Advanced Mathematical Thinking", cap. 10, p. 153 -166. Kluwer Ac.
Pub. 1991. (Traduccidn libre hecha por los autores de la presente investigacion).
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los estudiantes adquieran creencias implicitas sobre un modo en el
cual ellos estan esperando operar.

Diferentes investigaciones que han sido llevadas a cabo muestran
claramente que la mayoria de los estudiantes no dominan la idea
de limite, incluso en los estados mas avanzados de sus estudios.
Esto no les impide seguir trabajando en los ejercicios, resolviendo
problemas y obteniendo éxito en sus examenes.

1.8.1 Concepcionesespontaneas y modelos mentales

Para muchos conceptos matematicos, la ensefianza no comienza
en un territorio virgen. En el caso de los limites, antes de alguna
ensefanza sobre este tema el estudiante ya tiene un cierto niimero
de ideas intuitivas, imagenes, conocimientos, que llegan de la
experiencia cotidiana, semejante al significado coloquial de los
términos como son usados. Describimos estas concepciones de
una idea, que estan antes de la ensefianza formal, como
concepciones espontaneas.

Cuando un estudiante participa en una leccion de matematicas,
estas ideas no desaparecen, contrario a lo que puede ser
imaginado por muchos profesores. Estas ideas espontaneas
mezcladas con los conocimientos recién adquiridos, son
modificadas y adaptadas para formar las concepciones personales
de los estudiantes. Conocemos que a fin de resolver un problema,
en general no llamamos U(nicamente una adecuada teoria
cientifica, sino razonamientos naturales o espontaneos que estan
basados en estas ideas espontaneas. Este fendbmeno es bien
conocido en el desarrollo empirico y te6rico de conceptos
cientificos desde Bachelard en 1930 pero s6lo en la Ultima década
ha sido competamente reconocido que exactamente iguales
fuerzas operan en la aparente légica de las matematicas.

En el caso del concepto de limite, observamos que las palabras
“tender a” y “limite” tienen una significancia para los estudiantes
antes de comenzar alguna leccion, y que los estudiantes continGan
confiando en estos significados después de que se les haya dado
una definicion formal.

Investigaciones han revelado diferentes significados de la
expresion “tender hacia”:

Aproximarse (eventualmente permaneciendo aparte a)

Aproximarse sin establecer contacto
Aproximarse justo estableciendo contacto
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Parecido a (sin alguna variacion, tal como “azul que tiende hacia
violeta”).

La palabra limite en si misma puede tener diferentes significados
para diferentes individuos en diferentes  momentos.
Frecuentemente es considerada como un “limite impasable”. Pero
esto puede también ser:

Un limite impasable que establece contacto

Un limite impasable que es imposible que establezca contacto
Un punto que uno aproxima, sin establecer contacto

Un punto que uno aproxima y establece contacto

Un limite superior e inferior

Un méaximo o un minimo

Un intervalo

Que llega inmediatamente después, que puede ser logrado
Una restriccion, una prohibicion, una regla

El final, la meta.

De un estudiante a otro, el significado dado de las palabras varia;

para un estudiante esto puede tener muchos significados, de
acuerdo a la situacion. Las ideas espontaneas viven por un largo
tiempo; investigaciones muestran que ellas pueden permanecer
con el estudiante en muchos méas estados avanzados de
aprendizaje. En la fase de una variedad de nociones espontaneas
y en el crecimiento consciente del formalismo en el estudiante,
facilmente sucede que ideas contradictorias pueden ser retenidas
simultineamente en la mente de un individuo, llevando a un
concepto-imagen global que contiene factores conflictivos
potenciales en el sentido de Tall & Vinner.

Aline Robert ha estudiado diferentes modelos que los estudiantes
pueden retener de la nocion de limite de una sucesion. A pesar
del hecho de que a los estudiantes se les ha dado una definicion
formal de una sucesion, cuando se les pide que describan la
nocion de una sucesion, con toda seguridad ellos serian
susceptibles de evocar concepciones relacionando varios aspectos
de sus experiencias previas. Algunos estudiantes sugieren
modelos primitivos, rudimentarios, recuerdos de estos que podrian
ser evocados espontaneamente, tales como:

Estacionario: “El término final siempre tiene el mismo valor”.
De barrera: “El valor no puede pasar al limite”

Ademas hubo mas modelos que surgieron de la ensefianza formal.

Monétona y dinamicamonétona.
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-Una sucesion convergente es una sucesion creciente y limitada
superiormente (o decreciente y limitada inferiormente).

-Una sucesién convergente es una sucesion (creciente o
decreciente) que se aproxima a un limite.

Dinamica.

-“u, tiende a L”

-“U, se aproxima a L”

-“La distancia de u, a L comienza a hacerse pequefia”’

-“Los valores se aproximan a un nimero mas y mas cerradamente”

Estatica.
-“Los a, estan en un intervalo cercanos a L”

-Los a, estan agrupados alrededor de L”
-“Los elementos de la sucesion terminan por ser encontrados en
una vecindad de L.

Mezclados. Una mezcla de los anteriores.

Una vez més, Aline Robert encuentra estos modelos influenciando
la manera en que los estudiantes de la universidad resuelven
problemas. Hay claramente nociones no simples de limite en las
mentes de los estudiantes. Esto evidencia que los estudiantes
tienen una gran variedad de conceptos-imagenes. Es mas, esto
también evidencia que la ensefianza inicial tiende a enfatizar en el
proceso de aproximaciones a un limite en vez del concepto de
limite en si mismo. El concepto imaginario asociado con estos
procesos, tan ejemplificados anteriormente, contiene muchos
factores que entran en conflicto con la definicion formal
(“aproximarse pero sin poder hacer contacto”, “no puede pasar”,
“tiende a”, etcétera.). De esta manera es gue los estudiantes
desarrollan imagenes de limite e infinito que relatan concepciones
erréneas concernientes al proceso de “conseguir cerrarse” o “gran
crecimiento” o “siguiendo para siempre”.

En un estudio etnografico de las concepciones de los estudiantes
concernientes al limite y al infinito, Anna Sierpinska analizo el
concepto-imagen de 31 estudiantes de Precélculo y Fisica de 16
afos. Ella entonces los clasific6 en grupos que etiquetd con
nombres particulares para cada grupo:

“Michael y Christopher son infinitistas inconscientes (al menos al
comienzo): ellos dicen infinito, pero piensan muy grande. Para
ambos, el limite podria ser el dltimo valor de los términos. Para
Michael este Ultimo valor es cualquiera mas infinito (un namero
infinito muy grande) o menos infinito. Esto no es asi para
Christopher, quien es mas receptivo al cambio dinamico de los
valores de los términos. El Ultimo valor no siempre tiende a
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infinito, puede tender a un ndmero muy pequefio y conocer el
ndmero”.

“George es un infinitista consciente: lo infinito es sobre algo
metafisico, dificulta tener su definicion precisa. Si la matematica
€S para ser una ciencia exacta entonces un evitaria hablar sobre el
infinito y hablaria sobre nimeros finitos solamente. En la
formulacién general de leyes uno puede usar letras denotando
concreta pero arbitrariamente nameros finitos. En la descripcion
del comportamiento de una sucesion lo mas importante es la
caracterizacion del n-ésimo término escribiendo la férmula general.
Para un n dado uno puede entonces calcular el valor exacto del
término o puede dar una aproximacion de este valor”.

“Paul y Robert son infinitistas cinéticos: La idea de infinito en ellos
esta relacionada con la idea de tiempo. Paul es un potencialista.
Para pensar de igual forma en un conjunto 0 una sucesién, uno
tiene que correr en el pensamiento a través de cada elemento de
éste. Es imposible de este modo un namero infinito de elementos.
La construccion de un conjunto infinito o de una sucesién nunca
puede ser completada. El infinito existe potencialmente
solamente. Robert es un potencialista actual. Es posible (para él)
hacer un “salto al infinito” en pensamiento: el infinito puede
potencialmente ser Ultimamente actualizado. Para ambos, Paul y
Robert, la cosa importante es ver cémo los términos de una
sucesion cambian, si hay alguna tendencia a aproximarse a algun
valor fijo. Para Paul, incluso si los términos de una sucesion van
cerrandose y cerrandose tanto como esta diferencia es menor que
algun valor dado ellos nunca haran contacto. Robert piensa que
tedricamente los términos haran contacto en el infinito”.

De este modo ella exhibe eternos conflictos sobre el limite y el
infinito, los cuales han permanecido con nosotros desde un tiempo
inmemorial y contindian presentes en nuestros estudiantes hoy.

Otros procesos relacionados con el limite, tales como el concepto
de continuidad, diferenciacién e integracion y asi sucesivamente,
gue en la superficie son muy diferentes, en términos cognitivos
exhiben dificultades similares. Por ejemplo, la continuidad sufre de
tener una concepcion espontanea que es evocada a través del uso
del lenguaje cotidiano en frases tales como “llovié continuamente
todo el dia” (significa que no hubo discontinuidad en la lluvia) o “la
linea férrea es continuamente junta” (significa que no hay huecos
en el riel). Este punto de vista es frecuentemente reforzado por los
intentos del profesor de dar un simple insight en la nocién de
continuidad hablando de la grafica “existencia en una pieza” o
“dibujar sin levantar el lapiz del papel”’, de ese modo confundiendo
la nocion matematica de continuidad y conexion.
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Un test aplicado a estudiantes de mateméticas en el primer afio de
universidad incluyé un cuestionario para investigar el concepto-
imagen de continuidad de los estudiantes.
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Matematicamente fy, f, y f3 son continuas, mientras f, y fs no lo son.
Pero el concepto-imagen de los estudiantes sugiere otra cosa.

Conceptos-imagen manifestados:

Es continua porque “la funcion esta dada por una simple formula”.
No es continua porque: “La gréaficano es una pieza”

“La funcién no esta definida en el origen”

“La funcion tiende a infinito en el origen”.

En el estado inicial de aprendizaje, por lo tanto, vemos surgir
concepciones espontaneas que estan en conflicto con la definicion
formal.

1.8.2 Obstaculos cognitivos

La nocién de un obstaculo cognitivo es interesante estudiarla para
ayudar a identificar dificultades encontradas por los estudiantes en
los procesos de aprendizaje, y para determinar estrategias mas
apropiadas de ensefianza. Es posible distinguir algunos tipos
diferentes de obstaculos: obstaculos genéticos y psicoldgicos que
ocurren como resultado del desarrollo personal del estudiante,
obstaculos didacticos que ocurren debido a la naturaleza de la
ensefianza y del profesor, y obstaculos epistemoldgicos que
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ocurren debido a la naturaleza de los conceptos matematicos en si
mismos. En la planeacion para ensefiar un concepto matematico
lo mas importante es determinar los posibles obstaculos,
particularmente los obstaculos epistemolégicos endémiccs. El
término fue introducido por Gaston Bachelard.

“Debemos proponer el problema del conocimiento cientifico en
términos de obstaculos. No es justamente una cuestion de
considerar los obstaculos externos, como la complejidad y la
transitoriedad del fendbmeno cientifico ni para lamentar la debilidad
del sentido y el espiritu humano. Este es un acto de mejorar el
conocimiento en si mismo, para conocer intimamente que aparece
como un inevitable resultado de necesidad funcional, que retrasan
la velocidad de aprendizaje y causan dificultades cognitivas. Es
ahi que podemos encontrar las causas de estancamiento e incluso
de regresion, donde podemaos percibir las razones de la inercia, las
cuales llamamos epistemoldgicamente obstaculos”.

El sigue diciendo:

“Encontramos huevos conocimientos que contradicen los

conocimientos previos y haciendo necesario destruir las mal
formadas ideas previas”.

Bachelard ha indicado que los obstaculos epistemoldgicos ocurren
en el desarrollo histérico del pensamiento cientifico y en la practica
educacional. Para él, un obstaculo epistemolégico tiene dos
caracteristicas esenciales:

Son un constitutivo inevitable y esencial del conocimiento para ser
adquirido.

Estan basados, por lo menos en parte, en el desarrollo histérico
del concepto.

Muchos autores han comenzado a interesarse en los obstaculos
epistemoldgicos. Guy Brousseau define un obstaculo
epistemoldgico como un conocimiento que funciona bien en un
cierto dominio de actividad y por consiguiente comienza bien
establecido, pero éste falla para trabajar satisfactoriamente en
otros contextos donde funciona mal y lleva a contradicciones. Por
eso comienza la necesidad de destruir la insuficiencia original, el
conocimiento mal formado, para reemplazarlo con nuevos
conceptos que operan satisfactoriamente en el nuevo dominio. El
rechazo y la claridad de tal obstaculo es una parte esencial del
conocimiento en si mismo. La transformacién no puede ser
realizada sin desestabilizar las ideas originales colocandolas en un
nuevo contexto donde claramente fallan. Esto de este modo
requiere un gran esfuerzo de reconstruccion cognitiva.
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1.8.3 Obstaculos epistemoldgicos en el desarrollo histérico

Es util estudiar la historia del concepto para localizar periodos de
lento desarrollo y las dificultades que surgieron, las cuales pueden

indicar la presencia de obstaculos epistemoldgicos. En el caso de
la historia del concepto de limite, vemos que esta nocion fue

introducida para resolver tres tipos de dificultades:

Problemas geométricos (Célculo del area, consideracion de la
naturaleza de la medida geométrica “exhaucion”)

El problema de la suma y velocidad de convergencia de una serie
El problema de diferenciacién (que llega de la relacion entre dos
cantidades que simultaneamente tienden a cero).

Hay cuatro principales obstaculos epistemologicos en la historia
del concepto de limite.

El fracaso paravincular la Geometria con los numeros

Cuando los griegos comenzaron a interesarse en las matematicas
entre el 400 a.c. y el 300 a.c. debemos preguntarnos por qué
sucedié que el concepto de limite no fue clarificado en este tiempo.
El problema de calcular el area de un circulo, por ejemplo,
suministr6 una oportunidad para desarrollar una herramienta muy
similar al concepto de limite. Hipécrates de Chios (430 a.c.) quiso
probar que la razéon entre el area de dos circulos es igual ala
razon de los cuadrados de sus diametros. El inscribié un poligono
regular dentro de los circulos y por incremento indefinido del
namero de lados, él aproxima el area de los dos circulos. En cada
paso la razén del area del poligono inscrito es igual a la razén de
los cuadrados de los diametros, y de esto se sigue que “en el
limite”, esto seria verdad también para el area de los circulos.

Este pasaje hacia el limite, escasamente explicado, seria definido

un afo después en términos del método de exhaucion acreditado a
Eudoxio de Cnidos (408-255 a.c.). El método esta basado en el
principio de Eudoxus (Elementos de Euclides, libro 10, proposicion
1) que afirma “dadas dos longitudes desiguales, si la primera
longitud es la mayor y es tomada su mitad, de la otra mitad
restante se toma su mitad y el procesos es repetido, entonces
llegara un momento en el que el resto sera menor que la segunda
longitud”. En otras palabras, por particiones sucesivas, podremos
obtener una medida tan pequefia como deseemos. De este
principio de exhaucién se sigue permitirnos formular que para
algin x > 0 existe un poligono regular inscrito en un circulo cuya

area difiere de ese circulo por pequefio que sea x. Silarazén de
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las areas de dos circulos es i y la de los cuadrados de los
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. r .
radios es % entonces tenemos uno de los tres posibles casos:
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Eliminamos las primeras dos por el principio de exhaucion, y por
tanto deducimos la verdad de la igualdad deseada.

Sin embargo, a pesar del hecho de que el método de exhaucién
parece extremadamente relacionado para la nocion de limite, no
podemos afirmar que los griegos poseyeron el concepto moderno
de limite. El método de exhaucion es en esencia un método

geométrico que permite la prueba de resultados sin tener que
ocuparse del problema del infinito. Es aplicado para magnitudes
geométricas, no para nimeros. Cada caso se ocupa de una base
individual usando un argumento especifico a medida para el
contexto geométrico. No hay transferencia de las figuras
geomeétricas a una interpretacion puramente numérica, asi la
unificacion del concepto de limite de nimeros esta ausente. Vista
de este modo es causante de un obstaculo que impide el paso a la
nocién de un limite numérico.

La nocién de lo infinitamente grande y lo infinitamente
pequefio

A través de la historia de la nocion de limite encontramos la
suposicion de la existencia de cantidades infinitamente pequefias.
¢ Es posible tener cantidades pequefias como para ser casi cero y
aun no tener una medida especifica asignable?, ¢Qué sucede en
el instante en que una de estas cantidades es cero?... Tal
problema filoséfico tiene ocupada la atencibn de numerosos
matematicos quienes, como Newton, hablé del “alma de
cantidades que parten” en el momento en que ellas desaparecen
lo incapacitan para calcular su “dltima razén”.

Euler us6 libremente la nocién de infinitamente pequefio como una
cantidad que puede, cuando es apropiado, ser considerada igual a
cero. D’Alembert se opuso al uso de cantidades infinitamente
pequefias y busco removerlas del célculo diferencial. El razon6
gue una cantidad es alguna cosa o0 nada. Si es alguna cosa no
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puede hacerse cero y si no es rada, esto es ya cero. De esta
manera la suposicion de que hay un estado intermedio entre las
dos, él lo describié como un suefio absurdo.

Cauchy también us6 el lenguaje de lo infinitamente pequefio. En
su “Cours d'analyse de I'Ecde Polytechnique él defini6 una
funcién continua en estos términos:

“La funcién f(x) es continua dentro de limites, si entre estos limites
un incremento infinitamente pequefio (i) en la variable x produce
siempre un incremento infinitamente pequefio, f(x+i) — f(x), en la
funcién misma”.

El explica la idea de infinitesimal como sigue:

“Uno dice que una cantidad variable parece infinitamente pequefa
cuando su valor numérico decrece indefinidamente del modo como
converge al limite cero”.

Para Cauchy un infinitesimal es simplemente una variable que
tiende a cero. Laidea de un “estado intermedio” entre que es cero
y no lo es frecuentemente es encontrada en los estudiantes
modernos.  Ellos con frecuencia ven el simbolo x como

representando un ndmero el cual no es cero, aun siendo mas
pequefio que algin nimero real positivo. De igual modo los
individuos pueden creer que 0,999... es el “Ultimo nimero antes de
1" aln no es igual a 1. Hay una creencia correspondiente en la
existencia de un entero mas grande que todos los otros, el cual
aun no es infinito.

El aspecto metafisico de la nocion de limite

La nocion de limite es dificultosa para introducirla en mateméticas
porque parece tener que ver mas con la metafisica o la filosofia.
Los matematicos son con frecuencia reservados para hablar de tal
concepto. Desde el tiempo de los griegos desde D’Alembert quién
escribié “uno puede evitar facilmente sin hacer el soporte de toda
esta metafisica del infinito en el Célculo dieferencial’. Lagrange
expres6 un horror similar de los aspectos metafisicos, aunque en
su temprana carrera creyé poder hacer uso riguroso de los
infinitesimales. El mas tarde considerd que los infinitesimales de
Leibniz no tienen bases metafisicas satisfactorias y volvio a
escribir las bases del Célculo usando series infinitas en términos
algebraicos. Sin embargo, esto también fue evadido, para
“Cuando Lagrange intento liberar el Calculo de estas dificultades
metafisicas recurriendo al algebra comun, evitdé el remolino de
Charyhdis sé6lo para sufrir de nuevo la ruina de las rocas de Scylla.
El algebra de su dia, como dada para él por Euler, fue basada en
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un punto de vista falso de infinito. La teoria no rigurosa de series
infinitas habia sido establecida”.

De este modo, cualquier camino matematico parecié devolverse en
el desarrollo histérico del sujeto, ellos llevan de nuevo profundas
dificultades teodricas.

Los aspectos metafisicos de la nociéon de limite es uno de los
principales obstaculos para los estudiantes de hoy. En una
entrevista alguien dijo, “esto no es realmente matematicas”, porque
el estado inicial del calculo no es puramente confiable en la simple
aritmética y algebra. Los estudiantes pueden tener dificultades
manejando el concepto de infinito, “esto no es riguroso pero
funciona”, “esto no existe”, “esto es muy abstracto,”, “el método es
del todo correcto, dado que usted esta satisfecho con un valor
aproximado”. Estos obstaculos hacen la comprension del
concepto de limite extremadamente dificultosa, particularmente
porque un limite no puede ser calculado usando directamente
meétodos familiares del algebra y la aritmética.

¢Es el limite alcanzado o no?

Esto es un debate que ha permanecido a través de la historia del
concepto. Por ejemplo, Robins (1697-1751) estimd que el limite
nunca puede ser alcanzado, justamente como poligonos regulares
inscritos en un circulo nunca pueden ser iguales al circulo. H
afirmé “Damos el nombre de limite a la Ultima cantidad para la cual
una variable puede aproximarse tan cerca como quisiéramos, pero
gue no puede ser absolutamente igual’. Por otro lado, Jurin (1685
—1750) dijo que la “dltima razén entre dos cantidades es la razon
alcanzada en el momento en que las cantidades se hacen cero”,
“no es cuestion de que el incremento sea cero, sino que esta
desapareciendo o esta en el punto de desvanecimiento”, “hay una
ltima razén de incrementos que desaparecen, “un incremento por
naturaleza es un incremento que empieza a existir de la nada, o el
cual empieza a ser generado, pero que tiene aln que alcanzar una
magnitud que puede ser concebida como tal como una cantidad
pequefia’. D'Alembert insisti6 en que una cantidad nunca podria
ser igual al limite: para hablar propiamente, el limite nunca
coincide o nunca es igual a la cantidad de la cual éste es el limite,
pero siempre se aproxima y la diferencia puede ser una cantidad
tan pequefia como uno desee. Este debate continda vivo en
nuestros estudiantes. En una discusion alguien pregunto
“¢Cuando n tiende a cero, n no es igual a cero?”. El siguiente
didlogo entre estudiantes claramente ilustra el obstaculo
epistemologico:

-Tanto mas que n crece, tanto mas 1/n se aproxima a cero
-¢, Tanto como uno podria desear?
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-No, por que en algiin momento ellos se encontraran.

Hay ciertamente muchos otros obstaculos de la nocién de limite,
mas que estos cuatro. Los errores que los estudiantes cometen
son indicadores valiosos para localizar obstaculos. La
construccién de estrategias pedagoégicas para la ensefianza de los
estudiantes debe entonces tomarlos en cuenta. No se tata de
evitarlos, sino por el contrario llevar al estudiante a conocerlos y
dominarlos, mirando los obstaculos como parte constituyente de
los conceptos matematicos que estan para ser adquiridos.

1.8.4 Los obstaculos epistemolégicos en las matematicas modernas

Es interesante para los matematicos mirar atrds en la historia y
notar los conflictos que dieron nacimiento a las ideas modernas,
llevando al estado logico del arte hoy. Sin embargo, el siglo XX
busca una certeza basada en una base axiomatica segura que
comenzo con Hilbert fundamentado en el teorema de incompletez
de Godel y el principio de incertidumbre. Hanna mostré que la
aceptaciéon de una prueba en un principio depende fuertemente de
su validacién. La introduccion del analisis de Weierstrass,
depende sélo de las definiciones logicas del concepto de nimero
faltandole eliminar el concepto del infinitesimal que fue parte
esencial de la primitiva cultura matematica. Aunque podemos
formular definiciones de limites y continuidad en términos de x - d
aun en ocasiones usamos el lenguaje dinamico de “variables
tendientes a cero”, de una manera analoga a la de Cauchy, con la
resultante imagen mental vinculada a lo “arbitrariamente pequefio”.

Cognitivamente este fenébmeno se espera. La idea de un nimero
“arbitrariamente pequefio” no es mas que el objeto producido por
la encapsulacion de los procesos de empequefiecerse en términos
de la teoria de encapsulacién de Dubinsky. Como Tall hipotetizé la
formacion del concepto mental de un “ndmero arbitrariamente
pequefio” es un concepto de limite genérico” donde el objeto
encapsulado se cree que tiene las propiedades del objeto en el
proceso. De esta manera el limite genérico de un conjunto de
ndmeros que tienden a cero es un numero arbitrariamente
pequefio, aun no cero. EIl concepto es una consecuencia natural
del modo en el que la mente hipotetiza para trabajar.

Por lo tanto, a pesar de intentar suprimir los infinitesimales del
analisis moderno, continGian vivos en las mentes y comunicaciones
de los matematicos profesionales, aln si fueran eliminadas de las
pruebas formales. El regreso de la logica basada en el
infinitesimal de Robinson (1966) reabre el debate, que contindia en
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lucha ardiente.  Aunque Robinson pensdé que su solucion
puramente Idgica resolveria los 300 afios de conflicto, esto prueba
no ser asi. Para la construccién de un sistema hyperreal de
Robinson conteniendo nimeros reales e infinitesimales depende
de una version del axioma de eleccion y de esta forma es no
constructivo. Esto es mas un hueso atractivo de disputa como la

llegada de los computadores que comenzd a ser el foco de la
necesidad pragmatica de los matematicos de probar algoritmos
finitos para la construccion de conceptos. Por ejemplo, el teorema
del valor intermedio es visto para ser construible pero la existencia
de un valor maximo de una funcién continua no lo es. Lo anterior
afirma la existencia de un cero de una funcién continua entre dos
puntos donde la funcién tiene signos opuestos y puede ser
programado en un computador por un simple argumento de
biseccién, pero esto depende esencialmente de una prueba no
construible por contradiccién. De este modo vemaos la recurrencia
del problema de Lagrange cuando intenté remover la ambigiiedad
metafisica del céalculo. Justamente fue asi como la dificultad
parecio ser resuelta, otros parecen figurar tomar este lugar. Esto
es tipico de la complejidad de las ideas en analisis y del concepto
fundamental de limite.

Que el concepto de limite es esencialmente dificultoso puede ser
visto en la manera en que es definido en términos de un proceso
desencapsulado: “Dame un x >0 y obtendré un N tal que... “
mejor que como un concepto en la forma “existe un N(x ) tal que...
“. Esto significa que la prueba del primer teorema del algebra de
limites (que la suma, producto, etc, de los limites de dos

sucesiones es la suma, producto, etcétera, de los limites) es un
proceso formado en términos de la coordinacién de dos procesos,
mejor que como la combinacién de dos conceptos. En este Ultimo
caso, entonces la prueba seguiria un formato similar, pero esto
tendria la ventaja de que podria ser programado en un computador
y de este modo la prueba de continuidad es simplemente la
operacion de un algoritmo computacional. Aln esta cumbre
desencapsulada de dificultad ocurre muy al comienzo de un curso
de limites presentado al estudiante ingenuo. Ellos no se
asombran, lo encuentran dificil.

1.8.5 Latransmisién didactica de los obstaculos epistemologicos

Dada la complejidad de las matematicas modernas y la coloracion
cultural en significados, no es sorpresa que tales interacciones
complejas afecten a los estudiantes en su aprendizaje. En sus
interacciones humanas estan muy sensibles al tono de voz y a los
significados mplicitos y tales ideas son llevadas a ellos por sus
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profesores. Aunque tales significados pueden ser evitados en
textos escritos, ellos pueden pasar inadvertidamente de
generacién en generacion cuando el profesor intenta “simplificar”
las complejidades para “ayudar” a los estudiantes. Cuando Orton
(1980) investigé el concepto de limite en términos de una “escalera
con peldafios”, él le mostré a un estudiante el dibujo de la figura
siguiente y le pregunto:

¢, Si este proceso es repetido indefinidamente, cual es el resultado
final?

¢,Cuantos peldafios tendran que ser colocados antes de alcanzar
el “resultado final"?

¢, Cudl es el area de la figura final en términos de a?, ¢,Cual es el
area debajo de la escalera final?

a

Si un estudiante da una férmula en respuesta a c, €l pregunta:

¢,Puede usted usar esta férmula para obtener el “término final” o el
limite de la sucesion?

Su justificacion para usar esta terminologia fue que:

La expresion “término final” fue de nuevo usada en un intento para
ayudar a los estudiantes a comprender el significado de limites.

Sin embargo, a la luz de lo que ha sido dicho en este libro acerca
del concepto genérico de limite, es evidente que una frase tal
como “la escalera final”, lejos de ayudar a los estudiantes con la
formalizacion, esto facilmente crea un concepto de limite genérico
en el cual los estudiantes imaginan una escalera con un “ndmero
infinito de peldafios”. Esta es precisamente la respuesta que es
evocada.

De tal modo, a pesar de todos nuestros intentos de ayudar a los
estudiantes a pensar las complejidades, nuestro intento para
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“simplificar” puede llevar directamente a los obstaculos cognitivos
gue nosotros hemos descrito al comienzo.

Tales obstaculos son casi ciertamente partes esenciales de los
procesos de aprendizaje. Davis y Vinner sugieren que hay
semejantes estados inevitables en los cuales las concepciones
errdbneas estan sujetas a ocurrir, en linea con nuestra afirmacion
de que tales obstaculos requieren una reconstruccidon cognitiva
gue esta vinculada a involucrar un periodo de conflicto y confusién.
Ellos también resaltan que las concepciones erréneas llegan del
uso del lenguaje evocando imagenes inapropiadas en
concepciones espontaneas. Incluso el pensamiento que ellos
intentan ensefiar en un curso en el que la palabra “limite” no fue
usado en el estado inicial, ellos concluyeron que “se debe evitar
apelar a tales representaciones prematematicas mentales
fragmentadas que pueden muy bien ser sin importancia”. Ellos
observaron que otro problema surgi6 de la transparente
complejidad de las nuevas ideas que no pueden aparecer
“instantaneamente en completa y madura forma” y asi “algunas
partes de la idea conseguiran representaciones adecuadas antes
gue otras partes”. Ellos dan evidencia verificando la discusion de
Robert y Schwarzenberger en el capitulo anterior, que ejemplos
especificos dominan el aprendizaje, asi que cuando las sucesiones
monotonas son de caracter pesado en las experiencias tempranas
de los estudiantes, esto no es sorpresa que dominen el concepto
imagen de los estudiantes.

1.8.6 Hacia estrategias pedagogicas

La diversidad de concepciones, la riqueza y complejidad de las
nociones, y los obstaculos cognitivos hacen el aprendizaje del
concepto de limite extremadamente dificultoso; se han hecho
numerosos intentos jy el problema sigue sin resolver!.
Considerando estos intentos es posible focalizar sobre ciertos
puntos fundamentales y proponer preguntas esenciales.

En primer lugar, en alto grado también muchos profesores parecen
considerar que es suficiente presentar una exposicion clara del
concepto de limite para preparar al estudiante para la
comprension. Es en alto grado mas importante que el estudiante
se haga consciente de la complejidad de la nocion y para
reflexionar sobre sus propias ideas y obstaculos epistemoldgicos.
Investigaciones también muestran en alto grado claramente que
los estudiantes tienen sus propias concepciones muy variadas,
que ellos cometen errores fundamentales y que ellos no
necesariamente superan los obstaculos epistemoldgicos. Es
necesario para la educacion del maestro tomar posicién para



ayudar a los profesores a volverse conscientes de los problemas
involucrados. Es igualmente importante para los estudiantes
volverse explicitamente consientes de las dificultades esenciales.
Experimentos han sido llevados a cabo, antes de comenzar una
sesion sobre la nocién de limite a los estudiantes les fueron dadas
actividades apropiadas para ayudarlos a volverse conscientes de
sus propias ideas espontaneas, imagenes, intuiciones,
experiencias que ellos poseian antes y que necesariamente serian
puestas en juego durante el proceso de aprendizaje. En particular,
ellos se hicieron conscientes de los diferentes significados de las
palabras que estuvieron siendo usadas. Esto probd ser una
técnica valiosa y los prepar6 para construir sobre su propio
conocimiento y comprension.

Un problema adicional es el contexto en el cual el aprendizaje
toma lugar. Un efectivo aprendizaje necesita tomar lugar en un
contexto de resoluciéon de problemas. La nocion de limite tiene
gue ser usada para resolver problemas especificos. De este modo
es necesario presentar situaciones en las que los estudiantes
puedan ver que el limite es una herramienta util, en la que el limite
es visto como parte de una respuesta a preguntas que los
estudiantes puedan tener para ellos mismos. Esto a menudo falta
en la ensefianza contemporanea. Una nocion de la definicién de
limite es dada, seguida por una serie de problemas y ejercicios,
usualmente basados solamente en el manejo del &lgebra del
concepto de limite: el limite de una suma, de un producto, de la
composicion de dos funciones o de dos series... Tenemos Yya
visto como se dificulta el desencapsulamiento de la forma légica de
la definicion de limite para el manejo de los expertos, mucho mas
para los principiantes.

Es importante considerar el orden en el que los conceptos de limite
son presentados. No solamente esta la blsqueda del disefio de
un orden légico de los conceptos matematicos, sino también la
adecuacion cognitiva de la secuencia curricular y de los problemas
para ser resueltos. Es ahora bien establecido que en la transicién
para el pensamiento matematico avanzado una secuencia
puramente l6gica de tépicos en la que los conceptos son
introducidos a través de definiciones y deducciones logicas es
probablemente insuficiente.

Tall, por ejemplo, determind que la investigacion evidencia
dificultades de los estudiantes con el concepto de limite hecho
totalmente inapropiado para aproximarlo o a través de la definicion
formal o incluso (en el caso de la derivada) a través de una
experiencia geométrica de una secante “tendiente a una tangente”.
El hipotetizd que el proceso de limite seria usado implicitamente
en el calculo como parte de un proceso magnificativo para “ver” el
gradiente de una curva y ganar experiencia del concepto en accion
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antes de que el concepto se vuelva el centro de la discusion
formal. En este sentido él esta siguiendo un camino similar al de
Douady en su dialéctica “objeto herramienta” en la que el concepto
es primero usado implicitamente e informalmente como una
herramienta para ganar una experiencia cognitiva apropiada, antes
de volverse el explicito foco de atencibn como un objeto
matematico.

Dubinsky ha formulado la nocién de una “descomposicion
genética” de un concepto matematico. Es decir, una colecciéon de
abstracciones reflexivas que son aproximaciones en un cierto
modo para provocar el aprendizaje del concepto imaginado. De
esta manera, si queremos introducir el concepto de imite de una
serie, nosotros deberiamos primero intentar describir el concepto-
imagen de una sucesién de construcciones mentales gue son
necesarias para que el estudiante haga. Como estudiantes con
diferentes experiencias y diferentes estructuras cognitivas
dificilmente requieren exactamente la misma sucesion, uno puede
hipotetizar que es esencial que los estudiantes activamente y
concientemente participen en el proceso de abstraccion reflexiva
para reconstruir su estructura de conocimiento y construir el
concepto de limite.
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CAPITULO 2.
SERIES Y ESCALERAS

2.1 Introduccién

Motivados por problemas de cuadraturas, los pioneros del Calculo
Diferencial e Integral se verian forzados a estudiar las series
infinitas, un proceso infinito de acumulacion de cantidades. Su
gran genio consistiria en saber qué sumas infinitas podian ser
tratadas de acuerdo con las reglas de lo finito y cuéles no, gracias
a una comprension profunda de los problemas que trataban. Sin
embargo, dado que una suma finita es asociativa y conmutativa y
una suma infinita no tiene porque serlo, el uso indebido de las

reglas de lo finito les llevaria pronto a conclusiones erréneas, por
lo que se evidenciaria la necesidad de comprender de forma
precisa qué significaba converger.

La respuesta proporcionada por los rigorizadores del Calculo
discurriria en dos frentes: (i) por un lado entender una sucesiéon
como una regla con la que podemos hallar cualquier término
especifico de la misma (no se trata de poder calcular todo término,

sino cualquiera de ellos) y considerar una serie como la suma de
los infinitos términos de una sucesién asociada a ella, en donde la
posible definicion se aplica a la llamada “sucesion de sumas
parciales” y (ii) proporcionar una definicién de convergencia de una
sucesion como la comparacion entre los términos de la sucesion y
su supuesto limite, controlando el error cometido™*.

2.2 Sucesionesy Series

En el libro Misterios Matematicos de Calvin C. Clawson*’, se afirma que el
descubrimiento (o invencién) de la sucesion de los numeros que utilizamos para

41 JARAMILLO LOPEZ, C. M. La nocién de serie convergente desde la éptica de los niveles de van
Hiele. Valencia. Editorial Universidad Politécnica de Valencia. 2003.

2 CLAWSON, Calvin C. MISTERIOS MATEMATICOS: Magia y belleza de los nimeros. Editorial
DIANA, México. 1999.
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contar es, indudablemente, uno de los mas grandes descubrimientos de toda la
humanidad y que se puede utilizar esta sucesion como la base para generar
conceptos matematicos aun mas sofisticados; partiendo del concepto de sucesion,
se puede desarrollar el concepto de limite.

¢, Cual es la distincion entre sucesiones y series?

Es necesario tener en cuenta que Una sucesion numérica es una lista o conjunto
ordenado de numeros dentro de llaves (tipo especial de paréntesis). El conjunto
puede contener un numero finito de nimeros, como es el caso de la sucesion:
{1, 4, 10, 20}, 0 puede contener un nuamero infinito de nimeros, como es la
sucesion de los numeros naturales: {1, 2, 3, 4, 5} Cuando tratamos con
conjuntos infinitos utilizamos tres puntos (llamados puntos suspensivos o elipsis)
después del ultimo namero a la derecha para significar que la sucesién continta
en forma interminable. Es importante que especifiquemos que los nimeros estan

en un orden determinado, ya que es este orden preciso lo que define la sucesion y
le proporciona caracteristicas significativas.

Por otra parte, una serie numérica es la suma de un conjunto de nimeros. Por lo

tanto, cada sucesion numérica tiene una serie numérica asociada que es la suma
de todos los numeros en la sucesion. Utilizamos simbolos especiales cuando
sumamos los numeros de una sucesion numerica para formar una serie numerica.

En ocasiones utilizamos una letra S mayulscula, y si sabemos que el nimero de
términos en la sucesion es n, entonces mostramos la suma como S, lo que quiere

decir que hemos sumado n numeros. Por lo tanto, la suma de los cinco primeros
nameros naturales en su sucesion normal seria:

S =1+2+3+4+5=15

. . . . o
En otras ocasiones utilizamos la letra griega sigma: g Por lo tanto, podemos
mostrar la serie anterior en diversas formas:

5
S, =Qi=1+2+3+4+5=15

i=1

debajo de la sigma tenemos i =1 que nos indica el primer término que estamos
sumando; y sobre la sigma tenemos un cinco que nos indica el Ultimo o quinto
término que serd sumado. En otras palabras, estamos sumando i cuando i es
igual a los nimeros del 1 al 5. Otro ejemplo del uso de la notacién sigma es:

i2=12+2°+3 +4*+5% +6°

Qoo

1
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Aqui mostramos la suma de los primeros seis nimeros naturales elevados cada
uno de ellos al cuadrado. Aunque el uso de sigma puede parecer dificil de
manejar al principio, finalmente resulta ser una practica taquigrafica cuando nos
referimos a series mas complejas.

Podemos sumar una cantidad finita de términos en una serie y el resultado sera
siempre una suma o un nuamero finito. ¢Qué es lo que sucede si intentamos
sumar una cantidad infinita de términos? ¢En realidad tiene sentido hablar de
sumar un numero infinito de términos? Durante mucho tiempo, los matematicos
afirmaron que este concepto era ridiculo”*3.

2.3 Elinfinito potencial

La idea de infinito potencial aristotélico es la de un proceso finito pero no acotado,
es decir un proceso que puede ser efectuado tantas veces como uno quiera.

Una manifestacion del infinito potencial es la sucesion de los numeros naturales:
{1, 2, 3, 4, 5} éstos forman un conjunto infinito en el sentido de que, dado
cualquier namero, siempre podemos hallar otro mayor que €él. La serie asociada a
la sucesién de los numeros naturales es 1+2+3+4+.. que casi de manera
natural se dice que es infinita. Una serie mas sencilla que la serie natural es la
serie 1+1+1+..., es mas sencilla porque cada término sucesor es idéntico a su
predecesor incrementadndose de forma regular asociandola a la sucesion de
nameros naturales, y si se tiene un numero finito n de términos se sabe que la

n

sumaes n: §1=1+1+1,+1,+..+1 =n; no hay problema en afirmar que la
i=1

serie es infinita. En la serie asociada a la sucesion natural no es tan facil calcular

o oo & n(n+1) - g i1
la suma del n-ésimo término: g i = ——=, para esta y otras series como g 2'*,

i=1 i=1
se hace necesario destrezas aritmético-algebraicas. Por ejemplo, para obtener

n
que: é_ 21 =2"- 1; haciendo un razonamiento finito generalizado se puede acudir
i=1
al manejo adecuado del método de demostracién por induccidbn matematica,
aunque es posible el uso de otros métdos. A continuacién se muestran las

demostraciones de los resultados § i _nln+1) y 2
i=1 i=1

43 CLAWSON, Calvin C. MISTERIOS MATEMATICOS: Magia y belleza de los nimeros. Editorial
DIANA, México. 1999. Péag. 63.
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“Demostrar que la suma de los n primeros nimeros naturales es igual al semi-
producto entre el Ultimo nimero natural considerado y su siguiente”

Mateméaticamente se debe probar que: é i = n(n2+1)_
i=1

En primer lugar, se hara usando el método de induccion matematica:

a. Probar que se cumple para n=1.

gi=1=24*Y

En efecto, cumple.
i=1 2

b. Se supone que se cumple para n=k

& kk+1
al=T3

=1+2+3+..+k=§ Hipotesis de Induccion.

k+1

c. Se demuestra que se cumple para n=k+1, esto es que é i = (k+D)(k +1)ék +2)
i=1

k°+1 c|>(

Qi=1+2+3+..+k+k+)=qi+(k+1)=

i=1 i=1

u_ (k+D(k+2)

k(k+1) _ ék U
5 (D = (ke +lg=

Otra forma interesante de probar esta igualdad es tal y como lo hizo Gauss
mientras cursaba sus estudios basicos en la clase de Matematicas:

Sea S=1+2+3+..+(n-D+n

1 + 2 + 3 + + (n-1) + n

n + n-1) + (n-2) + + 2 + 1
2S=(n+l) + (n+1) + (n+1) + + (n+1) +... (n+1)
Luego, S= n(n2+]) , ya que la suma se realiz6 en dos veces.

“Demostrar que la suma de los primeros n numeros potencias de 2 (concibiendo el
namero 1 como la primera potencia) es igual a la n-ésima potencia de 2
disminuida en 1”.

Mateméticamente se debe probar que: é 2°1=2"-1.
i=1
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a. Probar que se cumple para n=1.

52"1:2“:20:1 y 2'-1=2-1=1 Enefecto, cumple.

i=1

b. Suponerque se cumple para n=k
k

q2t=2-1 Hipétesis de Induccién.
i=1
| k°+1 )
c. Demostrar que se cumple para n=k+1, esto es que g 2"*=2"'-1
i=1

k+1 A
a2t = % 2194 okt o (2k - 1)+2k ..:..2(2k)- 1.= 2%*-1,
i=1 ei=1 %]

Es preciso aclarar que el desarrollo de estas destrezas no es objeto de este

estudio, lo importante es hacer notar que no hay dificultad en afirmar, que aquellas
series que contienen términos individuales que aumentan sucesivamente su valor
cuando se les compara con sus predecesores, son infinitas. La grafica muestra el

n
crecimiento de algunas series, en ella se puede observar que la serie é 1 crece
i=1

con mayor lentitud que las series é iy é 21,
i=1 i=1

f(n) 22_ Z‘! . . . . . . . _Z-l
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2.4 El horror al infinito

¢ Tiene sentido hablar de sumar un ndmero infinito de términos y obtener un
resultado finito?

Uno de los primeros en presentar su objecion fue el filésofo griego
Zenon (489-¢a.C.). Hace casi 2500 afios, Zenon era miembro de
la escuela griega eleatica, que fue fundada por Parménides de
Elea (fl. 475 a.C.). Zendn, mediante argumentos contundentes, se
opuso a muchas de las ideas de la escuela pitagérica. Uno de los
argumentos involucraba lo absurdo de dividir el espacio en un
ndmero infinito de segmentos y después unirlos nuevamente. En
su argumento sobre la flecha en movimiento, él afirma que antes
de que la flecha pueda moverse desde el arquero hacia el blanco,
ésta debe llegar primero al punto intermedio entre ambos. Pero
antes de llegar al punto intermedio debe llegar primero al punto
gue marca la cuarta parte de la distancia, y asi sucesivamente.
Este proceso de subdividir el espacio entre el arquero y el blanco
puede continuar en forma indefinida o, por decirlo en otra forma,
sin terminar nunca, es decir, puede continuar una cantidad infinita
de veces. Si el espacio es infinitamente divisible, entonces, para
que la flecha se mueva, ésta debe moverse a lo largo de una
infinidad de distancias en una cantidad finita de tiempo: jun
absurdo!

No obstante el argumento de Zendn, las flechas se las arreglan
para llegar a sus blancos, y lo logran aunque el espacio pueda, al
menos en nuestra imaginacion, ser subdividido un namero infinito
de veces. Por lo tanto, la suma de esa cantidad infinita de
segmentos resulta en una cantidad o distancia finita: es decir, se
suman hasta ser la distancia entre el arquero y el blanco. Sin
embargo, el concepto de sumar una cantidad infinita de niameros
para obtener un resultado finito no ha dejado de incomodar a las
personas desde el tiempo de Zendn hasta el presente siglo™.

El no considerar procesos infinitos fue lo que frend el avance de las matematicas

griegas. Todos los procesos donde aparece el infinito, ain en su modalidad
potencial, contienen un obstaculo de comprension que se resume en ese horror a
admitir, esencialmene, que un proceso indefinido puede tener un final.

En cuanto al aporte medieval a la idea de que un proceso infinito puede arrojar un
resultado finito, es necesario mencionar que:

44 CLAWSON, Calvin C. MISTERIOS MATEMATICOS: Magia y belleza de los nimeros. Editorial
DIANA, México. 1999. Pag. 64.
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Los filésofos y matematicos del siglo XIV manifestaron su
fascinacion por las series infinitas. Como consecuencia de la
superacion del ‘horror al infinito” de los griegos, la Escolastica de
la baja Edad Media recurria con frecuencia en sus especulaciones,
tanto en sentido potencial como actual, esta amplitud de miras
permiti6 desarrollar la importante innovacién de los algoritmos
infinitos.

En este sentido, los escolasticos son pioneros, toda vez que en la
antigiiedad solo se desarrollaron algunos algoritmos reiterados, y
en cuanto a series propiamente solo Arquimedes en su Sobre la
cuadratura de la pardbola se aproximé al tema manejando la

. e - 1 1 4
progresiéon geométrica indefinida 1+Z+...+4—n+... = 3 aunque
sin extender la forma actual (en sentido aristotélico) la suma hasta
el infinito, ya que no lo requiere asi el método de exhaucion,

ideado precisamente para obviar la dificultad del infinito.

La aplicacion concreta de las series tuvo lugar a propésito de
ciertos problemas sobre la “atitud de las formas”, y en los que los
espacios recorridos presuponen la determinacion de la suma de
una serie convergente. Es preciso sefialar que el manejo de las
series infinitas en este periodo no tuvo lugar como las utilizamos
hoy en el Calculo, sino de forma retérica, con casi total ausencia
de simbolos. Los resultados fueron hallados mediante la
argumentacion verbal 0 geométricamente mediante la
representacion de la forma, mas que mediante consideraciones
aritméticas basadas en la idea del limite.

R. Swineshead, de la escuela de Merton, escribié hacia 1345 su
Liber Calculationum, por lo que se le apodé Calculator, en la que
ademas de la regla de Merton, considera y resuelve el siguiente
problema de ley artificial:

Si a lo largo de la primera mitad de un cierto intervalo de tiempo,
una forma se mantiene con cierta intensidad; a lo largo del
siguiente cuarto de intervalo la forma se mantiene al doble de
dicha intensidad; a lo largo del siguiente octavo de intervalo la
forma se mantiene al triple de la intensidad, y asi ad infinitum,
entonces la intensidad media durante todo el intervalo sera la
intensidad de la forma durante el segundo intervalo (el doble de la
intensidad inicial).

Se trata de una serie de movimientos uniformes tales que los
intervalos sucesivos de tiempo forman una progresion geométrica

de primer término y razon > mientras que las intensidades de la

forma son los términos de una progresion aritmética de primer
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término y razéon 1. El resultado es equivalente (tomando como
unidad el intervalo de tiempo y la intensidad inicial de la forma) a la

D . 1 2 n
suma de la serie aritmético-geométrica: E +Z +..+ ?+ =2

Calculator dio una prolija y confusa argumentacion verbal para
llegar al resultado, mientras que Oresme lo demostré de manera
mucho mas inteligible y sencilla a través de procedimientos
gréficos.

Uno de los resultados mas importantes de Oresme sobre series lo
describe de forma retérica de la siguiente forma:

Si de una cierta cantidad se sustrae una parte alicuota (una k
ésima parte ) y del primer resto se sustrae la misma parte alicuota,
del segundo resto se sustrae la misma parte alicuota y asi ad
infinitum, tal cantidad serd consumida exactamente, ni mas ni
menos, por tal modo de sustraccion.

En el lenguaje literal a la cantidad de la que se parte, al sustraer la

parte alicuota E resulta agi E_ sustrayendo a esta cantidad su
[}
2
k-ésima parte resulta la cantidad aﬁ k' , 'y asi se sigue, en
[}
cada sustraccion se multiplica el resto anterior por la cantidad

16 .
g[- EQ por lo tanto el resultado es equivalente a la suma de la
e 4]

1 14 .
serie g——+(§29 SZ0 BOoZ/ S0, - a, que generaliza

ko &kp & kg &kpé kg
el resultado de la progresion geométrica utilizada por Arquimedes.

Oresme dio otros muchos resultados sobre series, pero sin duda el
resultado mas sorprendente y original es la primera demostracion
en la Historia de la Matemética de la divergencia de la serie

L 111 1 1
armonica —+=+=+=+..+—+, Oresme agrupa los
2 3 4 5 n

sucesivos términos de la serie poniendo el primer término Een el

. o Lo 1 1
primer grupo, los dos términos siguientes 3 y Zen el segundo

grupo, los cuatro términos que siguen en el tercer grupo, y asi

sucesivamente el grupo p-ésimo contendra 2P' términos.
Oresme argumentara entonces que existiendo un ndmero infinito

54



de grupos y siendo la suma de los términos de cada grupo mayor
: 1 : - .
o igual que > sumando una cantidad suficiente de términos se

podréa superar todo nimero prefijado.

Resumiendo, como consec uencia de las especulaciones filoséficas
medievales sobre el infinito y el continuo a propésito de la “latitud
de las formas”, se desarrollé6 una actividad matematica en el
terreno de lo infinitesimal, que provocé el que se atemperara el
“horror al infinito” de los griegos. Por eso las contribuciones
medievales no fueron una extension de los desarrollos clasicos,

sino mas bien una exploracion de nuevos caminos en la
Matematica, con resultados muy originales y totalmente novedosos
en el terreno de la Cinematica, en la consideracién intuitiva del
concepto de funcién y en el tratamiento de las series infinitas,
resultados que tienen un mérito enorme porque sus cultivadores
no tenian a su disposicién un desarrollo geométrico considerable ni
un aparato algebraico que facilitara las operaciones. AUn asi la
aparicion de un ambiente propicio al uso y abuso de lo intuitivo en
relacion con el infinito influiria de forma muy positiva sobre el
magnifico desarrollo de los métodos y técnicas infinitesimales del
siglo XVII*,

Otro aspecto importante a considerar es la relacién existente entre el infinito y las
formas indeterminadas que resultan al evaluar algunos limites. “Tengamos en
cuenta que la nocidén de infinito no proviene ni de la observacion ni de la
experiencia fisica. El cerebro es un objeto finito y no puede contener nada infinito,

aunque si es capaz de contener nociones del infinito”“®.

Obsérvese las siguientes representaciones simbdlicas en las que interviene el
concepto de infinito:

1) ¥ 2) ; 3) 0% 4) 0 5) ¥°
6) ¥+¥ 7) ¥-¥ 8) 0 9.)% 10) 3¥

¥ ¥ 0 ¥
11) ¥ 12) ¥¥ 13) 14) S 15.) 1

¢, Cudles de ellas son formas determinadas y cudles indeterminadas?

*> GONZALEZ URBANEJA, Pedro Miguel. Las raices del célculo infinitesimal en el siglo XVII.
Alianza Universidad. Madrid. 1992 pag. 46.

46 PEREZ CARRERAS. Pedro. Los conceptos matematicos: su génesis y su docencia.
Universidad Politécnica de Valencia. 2001. pag. 11.
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En algunos textos de Calculo se afirma que la expresion 0¥ es una forma

determinada que tiende a 0 y que las formas ¥° y 1* son indeterminadas.
Veamos las ideas que ofrecen tales textos en torno a lo que es una forma

indeterminada:

“Es una forma extrafia que no presenta ni dice nada”.*’

“Es cierto tipo de expresidbn con un limite que no es evidente por simple

inspeccion”.*®

“En ella, las fuerzas son opuestas y estdn en competencia; mientras que en una
forma determinada, las fuerzas estan coludidas, no en competencia™*®

Tales ideas no le permiten al estudiante la comprension de lo que son las formas
determinadas, formas indeterminadas, ni los procesos de aproximacion al limite.
A continuacion, se proporciona una justificacion intuitiva desde el punto de vista de
la idea de aproximacion, para determinar cudndo una expresion es determinada o
indeterminada. Obsérvense los ejemplos:

Para 1¥:

Obsérvese el comportamiento de algunos valores por la derecha de 1, cuando el
exponente se incrementa.

1,01 » 2,70
1,01'%» 2,09” 10"
:LOllOOOO » 1,63 4 1043

Su tendenciaes a ¥ .

Obsérvese el comportamiento de algunos valores por la izquierda de 1, cuando el
exponente se incrementa.

0,99'° » 0,36
0,991°° » 431" 10°°
0,99'%°%° 5 224" 10 *

47 CENTENO, Gustavo y otros. Matematica Constructiva. Libros & Libres. Santa Fe de Bogota,
1994.

“8 EDWARDS, C. H. y PENNEY, David E. Calculo con Geometria Analitica. Prentice Hall México,
1994.

49 PURCELL, Edwin J. y otros. EIl Calculo. Pearson Educacién, México. Octava edicion 2001.
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Su tendencia es a 0. Luego, como las tendencias laterales son diferentes,
decimos que la forma T¥ es indeterminada.

Para 0*:

Obsérvese el comportamiento de algunos valores por la derecha de 0, cuando el
exponente se incrementa.

0,01 » 0
0,0£°°» 0
0’0]}0000 » O

Su tendencia es a 0.

Obsérvese el comportamiento de algunos valores por la izquierda de 0, cuando el
exponente se incrementa.

(-0,01)'° » 0
(_ 0,01)1000 » 0
(_ 0,01)10000 » 0

Su tendencia también es a 0. Luego, como las tendencias laterales son iguales,
decimos que la forma 0¥ esdeterminada.

Para ¥°:

Obsérvese el comportamiento de algunos valores por la derecha de 0, cuando la
base se incrementa.

(10100) 0,01 » 10
(10900)0,01 » 109
(101000)0,01 » 1010

Su tendencia es a ¥ .

Obsérvese el comportamiento de algunos valores por la izquierda de 0, cuando la
base se incrementa.
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(10100)- 0,01 » O,l
(10900)- 0,01 » 10- 9
(101000)- 0,01 » 10- 10

Su tendencia es a 0. Luego, como las tendencias laterales son diferentes,
decimos que la forma ¥° es indeterminada.

Resulta interesante pensar en las expresiones ¥° y 0*, pues aungue contienen
los mismos simbolos, su naturaleza es diferente.

25 Areas de escaleras

De todas las posibles manifestaciones de la nocién de limite, se ha elegido el
concepto de convergencia de una serie de términos positivos, visualizada
bidimensionalmente como el area de una superficie geométrica, asociando la
nocién de término de una serie al area de una superficie y la nocion de suma de
una serie al area total de la figura geométrica (si la tiene, en el sentido de la
definicion de convergencia), desarrollando el mecanismo de sumar areas y
comprobar si el area existe mediante escaleras.

La visualizacion elegida y el mecanismo utilizado estan inspirados en un problema
propuesto en el libro de Célculo y Geometria Analitica de Sherman K. Stein que

muestra la manera en la que “Oresme, alrededor del afio 1360, sumé la serie

¥
o

a—- mediante el esquema de la escalera sin fin que se muestra a continuacion:
i=1

En esta escalera cada escalon tiene 1 de ancho y duplica la altura del escalén
inmediatamente a su derecha. Al observar la escalera de dos formas se pretende

1.1 1 2 3 ,%

demostrar que 1+%+Z+§+...=E+—+§+...” Antes de proceder analizar el

4
problema y generalizar algunos resultados, se definirdn algunos términos
necesarios que permitirancrear un lenguaje adecuado para alcanzar el objetivo de

0 STEIN, Sherman K. y BARCELLOS, Anthony. Calculo y Geometria analitica. Vol. 1. Quinta
edicion. McGraw-Hill, México. 1996. pag. 590.
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esta investigacion (recuérdese que el lenguaje empleado por el estudiante es una
caracteristica fundamental para determinar el nivel de razonamiento en el que se
encuentra, ver seccion 1.5.5)

Se llamara escalera a la disposicion de rectangulos de izquierda a derecha, de
forma tal que cada rectangulo tenga igual base y esté uno contiguo al otro en
forma horizontal. Si cada rectangulo tiene mayor altura que el inmediatamente
anterior se denominara escalera creciente, si se compone de infinitos
rectangulos, escalera infinita creciente. Si por el contrario, cada rectangulo
tiene menor altura que el inmediatamente anterior, se denominara escalera
decreciente, si se compone de infinitos rectangulos, escalera infinita
decreciente. Asi mismo, se llamara area de una escalera a la suma de las areas

de los rectangulos que la conforman.

Un concepto implicito en el mecanismo es el de razon. La razén de una escalera
sera el cociente entre las areas de un rectangulo y el inmediatamente anterior. Por
ejemplo, se dira que la escalera usada por Oresme en el problema anterior es de

1
razon —.
2

También el término de escalera aparece en el libro “Proofs without words” de
Roger B. Nelson, con las cuales se realizan muchas demostraciones para la
convergencia o divergencia de series infinitas. En otros libros de Célculo como el
de Leithold, Stewart o Edwards y Penney, las escaleras son usadas para realizar
algunas demostraciones de series, aunque usan la expresion de disposicion de
rectdngulos y no la de escalera.

Las escaleras tienen caracteristicas interesantes, especialmente si se tiene en
cuenta la forma de su construccion y la conexién que tienen con los conceptos de
superficie y area. Entendiendo como superficie o que se refiere a la forma y area
como lo que se refiere a la cantidad de superficie encerrada, ¢ Tendran todas las
escaleras infinitas una superficie finita?, ¢Tendran todas las escaleras infinitas
area finita? Para el célculo del area de una escalera (cuando el area exista) se
requiere del disefio de un mecanismo para sumar infinitas cantidades, lo cual
arrojara un resultado finito o no, dependiendo de la forma en que la escalera fue
construida. En el experimento educativo que se lleva a cabo, el entrevistado se
movera en el contexto de escaleras y no de series, haciendo mucho mas inteligible
y sencilla la obtencion y la demostracion de resultados, en lo que a series de
términos positivos se refiere.

El @mbito histérico ha mostrado que el razonamiento acerca de procesos infinitos

cuyo resultado puede ser finito, presenta grandes dificultades para su
comprension.  Sin embargo, la representacion geométrica bidimensional de la
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serie q

i=1
varos rectangulos y luego como una escalera; le permitira conjeturar al
entrevistado con mayor facilidad, que la suma de las areas de infinitos rectangulos
produce area finita.

R

¥
- % visualizada inicialmente como un rectangulo, dividido a su vez en
=

D

La figura muestra dos disposiciones de rectangulos, un rectangulo dvidido en
varios rectdngulos (y la posibilidad de que sea infinitamente divisible) y una
escalera infinita decreciente. En ambas, cada rectangulo que la conforma tiene la
mitad de la altura del inmediatamente anterior. El entrevistado no tendré dificultad
en afirmar que ambas disposiciones tienen area y podra aseverar que es la

¥
misma. Si se le presenta la serie é% tendra dificultades para afirmar
i=1
5 1
(o] - P . s . . . .
que q — =1, aun mas, si sblo se le presenta la escalera infinita decreciente,
i=1
tendrda dificultades para hacer la misma afirmacion.

Antes de continuar, se define lo que es una serie geométrica.

¥
Definicion: La serie dada por é a"=a+ar+ar’+..+ar"+...,al 0, se llama
n=0
serie geométrica de razonr.

Se puede probar asi el siguiente teorema:

Teorema: Una serie geométrica de razoén r diverge si |r|3 1. Si 0<|r|<1,

¥
entonces la serie converge con lasuma § ar" =

——, 0<|r|<1
n=0 1-r -
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Demostracion: Es facil ver que la serie diverge si r = +1. Si r 1 +1, entonces
S —a+ar+ar’+..+ar"!
Multiplicando por r se ve que
rS,=ar+ar®+ar®+..+ar"
Restando la segunda ecuacion de la primera obtenemos:
S,-r§ =a-a".

En consecuencia, Sn a(l ) por lo que la n-€sima suma parcial es:
a
=—(@- 1"
. 1-r

Ahora bien, si O<|r| <1,sesigue que r" ® 0 cuando n® ¥ ,luego

lim lim é a

- 1-r =—
ney ? ney & )H o = n®¥( =1
Lo cual significa que la serie converge y que su suma es:
@
1-r
Si |r| >1 sabemos que la sucesién {r”} diverge y por lo tanto el I|rr<:9 y S no
n

existiria, de donde se deduce que la serie geométrica diverge en este caso.

Una demostracion alternativa (Visual Geométrica)®*

Otra forma de demostrar el teorema es utilizando la siguiente figura, la cual consta
del cuadrado ABCD de lado a y del tridngulo rectdngulo CDE cuya base también

mide a (Por supuesto recto en C). La hipotenusa DE del triangulo corta al lado

L KLEIN, Benjamin G. y BIVENS, Irl C. Proof Without Words. En Mathematics Magazine. Octubre
1988.
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AB del cuadrado en F de forma tal que diste del vértice B ar unidades y del
vértice A a- ar unidades, de acuerdo a la razon elegida. Es decir, si se quiere
probar la convergencia para la serie de razon Y2, pues se elegira r=1/2 y el punto
de corte F estard a a/2 unidades del vértice By a a/2 unidades del vértice A.
Asi mismo, si se quiere probar la convergencia para la serie de razén 1/3, pues se
elegird r=1/3 y el punto de corte F estara a a/3 unidades del vértice By a 2a/3
unidades del veértice A, y asi sucesivamente. Pero nuestro propdsito es probar la

convergencia de la serie geométrica para cualquier razén r, tal que 0<|r| <1.

Luego, el segmento FB es la base del triangulo FBE, el cual tiene como longitud
ar.

En este nuevo tridngulo, trazamos el segmento GH paralelo al segmento FB de

tal forma que estén a ar unidades entre si. Se puede probar que el segmento

GH tendra como medida ar? unidades haciendo una semejanza entre los

triangulos AFD y IGF. Si se construye un nuevo segmento paralelo a GH y a

ar? unidades entre si, vemos que medird ar® unidades. Si se hace este proceso

sucesivamente, el lado EC medira S=a+ar +ar?+ar®+ar*+... Por Gltimo, la
S a

semejanza entre los triangulos AFD y CDE producira la igualdad — = de
a a-ar

donde se deduce que S= 1i gue era lo que se queria demostrar.

E
ar3
arz
I G H
arz
ar
A a-al E ar B S
a a
v
D a C
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¥
Retomando la representacion geométrica bidimensional de la serie ézi

visualizada como un rectangulo dividido a su vez en varios rectangulos

Se puede calcular otras series geométricas bajo el mismo mecanismo visual-
geomeétrico, para luego generalizarlo:

. . 1,
Parala serie geométricade razén =

w
- Qox

L
23

Fr——————————— ——

El area de cada par de rectangulos congruentes que se observan en la figura,
corresponde respectivamente a un término de la serie infinita
1 1 1 1
+

a —=2-+2-+42—+2—+..y de acuerdo a esta visualizacién su suma es 1,
| 13' 3 9 27 8
2 g 1
luego a —= 2a 3— de donde se puede deducir que a =l ==
i=1 i=1 i=1
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¥
Para la serie geométrica de razén =: é

El area de cada tres rectdngulos congruentes que se observan en la figura,
corresponde  respectivamente a un término de la serie infinita

¥
é i = 31+ 3i +3i +3i+... y de acuerdo a esta visualizacion su suma es 1,
o 4 4 16 64 256

§3_ .41 . 1 1
luego g — =3 — de donde se puede deducirque g —==.
i=1 4 i=1 4 i= 4 3

. - 181

Para la serie geométrica de razén E: a Fl

i=1

El area de cada cuatro rectangulos congruentes que se observan en la figura,
corresponde  respectivamente a un término de la serie infinita

¥
a Aogtiatia gt y de acuerdo a esta visualizacion su suma es
i1 5 5 25 125 625

4 %1 . 1 1
1,luego g — =4q — de donde se puede deducirque g — =~=.
5 5 5 4
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Se puede observar que para la serie geomeétrica de razon 1/p, con p un nimero

. g 1 1 e
natural mayor que 1, se puede conjeturar que: é —= L pues la serie infinita

i=1 p-
¥ -
de la forma § p_ll esigual a 1.
iz P
. s 1 31 ¢ 1 g 1
Conociendo que las seriesg —, g =. a— Y a = convergen y que sus
':12 |:13 |:14 i=1 5
. _ 1 1 1
respectivas sumas son: 1 , 3 y 2 se retoma el problema que genera

el mecanismo que se utiliza en esta investigacion, asociando la visualizacion
geomeétrica de dividir infinitamente un rectangulo a la visualizacion geométrica de

escaleras infinitas decrecientes, tal como se hizo con la serie geométrica de razon
1

2

v

. | .1

En el problema, Oresme calculo la é — con la ayuda de la escalera de razon >
i=i

1

+ z11 + ; +_—+...= 2 esta representando

donde cada término de la serie § i =1+= %

1
=0 2" 2
el area de cada rectangulo de la escalera.

Conociendo el resultado de la anterior sumatoria, se le traza a la escalera la
continuacion de las lineas de las bases superiores de los rectangulos, obteniendo
la siguiente figura:

12

1/4 1/4 1
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Obsérvese que el trazado geométrico anterior permite visualizar la siguiente serie:

4

+ +...
16

iL-
=12

N =
AN

3
+=+
8

Por una transitividad entre las dos anteriores iguabdades se obtiene el siguiente
resultado:

izl
12 %2

- Qow

Con un tratamiento similar al anterior, se analizarAn otras escaleras infinitas
decrecientes de diferente razon para llegar a un interesante resultado.

Considérese la escalera de razén 3 su area estard determinada por la serie

geométrica

N w

. . .1 . .
Procediendo tal y como se hizo con la escalera de razén =, se obtiene la misma

2
escalera dividida ast
143
351
1y £y i
|
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Obsérvese que de esta manera el area de la misma escalera resulta de la
sumatoria:

2 =21+23+2i+2i+...=g

23 "3 "9 "27 "1

Por una transitividad entre las dos anteriores igualdades se obtiene el siguiente
resultado:

s 1 2
a_

a_3
23 L3 2

Qo

" 1 . . .
Considérese ahora la escalera de razén Z; su area estara determinada por la

serie geométrica:

. . ., 1 . .
Procediendo tal y como se hizo con la escalera de razon > se obtiene la misma

escalera dividida asi:

74
N T

i 0 1
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Obsérvese que de esta manera, el area de la misma escalera resulta de la
sumatoria:

¥
é_.:31 32,33 ,34 ., _4
4 16 64 256 3

Por una transitividad entre las dos anteriores igualdades, se obtiene el siguiente
resultado:

1
04

3 _4
6}14‘_3

Qo

Asi mismo, es posible repetir el mismo procedimiento la escalera de razon c para

probar la igualdad:

ul
5

NGNS

$1_4
az=a

=0 i=1

Generalizando, se puede conjeturar que para una escalera de razon 1/p, con p un
namero natural mayor que 1, se cumple la igualdad:

3 3 D
3t-3 (P-Di_ p
wp a2 p p-l

También es importante notar que al dividir cada escalera con las lineas

horizontales, cada rectangulo queda a su vez dividido en infinitos rectangulos.
Luego, tanto el area de cada rectangulo como el area total de la escalera estan
determinadas por series infinitas.

Aunque la visualizacion geométrica bidimensional de una serie posibilita la
demostracion y generalizacion de muchos resultados, el mecanismo que le
permitira al entrevistado determinar si el area de una escalera es finita o0 no,

consiste en la posibilidad de disponer los infinitos rectangulos de manera que se
pueda construir una escalera infinita creciente (en la cual el area de la escalera
dada serd infinita), o no (en la cual el area de la esclarea sera finita). Por ejemplo,

1 , . :
la escalera de razén 3 fue construida con rectangulos cuya altura es la mitad del

rectangulo inmediatamente anterior. Cuando el entrevistado intente disponer los
rectangulos para construir una escalera infinita creciente, se dara cuenta que no le
es posible, como lo muestra la siguiente figura:
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Otra escalera infinita decreciente, es aquella en la cual el segundo rectangulo
tiene la mitad de la altura del primero; el tercero, la tercera parte de la altura del
primero; y asi sucesivamente, como lo muestra la figura:

Esta escalera es una representacion geométrica bidimensional de la serie
armonica, que ha sido objeto de estudio desde la antigledad. La serie armonica
esta dada por la expresion:

g 1 _ 1.1 1.1
a- = 1+=+=+=+=+..

oy | 2 3 4 5

Los términos de esta serie son los reciprocos de los ndmeros naturales y
corresponden a las areas de cada uno de los rectangulos de la anterior escalera.
Para efectos del presente estudio a esta escalera se le llamara escalera
arménica.

A simple vista, la escalera armdnica pareceria tener area, ya que el area de cada

uno de sus rectangulos disminuye continuamente. ¢Qué pasaria si se intentara
realizar, para la escalera armonica, un analisis similar al que hace Oresme con la

, 1
escalera de razon E?

El area de la escalera armoénica corresponderia a la suma de la serie armonica:

Procediendo tal y como se hizo con las anteriores escaleras, consideremos la
escalera dividida de la siguiente manera:
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141 178 1412

| [N |

Obsérvese que de esta manera el area de la misma escalera resultaria de la
sumatoria:

Es decir, suponiendo que el é&rea existe, se obtendra por transitividad
sl 3 5
ai”

[o]
i=1

¥
a il o lo que es lo mismo é } =a 1 ¢ Sera correcta esta igualdad?
i=1! izl =2l

Si se parte de que es correcta, entonces también seria correcta la igualdad

1+ a |_ = a |_ de donde se deduce que 1=0 (contradiccién).
i=2 i=2

Se puede concluir entonces que el procedimiento visual-geométrico que realiza

Oresme con la escalera de razén

N |-

, N0 es correcto para la escalera arménica,

pués se tendria que agregar como hipoétesis que la escalera a la cual se le aplica
el procedimiento tiene area.

La serie armonica a 1 =1+= ! += 1 += L += ! +... es divergente y el método utilizado
iz N 2 3 4 5
para mostrar tal resultado también se debe a Oresme. Su demostracion consiste

en agrupar términos y usar desigualdades, asi:

s =1
141
S =1+

S, —1+;+€§+%9>1+1+€;é+29—1+E

%] 2 ed 4y

S =1+ 1+§_+19+8§+1 + 1+59

&3 4gb 35 6 7 8g
>1+1+aé__+19+$é._+1+1+£9
2 é4 4 e8 8 8 8g
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De igual forma, s,, > 1+g y S, > 1+% yengeneral S, > 1+g.
Esto demuestra que S, ® ¥ cuando n® ¥ y entonces {Szn} es divergente. Por
tanto, la serie armonica diverge.

Lo que resulta interesante de la serie armonica no es sélo que diverge, sino que lo
hace muy lentamente. Obsérvese sus primeras 15 sumas parciales:

n
Numero de términos é%
i=1
1 1,00000
2 1,50000
3 1,83333
4 2,08333
5 2,28333
6 2,45000
7 2,59286
8 2,71786
9 2,82897
10 2,92897
11 3,01988
12 3,10321
13 3,18013
14 3,25156
15 3,31823

El incremento en el decimoquinto término es so6lo de 0.06666 y el ritmo del
incremento sigue disminuyendo conforme se incrementa el nUmero de términos.
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Analizando ahora la escalera armonica se puede observar que esta no tiene
razén, pues cada rectangulo es construido con respecto a la altura del primero.
Luego, sera posible disponer la escalera de la siguiente manera: al lado del
segundo rectangulo disponemos los dos rectangulos siguientes; luego los cuatro
rectdngulos que siguen, y asi sucesivamente, formando una escalera infinita
creciente a partir del segundo rectangulo, cuya area sera infinita.

La escalera infinita creciente anterior (proveniente de la escalera armonica)
permite visualizar geométricamente la demostracion que realizé Oresme.
Obsérvese que la suma de las areas de los rectangulos tercero y cuarto
sobrepasan el area del segundo rectangulo; la suma de las areas de los
rectangulos quinto a octavo sobrepasan el area de la suma de los dos anteriores y
por ende la del segundo rectangulo; la suma de las area de los rectangulos

noveno a decimosexto sobrepasan el area de los cuatro anteriores y por ende la
del segundo rectangulo y asi sucesivamente. Esta demostracion visual geomeétrica

es analoga a la demostracion algebraica de la divergencia de la serie armonica.

En general, cuando la razén de una escalera sea menor que 1, no sera posible
construir una escalera infinita creciente. Las escaleras ejemplifican la naturaleza
de un proceso de razonamiento infinito con plausible resultado final finito, en lo
qgue al concepto de area se refiere. Para otras escaleras infinitas decrecientes, el
entrevistado debera confrontar el problema de determinar las condiciones para
decidir cuando una escalera tiene area y cuando no. Es decir, el entrevistado
podra afirmar sin dificultad que:

Toda escalera infinita decreciente que tenga razon, tiene area.

Toda escalera infinita decreciente que tenga razén no es posible disponerla de
manera creciente.

Toda escalera infinita que tenga area no es posible disponerla de manera
creciente.
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2.6  Aplicaciones de las series

A continuacion se analizaran algunos problemas y se enunciaran otros, en los que
se evidencia la importancia de las series infinitas y como la visualizacion permite
acceder a la nocion de limite, en la manifestacion de suma de la serie
(convergencia).

2.6.1 Lacarpetade Sierpinski

Georg Cantor (1845-1918)

El conjunto de Cantor, llamado asi en honor a Georg Cantor, matematico aleman
(1845-1918), se forma como sigue. Se comienza con el intervalo cerrado [0]] y se

elimina el intervalo abierto g‘i,gg. Con ello quedan dos intervalos @O,El»J y 63,19,
&3'3y & 3" &Y

a continuacién se elimina el tercio medio abierto de ambos. Quedan cuatro
intervalos y de nuevo se elimina el tercio medio abierto de ellos. EIl proceso
continda infinitamente; eliminando en cada paso el tercio medio abierto de cada

intervalo que queda del paso anterior. El conjunto de Cantor consta de todos los
nameros que quedan en [0]] después de eliminar todos esos intervalos, como lo
muestra la figura. Se puede demostrar que la longitud total de los intervalos que

se quitan es 1. A pesar de ello, el conjunto de Cantor contiene una cantidad
infinita de numeros. Algunos numeros del conjunto de Cantor son:

73



La carpeta de Sierpinski es un analogo bidimensional del conjunto de Cantor. Se
forma elimina ndo la novena parte central de un cuadrado de area a(iteracion n=1).
Después se eliminan las partes centrales de los ocho cuadrados restantes
(iteraciéon n=2), que son mas pequefos, y asi sucesivamente (la siguiente figura
muestra los tres primeros pasos de este procedimiento). Demuestre que la suma
de las areas de los cuadrados que se quitaron es a. Esto significa que la carpeta
de Sierpinski tiene area O.

Solucioén

Waclaw Sierpinski (1882-1969)

Para determinar el area de la carpeta de Sierpinski, considérese el area inicial del
cuadrado, que es a.
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Al realizar la primera iteracion, el area resultante sera

) ., , , 1 8
en la segunda iteracion, el area resultante sera a- §a- aa,
) ., , , 1 8 64
en la tercera iteracion, el area resultante sera a- —a- —a- —a,
9 81 729
1 8 64 512
en la cuarta iteracion, el area resultante serd& a- —-a- —a- —a- —a,;
9 81 729 © 6561
atendiendo a la ley de formacién que se visualiza, en la nésima iteracion el area
, 1 8 64 512 1 § 8t ,
sera a- —a-—a- ——a- —-a- - - a —a, luego, el area de la
8 729 6561 9 o1
carpeta de Sierpinski equivale a:
, _ 88 0
g gt agd &80 ad 80" ad a8d a% 1 7
a-4%-a=a- 288%=a 230 2. 2380, 3¢ L —gi=a- 59 =0
< 858&9g 82690 95,890 9% 1- 2%
99

2.6.2 El triangulo de Sierpinski

El matematico polaco Waclaw Sierpinski introdujo este fractal en 1919. Se parte
(iteracién n=0) de la superficie de un triangulo de area a. Seguidamente (iteracion
n=1) se toman los puntos medios de cada lado y se construye a partir de ellos un
triangulo invertido para luego retirarlo. Ahora, (iteracién n=2) se repite el proceso
con cada uno de los tres triangulos que quedan. Asi que se retira, esta vez, tres
triangulos invertidos. En la figura, se observa hasta cinco iteraciones sucesivas. Si
se repite infinitamente el proceso se obtiene una figura fractal denominada

triangulo de Sierpinski.




¢, Cual es el area del triangulo de Sierpinski?

Solucioén

Se puede probar con facilidad que el area del triangulo formado por los puntos
medios de los lados de otro dado, es la cuarta parte de este Ultimo. Considérese
el triAngulo  ABC que se muestra a continuacion. En él se traza otro tridngulo

cuyos vértices E, F y D son los puntos medios de AB, BC y CA,
respectivamente. Por el teorema de la paralela media, la base DE del triangulo
EDF mide la mitad de la medida de BC en el triangulo ABC.

Ahora, se traza la altura AH del triangulo ABC sobre BC y la altura EG del
triangulo EFD sobre DE. Obsérvese que esta Ultima altura también mide la mitad
de la altura AH, pues los triangulo ABHY FDG son semejantes por el criterio

angulo — angulo (BAHB € BFGD, definicion de alturay BGDF €DFBE, angulos
opuestos en el paralelogramo EDBF ).

Asi, se cumple la proporcién Eb :E. Pero ED :ECB luego FG :EAH . De
CB AH 2 2

esta forma, ABC =%AH xBC y FDE :%FG xDE, de donde se concluye que
ABC = 4FDE.

Para determinar el area del triAngulo de Sierpinski, considérese el area inicial del
triangulo, que es a.
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Al realizar la primera iteracion, el area resultante sera a- Za,
. ., , , 1 3
en la segunda iteracion, el area resultante sera a- Za- Ea,
. ., , , 1 3 9
en la tercera iteracion, el area resultante serd a- —a- —a- —a,
4 16 4
. ., . . 1 3 9 27
en la cuarta iteracion, el area resultante sera a- —a- —a- —a- —a;
4 16 64 256
atendiendo a la ley de formacién que se visualiza, en la nésima iteracion el area
, 3 9 27 i § 3t ]
sera a--—a- —a-—a-——a- .. -—a=a- g—4a, luego, el area del
16 64 256 4 iz 4
triangulo de Sierpinski equivale a:
i j i+l i ge O
g 3! ad a80 ad a8o ad a80 a% 1 = a
a-a—a=a--a¢c+=-a--a¢c-+ =a-—-ac¢-+r=-a-—-¢—-+ =a-—(4)=0.
i 4 3isedp 3icedp 4i0edg 4 _ E: 4
4

2.6.3 Lamesadesaparecida de Cantor

Se explicard como hacer desaparecer una mesa jsuprimiendo sélo la mitad de la
mesal!

a) La mesa original tiene longitud L.

b) Eliminar %de la mesa con centro en su punto medio. Cada porcién restante
. L
mide menos de >
c) Eliminar % de la mesa suprimiendo dos trozos de % de longitud centrados en
los puntos medios de los dos fragmentos anteriores. Se ha eliminado %+% de
la mesa. Cada trozo de los que quedan mide menos de %

d) Eliminar % de la mesa, suprimiendo fragmentos de longitud é centrados en

sus puntos medios, de cada uno de los cuatro fagmentos que han resultado

77



del paso anterior. Se ha eliminado en total hasta ahora %+% +% de la mesa.

Cada trozo de los que han quedado mide menos de % de longitud.

¢Hard desaparecer la mesa este proceso, a pesar de que so6lo habremos
eliminado al final la mitad de la mesa? ¢ Por qué?

i R

[ 11| [ T 11 11
| —

Solucioén

Para determinar la parte de la mesa que queda, considérese la longitud inicial de
la mesa, que es L.

Al eliminar el primer cuarto, la longitud resultante sera L- %L,
o 2 . . 1 2
Al eliminar los n mas de la mesa, la longitud resultante sera L- ZL - EL’
o 4 . . 1 2 4
Al eliminar los — mas, la longitud resultante sera L-=L-—L-—L,
64 4 16 64
- 8 . . . 1 2 4 8
Al eliminar los — mas, la longitud resultante sera& L- =L- —L- —L- —L
256 16 64 256
Atendiendo a la ley de formacién que se visualiza, al eliminar por n-ésima vez
partes de la mesa la longitud resultante
sera:
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1 2 4 8 2"t 1 1 1 1 1

L-~L-—L-—L-—L- . -—L=L->L->L-—L-—L- ..-==L
4 16 o 256 4" 4 8 16 32 2"
=L- § L+1 =L- Eé (f;ég luego, la longitud de la mesa de Cantor equivale a:

i:12n 2i5e2¢

)=

L
L- =@
5

|—
l\.)||_
' Qox
Vo)
N|$‘
Q o
I
N

Sin embargo, la mesa parece desaparecer, cuando se afirma que cada vez que se
elimina una parte de ella, queda en cada trozo, menos de la mitad, menos de la
cuarta parte, menos de la octava parte, y asi sucesivamente.

2.6.4 Las alturas de un triangulo 30°-60°-90°

Consideremos el triangulo rectangulo ABC, recto en C,cuya medida del angulo g

es 30° y cuya medida del cateto ACes b. Se trazan las siguientes alturas: la
altura CDen el triangulo ABC, relativa a la hipotenusa AB; la altura DE en el
triangulo BCD, relativa a la hipotenusa BC; la altura EF en el triangulo BDE,

relativa a la hipotenusa BD; y se continlia este proceso de manera infinita como
se muestra en la figura. Encuentre la longitud total de todas las alturas trazadas.

A
D q
F
H b
B
G E C

Solucioén

Se debe determinar la suma de las longitudes de las alturas, la cual se representa
por CD+DE+ EF+FG+GH +...

Los siguientes angulos son congruentes por semejanza de triangulos:

q ¢BDDCE ¢ bFDE €BPFEG €PHFG C...

79



Asi, en el triangulo ADC, se cumple que senq = C—bD de donde CD =h:semg

_DE

En el tridngulo CDE, se cumple que =D’ de donde
DE = CD »senq = bxsen?q.
En el triangulo DEF, se cumple que senq :%, de donde

EF = ED xseng = b >sen’q .

Asi mismo, en el triangulo formado por la n-ésima altura, ésta tendra por medida

¥
bxsen"q. Luego, la suma total de las infinitas alturas sera S= é bxsen'q , que para
i=l

¥ n
este caso particular en el que g =30°, S= § b>sen'30°= § Ri: b

i=1 i=1

2.6.5 Lacurvadecopo denieve de Helge von Koch

Niels Helge von Koch (1870-1924)

Consideremos un triangulo equilatero de lado a, al que llamaremos curva 1.
Sobre el segundo tercio de cada lado se construye un triangulo equilatero que
apunte hacia fuera. Después se borra el interior de los segundos tercios
originales. Llamaremos curva 2 a esta curva expandida. Ahora se construyen
triangulos equilateros que apunten hacia afuera sobre los segundos tercios de los
lados de la curva 2. Se borran los interiores de los segundos tercios previos para
hacer la curva 3. EIl proceso se repite, como se muestra, para definir una sucesion
infinita de curvas planas. La curva limite de la sucesion es la copo de nieve de
Koch, llamada asi en honor al matematico sueco Helge von Koch quien la
construyé en 1904. Esta curva es demasiado quebrada para tener tangente en
algin punto. En otras palabras, la ecuacion F(x,y) =0 que la define, no define y
como una funcion diferenciable de x 6 x como una funcion diferenciable de y en
ningun punto. Esta curva se caracteriza por tener longitud infinita, pero delimita
una region conarea finita. ¢Cual es el area de la region?.
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2.6.6 La constante g de Euler

Leonhard Euler (1707-1783)
La region sombreada esta limitada por la escalera armoénica y la curva y :1. El
X

area de esta region corresponde a una constante llamada la constante g de Euler,

cuya representacion decimal es aproximadamente 0,5772. En la actualidad, no se
sabe si g es racional o irracional. Sin embargo, se sabe que si g fuese racional,

entonces el denominador en su minima expresion seria al menos 107445 |

Demuestre que esta constante esta entre % y 1. ¢Cémo se puede obtener g?

by
F 3
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Solucioén

En primer lugar, se demuestra que g esta acotada por los valores % y 1. Para

esto, se prolongan las bases superiores de los rectangulos en el interior del
rectangulo inmediatamente anterior (sin sobrepasarlo), como muestra la figura.

iy
&

N

1 2 3 4

-

Se observa que la superficie que corresponde a g esta acotada por la superficie
de la escalera armodnica y la superficie que forman los rectangulos inferiores, en

cada rectangulo de la escalera, esto es, si se considera hasta el n-ésimo
rectangulo, se cumple:

g 1o.@ lo,@ 10,8 1o, @

& 2g &2 35 &3 4g &4 55 én n+lg L& i+lg

Luego, para infinitos rectangulos S, =1-

Lim Lim 16
s=o0 & LOg
n® ¥ N® ¥¢ n+lg

Entonces 1 es una cota superior de g.

1 C . : ,
Para demostrar que 3 es una cota inferior de g, basta visualizar que el area

sombreada en cada rectangulo superior es mayor que el triangulo formado por las
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. 1 . . ,
diagonales, ya que la curva y == es concava hacia arriba. Entonces, se puede
X

asegurar que hasta el n-ésimo rectangulo, se cumple:

10&110213.10869.1086.1('_561 16

- I SE4 - I - == . -—x

§ 2562 35 &3 45 &4 5 &n n+lg_ A& i+lg
2 2

g 3
Y para infinitos rectangulos g3 % Entonces % es una cota inferior de g.

Antes de obtener una buena aproximacion para g, se halla inicialmente una

sucesion de las sumas parciales de la serie que la describe para probar que es
monotona y acotada y por lo tanto convergente.

La siguiente figura muestra el area bajo la curva y:E para 1£ Xx£n+1, que
X

corresponde a la integral 6+1%:In|x| " =in(n+1)- n1=In(n+1) y por

1 1 1 1 L .
supuesto:  g+in(n+1)»1+= AR Entonces la nésima suma parcial
n

para g esta dada por § = 1+;+ ;+j+ +1- In(n+1). Visualmente, se puede
n

observar que S, crece a medida que lo hace n. De aqui, se puede concluir que S,
es monotona y acotada, lo que implica que es convergente.

Mediante el calculo de algunas sumas parciales, se puede aproximar el valor de
g:

S, »05311, §,,»05722, §,o0» 05767, Sypp0» 05771, Sjp000> 05771,

De donde, g » 0,5772.

2.6.7 El apilamiento de libros

Suponga que tiene una gran cantidad de libros, todos iguales, y los apila en la
orilla de una mesa; cada libro sobresale cada vez mas del filo de la mesa.
Demuestre que es posible hacer esto de tal modo que el ejemplar de arriba quede
totalmente fuera de la mesa. De hecho, demuestre que el ejemplar de arriba
puede sobresalir cualquier distancia de la orilla de la mesa, si la pila tiene la altura
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suficiente. Emplee el método de apilamiento siguiente: El libro de arriba sobresale
la mitad de su longitud del segundo de abajo y el segundo hacia abajo sobresale
la cuarta parte de su longitud del tercero; el tercero, la sexta parte de su longitud
con respecto al cuarto, y asi sucesivamente. Considere los centros de masa.

%
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CAPITULO 3.
DISENO DE LA ENTREVISTA

3.1 Introduccioén

El disefio de una entrevista de caracter socratico en el marco del modelo
educativo de van-Hiele, para un concepto matematico en particular, esta
fundamentada en el didlogo que sostiene Sdcrates con el esclavo de Menon
acerca del cuadrado de area doble, de otro dado. En el contexto del presente
estudio, la entrevista tene una doble intencién, una, que el maestro reflexione
sobre el concepto y las dificultades en la ensefianza-aprendizaje del mismo, de tal
forma que se genere la necesidad de disefiar una red de relaciones para propiciar
el acercamiento del estudiante al concepto; otra, que le permita al entrevistado
progresar en el razonamiento sobre el concepto elegido.

La red de relaciones interviene durante toda la entrevista y el estudiante
entrevistado razona sobre ella y la amplia, pero el refinamiento en sus
razonamientos depende en gran medida del manejo adecuado por parte del
entrevistador durante su aplicacion, es decir, la entrevista debe estar disefiada de
tal forma que no se produzca una ensefianza directa, sino mas bien, una
enseflanza gradual que permita que los estudiantes pasen de las situaciones
concretas a las abstractas y viceversa, para asi facilitar la comprensién del
concepto.

La entrevista socrética que se ha disefiado en este estudio permite la deteccion de
los niveles de razonamiento, en el contexto del modelo educatvo de van Hiele y
constituye una experiencia pedagdgica para la ensefianza-aprendizaje de una
manifestacion de la nocién de limite: suma de una serie, via areas de figuras

planas.
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3.2 Decélogo para el disefio de una entrevista de caracter socrético:
Caracteristicas que se infieren del didlogo que sostiene Socrates con
el esclavo de Meno6n

Al momento del disefio y aplicacion de una entrevista de caracter socrético, se
deben tener en cuenta algunas caracteristicas, las cuales se mencionan a
continuacion. Estas, que son inferidas del didlogo que sostiene Socrates con el
esclavo de Mendn, son una ampliacion de las ideas propuestas por Jaramillo y
Campillo en su articulo Propuesta tedrica de entrevista socratica a la luz del
modelo de van Hiele’® y, van acompafadas de pequefios apartes que ilustran la
situacion.

3.2.1 Laintencionalidad de la entrevista

Una de las caracteristicas fundamentales de una entrevista consiste en que el
entrevistador conozca a cabalidad los objetivos que debe lograr el entrevistado en
el desarrollo de la entrevista para asi determinar con certeza el nivel de
razonamiento del entrevistado. Ademas, el entrevistador debera reconocer e
identificar las ideas que se encuentran en torno al concepto objeto de estudio,
teniendo cuidado con los conceptos que estan inmersos en la red de relaciones,
pues muchos de ellos no se deberan explicitar debido a su alto contenido
matematico, que quizds pueden dificultar el discurrir de la entrevista. Tales
conceptos los hemos denominado encubiertos, ya que durante la entrevista se
tratan (pues son necesarios) pero de manera implicita, para conseguir respuestas
espontaneas y con contenido matemético plausible, producto del razonamiento
critico y reflexivo.

3.2.2 Ellenguaje
El lenguaje utilizado en la entrevista debe estar acorde al vocabulario comdn de
quiénes intervienen en ella:

Sdc. — ¢ Es griego y habla griego? 82b-pag. 303.

Las palabras que se utilicen en la entrevista deben conseguir un didlogo que
motive siempre a dar respuestas en forma espontanea y sin temor a equivocarse.

52 JARAMILLO LOPEZ, Carlos Mario y CAMPILLO HERRERO, Pedro. Propuesta tedrica de
entrevista socratica a la luz del modelo de van Hiele. En: Divulgaciones matematicas. Vol. 9. No.
1. Maracaibo, 2001. Pag 65 — 84.
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Por ejemplo, palabras como “podrias”, “trata ahora de decirme”, “crees”, “si no
quieres hacer calculos, muéstranoslo en el dibujo”, hacen que el didlogo fluya con
naturalidad y le den confianza al entrevistado para expresar sus respuestas.

Soc. - ¢Y podria haber otra superficie, el doble de ésta, pero con una figura
similar, teniendo todas las lineas iguales como ésta? 82d-pag. 304.

Soéc. — Vamos, trata ahora de decirme cudl sera el largo que tendra cada una de
sus lineas... 82e-pag. 304.

Soc. —Pero entonces, ¢De cual? Trata de decirnoslo con exactitud; y si no quieres
hacer calculos muéstranosla en el dibujo. 83e-pag. 308.

En el apartado 1.5.5 se menciona que el lenguaje utilizado por el estudiante
entrevistado determina el nivel en que razona, por tanto, el entrevistador debe
estar permanentemente atento al vocabulario que se utiliza durante la entrevista,
de tal forma que fluya en el nivel correspondiente y propicie un razonamiento cada
vez mas refinado.

3.2.3 Los conceptos basicos

Las preguntas iniciales que el entrevistador formula al entrevistado tienen como
proposito determinar, si reconoce adecuadamente los conceptos y elementos
basicos usados en el discurrir de la entrevista. En el contexto de van Hiele estas
preguntas permiten saber si el estudiante supera el nivel 0 de razonamiento
(Predescriptivo: El mero reconocimiento de los objetos de estudio).

Soéc. — (Al servidor) Dime entonces, muchacho, ¢conoces que una superficie
cuadrada es una figura asi? (La dibuja) 82b-pag. 303.

SOc. - ¢ Es, pues, el cuadrado, una superficie que tiene todas estas lineas iguales,
gue son cuatro? 82c-pag. 303.
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3.2.4 Las experiencias previas del entrevistado

El uso de preguntas inquisitivas (preguntas que conducen a la busqueda
cuidadosa de lo que se quiere conocer) acerca de situaciones, imagenes 0
ejemplos de la vida cotidiana, le posibilitan al entrevistado reflexionar y responder,
aflorando en su mente todas las ideas que tenga alrededor del concepto, 0
responda lo que él cree saber. El entrevistador debe tener presente que el
entrevistado posee un bagaje de conocimientos previos acerca del concepto a
tratar, lo que para van-Hiele son las experiencias previas de los estudiantes en el
primer nivel. “El primer nivel es el nivel en el que los estudiantes piensan en su
vida cotidiana, en el cual ellos tienen sus experiencias y toman sus decisiones”. >3

Soc. - ¢Y podria haber otra superficie, el doble de ésta, pero con una figura
similar, teniendo todas las lineas iguales como ésta?

Serv. — Si.
Soc. ¢ Cuantos pies tendra?
Serv. — Ocho.

Soc. — Vamos, trata ahora de decirme cudl sera el largo que tendra cada una de
sus lineas. Las de ésta tienen dos pies, ¢,pero las de ésa que es el doble?

Serv. —Evidentemente, Sécrates, el doble.

Soc. -¢Ves, Mendn que yo no le ensefio nada, sino que & pregunto todo?. Y
ahora él cree saber cual es el largo del lado del que resultara una superficie de
ocho pies, ¢,0 no te parece?

3.2.5 El dialogo inquisitivo

El didlogo inquisitivo le permite al entrevistado una interaccion con el entrevistador
y a través de un pensamiento discursivo (que hace reflexionar y razonar), él
descubra, manifieste soluciones y llegue a comprender el concepto, ampliando su
red de relaciones de manera espontanea.

El alumno ve relaciones nuevas que no veia antes, de ahi que se puede hablar de
la formacién de una estructura de pensamiento.>*

El entrevistador no ensefia nada al entrevistado (hablando de una ensefianza
directa), solo lo conduce mediante la indagacion y el razonamiento. De esta
forma, la entrevista de corte socratico es una estrategia que le permite al

%3 VAN-HIELE, Pierre M. Structure and Insight. 1986. PA&g. 42.
% VAN-HIELE, Pierre M. EL PROBLEMA DE LA COMPRENSION. Tesis Doctoral. 1957. P&g. 72.
(Traduccion al espafiol realizada en 1990).
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entrevistado razonar de manera adecuada sobre las ideas que pudiera tener
acerca del concepto en cuestion.

Hay dos aspectos que hacen que el concepto de nivel sea tan importante. El
primero es el caracter de comprension, el hecho de que se trata de una estructura
mental nueva, siendo por lo tanto imposible que el profesor ofrezca ayuda directa
(una circunstancia que ya indiqué como caracteristica de nivel). El segundo
aspecto se refiere a que nos hallamos ante una ordenacion mental y, en lo que
respecta al primer nivel, una ordenacion mental tan radical que un alumno, que
todavia se encuentra en el primer estadio, sencillamente no puede seguir con el
estudio de la geometria.®

Soc. —... Pues, en efecto, el buscar y el aprender no son otra cosa, en suma, que
una reminiscencia. 81d-pag. 302

So6c. — ¢Ves, Mendn, que yo no le ensefio nada, sino que le pregunto todo...?
82e-pag. 304

3.2.6 Lamovilizacion del pensamiento

En ocasiones se hace necesario hacer una misma pregunta varias veces; en un
primer momento para que el entrevistado dé a conocer lo que sabe al respecto, en
momentos posteriores (preguntas de confirmacion) para obtener de él respuestas
mas elaboradas, toda vez que haya sido sometido a un proceso de razonamiento,
producto de una indagacion intencionada. El dialogo inquisitivo-discursivo, pero
cordial, le debe permitir al entrevistado identificar caracteristicas comunes,
elaborar conjeturas y modificar muchas ideas del concepto en cuestién. Para
esto, se pueden emplear diferentes mecanismos como visualgeométricos,
verbales o escritos, entre otros. Se puede hablar de la movilizacién del
pensamiento (inferimos del texto: Structure and Insight pag. 28 que la
movilizacion del pensamiento es la extension, ampliacibn o modificacion de
nuevas estructuras sobre las cuales las concepciones nuevas que se van
generando a través de la entrevista complementan las anteriores o las modifican).

Soc. —Si este lado fuera de dos pies y este otro también de dos, ¢cuantos pies

tendria el todo? Miralo asi: si fuera por aqui de dos pies, y por alli de uno sélo,
¢ o seria la superficie de una vez dos pies? 82c-pag. 304.

%5 VAN-HIELE, Pierre M. EL PROBLEMA DE LA COMPRENSION. Tesis Doctoral. 1957. P4g. 88.
(Traduccion al espafiol realizada en 1990).
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Soc. —..Si uno lo siguiera interrogando muchas veces sobre esas mismas cosas y
de maneras diferentes, ten la seguridad que las acabaria conociendo con
exactitud, no menos que cualquier otro. 85c-pag. 311

3.2.7 El aporte de informacion

Algunas de las preguntas que se formulan brindan informacion necesaria
(definicion de nuevos conceptos, relaciones con otras ideas afines, ampliacién del
vocabulario, entre otros) para que el entrevistado razone y logre la comprensién
del concepto. Sin embargo, es importante advertir que la informacion suministrada
no debe sugerir ensefanza ni explicacion alguna.

Soc. — Los sofistas la llaman diagonal, y puesto que si diagonal es su nombre, de
la diagonal se llegara a obtener, como tu dices, servidor de Menén, la superficie

doble. 85b-pag. 311.

Van-Hiele habla acerca de la importancia del aporte de informacion cuando se
refiere a las preguntas-comprension:

De ahi que tendremos que perseguir una relacion profesor-alumno en que el
primero no actie como juez sino como persona en quien el alumno pueda confiar,
una tarea que considerando la historia de la ensefianza no resulta sencilla. En
este tipo de relacién, la pregunta-comprension adquiere un caracter muy distinto.
En cuanto se establece esta confianza entre el conductor y el sujeto las preguntas-
comprension ofrecen la informacion deseada tanto por el conductor como por el
sujeto. La pregunta-comprension debe ser de tal manera que resulte nueva para el
sujeto. Sélo asi el sujeto podra cerciorarse de su comprension cuando el
conductor califique su respuesta de correcta..>®

3.2.8 Laproblematizacién con las ideas

La reflexion por parte del entrevistado sobre sus concepciones alrededor del
concepto, le permiten hacerse conciente y enriquecer su propio saber o explicitar
sus carencias o dificultades. En el Gltimo caso, el entrevistado presenta un estado
de contradiccion, de problematizacion, de conflicto interno, de confrontacion con
sus ideas; algunas veces sus ideas cambiaran totalmente la estructura de
pensamiento que tenia del concepto (disonancia cognitiva), en otras, requerird de
la ayuda del entrevistador para elaborar, modificar o ampliar sus nuevas

6 VAN-HIELE, Pierre M. EL PROBLEMA DE LA COMPRENSION. Tesis Doctoral. 1957. P4g. 10.
(Traduccion al espafiol realizada en 1990).
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estructuras de pensamiento. EIl entrevistado deberéd centrar su atencién en el
conflicto de ideas para conseguir una mayor objetividad en sus respuestas.

El entrevistador debe parecerse al pez torpedo, aguel que entorpece al que se le
acerca y lo toca (vuelve aficos las creencias para racionalizar el conocimiento)
para obtener del entrevistado un conocimiento racionalizado y mas elaborado.

En la mayoria de los casos la situacion es distinta en la ensefianza de las
matematicas. Aungue alguna vez puede ocurrir que algun conflicto desencadene
la formacion de comprension, lo cierto es que esta formaciébn no suele ser
repentina sino que se alcanza tras la elaboracién minuciosa de un conflicto.®’.

Soc. — Entonces de la linea de tres pies tampoco deriva la superficie de ocho.
Servidor. — Desde luego que no.

Séc. — Pero entonces, ¢de cual? Trata de decirnoslo con exactitud. Y si no
quieres hacer calculos, muéstranosla en el dibujo.

Servidor. - jPor Zeus!, Sécrates, que yo no lo sé.

Soc. — ¢ Te das cuenta una vez mas, Mendn; en que punto se encuentra ya del
camino de la reminiscencia? Porque al principio no sabia cual era la linea de la
superficie de ocho pies, como tampoco ahora lo sabe aun, si embargo, creia
entonces saberlo y respondia con la seguridad propia dd que sabe, considerando
que no habia problema. Ahora, en cambio, considera que esta ya en el problema,
y como no sabe la respuesta, tampoco cree saberla.84a-pag. 308

3.2.9 El paso por los tres momentos

Se considera que el entrevistado pasa por tres momentos: Creer saber la
respuesta a la pregunta, luego, a través de las mismas preguntas darse cuenta
que no sabe (problematizandolo) y por ultimo, al estar en contradiccién consigo
mismo, se plantea la necesidad de llegar a la verdad, es decir, ala comprension
del concepto.

Soc. — Al problematizarlo y entorpecerlo, como hace el pez torpedo, ¢le hicimos
algun dafo?...

Le hemos hecho, al contrario, un beneficio para resolver como es la cuestion.

Ahora, en efecto, buscard de buen grado puesto que no sabe, mientras que
muchas veces antes, delante de todos, con tranquilidad, creia estar en lo cierto al
hablar de la superficie doble y suponia que habia que partir de una superficie del
doble de largo...

>"VAN-HIELE, Pierre M. EL PROBLEMA DE LA COMPRENSION. Tesis Doctoral. 1957. Pag.34.
(Traduccion al espafiol realizada en 1990).
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¢, Crees acaso que él hubiera tratado de buscar y aprender esto que creia que
sabia, pero ignoraba, antes de verse problematizado y convencido de no saber, y
de sentir el deseo de saber? 84b-pag. 308

3.2.10Lared de relaciones

Las preguntas deben estar formuladas de manera que el entrevistado construya
una red de relaciones alrededor de un concepto, recurriendo a sus elementos
sobre los cuales va a razonar. La construccion de la red se facilita mediante
mecanismos concretos: visual-geométricos, verbales o escritos.

Soc. — Entonces de la linea de tres pies tampoco deriva la superficie de ocho.
Servidor. — Desde luego que no.

Soc. — pero entonces, ¢De cual? Trata de decirnoslo con exactitud. Y si no
quieres hacer céalculo, muéstranosla en el dibujo. 83e-pag. 308.

Por su parte van Hiele afirma:

La red de relaciones es, ralmente, el objetivo al que nos dirigimos en nuestro
programa. Sin embargo, como profesores, debemos recordar siempre que esta
red de relaciones deberia aparecer durante el proceso de aprendizaje y a partir de
situaciones concretas. Solo entonces podemos esperar el desarrollo de una
estructura reversible, es decir una estructura en la que los nifios puedan encontrar
su camino de vuelta de relaciones abstractas a situaciones concretas..>®

3.3. Laentrevista

Se ha mencionado que la entrevista esta concebida como una red de relaciones,
permitiendo que detras de cada pregunta se esconda una intencionalidad que sélo
el entrevistador coroce y que a medida que se avanza en su aplicacion, el
entrevistado entreteja, relacione, razone, reflexione e infiera a partir de su red de
relaciones. En este estudio, la red de relaciones sobre la cual el entrevistado
razonara sera la nocion de limite. En esta red intervienen conceptos tales como
area, superficie, serie infinita, aproximacion y suma de una serie infinita.

Es importante resaltar que para el disefio de esta entrevista, muchos de los
conceptos que gravitan alrededor de la nocion de limite estan implicitos o

*8VAN-HIELE, Pierre M. EL PROBLEMA DE LA COMPRENSION. Tesis Doctoral. 1957. Pag.144.
(Traduccion al espafiol realizada en 1990).
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encubiertos. Se espera que el entrevistado los relacione de forma intuitiva y
espontanea (insight) para lograr que responda acertadamente las preguntas. Una
vez el entrevistado haya sido sometido a esta experiencia pedagdégica, se puede
afirmar en términos de van-Hiele, que éste ha extendido su estructura sobre la
nocion de limite.

Guion de entrevista clinica de caracter socréatico para una manifestacion de
lanocion de limite en el marco del modelo de van-Hiele
Concepto: Limite

Manifestacion: El limite como suma (convergencia) de una serie infinita de
términos positivos.

Mecanismo: Una componente visual-geométrica en su aspecto bidimensional
como suma de areas de figuras geométricas planas (areas de escaleras).

Contenido del guién-entrevista:

1. En la siguiente imagen se observan superficies planas ¢puedes mencionar
algunas?

5&

¢, Cuales?
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2. Observa las siguientes figuras geométricas:

¢ Consideras que estas figuras podrian tener la misma superficie y la misma area?

3. ¢Crees que estas dos figuras que se muestran a continuacion podrian encerrar
la misma cantidad de superficie?

¢, Por qué?
Aporte de informacion:

La nocién de superficie es lo que se refiere a la forma geométrica, hay superficies
rectangulares, triangulares, circulares, etc.; la nocién de area es lo que se refiere
al tamafio, es la medida de una superficie (cantidad de superficie).

4. ¢Se podria decir que la siguiente superficie rectangular esta dividida en dos
superficies de igual area?

¢ Por qué?
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5. Dada una superficie rectangular:

¢,De cuantas maneras crees que es posible dividirla en dos superficies iguales?

Sefalalas.

6. Ahora, considera la siguiente superficie:

Si a esta superficie le disponemos otra igual, asi:

¢ Cudl crees que sera la suma de las areas de las superficies?

¢ Por qué?
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7. Considera la siguiente superficie:

Si al lado de ésta disponemos otra igual y repetimos un numero determinado de
veces el proceso:

¢ Cudl crees que sera la suma de las areas de las superficies?

¢ Por qué?
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8. Observa la siguiente secuencia de imagenes
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¢ Cuanto mas crees que nos podriamos alejar a partir de la primera imagen?

¢ Cuanto mas crees que nos podriamos acercar a partir de la Ultima imagen?

9. Considera la siguiente superficie:

Si al lado de ésta disponemos otra igual y repetimos infinitamente este proceso:

L

¢ Cudl crees que sera la suma de las areas de las superficies?

¢Por que?
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10.Si se tiene una disposicion de infinitas superficies iguales como muestra la
figura:

¢, Crees que seria posible considerar esa disposicidon de estas otras maneras?

¢Por qué?

11. Considera la siguiente superficie:
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Si al lado de ésta disponemos otra de igual base que el anterior, pero de doble
altura y repetimos infinitamente este proceso, asi:

¢ Cudl crees que sera la suma de las areas de los rectangulos?

¢ Por qué?

Aporte de informacion:

Llamaremos escalera a la disposicion de rectangulos de izquierda a derecha, de
forma tal que tengan igual base y estén uno a continuacion de otro en forma
horizontal. Si cada rectangulo tiene mayor altura que el inmediatamente anterior
la llamaremos escalera creciente, si se disponen infinitos rectdngulos de esta
manera, escalera infinita creciente. Si por el contrario, cada rectangulo tiene
menor altura que el inmediatamente anterior, la llamaremos escalera
decreciente, si se disponen infinitos rectangulos de esta manera, escalera
infinita decreciente. Asi mismo, llamaremos area de una escalera a la suma de
las areas de los rectangulos que la conforman.

12.En la siguiente escalera decreciente cada rectangulo tiene la mitad de la altura
del rectangulo inmediatamente anterior:
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¢, Cudl crees que es el area de la parte sombreada con respecto al area del primer
rectangulo?

13.En la siguiente escalera finita decreciente cada rectangulo tiene como altura la
mitad de la altura del rectangulo inmediatamente anterior:

¢, Cual crees que sera el area de la escalera?
¢Por qué?

14.En la siguiente escalera infinita decreciente cada rectangulo tiene como altura
la mitad de la altura del rectdngulo inmediatamente anterior:

Si tomamos un rectangulo cualquiera de la escalera, diferente al primero, ¢ qué
area tendra con respecto al area del rectangulo inmediatamente anterior?

15.En la siguiente escalera infinita decreciente cada rectangulo tiene como altura
la mitad de la altura del rectangulo inmediatamente anterior:

- w

¢, Cual crees que sera el area de la escalera?
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16. Si dividimos un rectangulo en dos superficies de igual area y sombreamos una
de ellas, asi:

Se toma la superficie que ha quedado sin sombrear y la dividimos en dos
superficies de igual area sombreando una de ellas, asi:

De nuevo se toma la superficie que ha quedado sin sombrear y la dividimos en
dos superficies de igual area sombreando una de ellas, asi:

y continuamos este proceso infinitamente, ¢cual sera la suma de las areas de las
superficies sombreadas ?

17.El siguiente rectangulo se ha divido a la mitad; luego, la parte superior a la

mitad; de nuevo, la parte superior a la mitad, y asi sucesivamente como
muestra la figura:
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¢, Crees que es posible disponer las superficies rectangulares en las que ha
quedado dividido el anterior rectangulo como una escalera infinita decreciente en
la que la altura de cada rectangulo es la mitad de la altura del anterior, como
muestra la figura?

¢Por qué?

18.Considera la siguiente escalera infinita decreciente en la que la altura de cada
rectangulo es la mitad de la altura del anterior.

I |

¢, Cual crees que sera el area de la escalera?

¢ Por qué?

19. Considera la siguiente escalera infinita decreciente en la que cada rectangulo
tiene la mitad de la altura del anterior:

Utilizando los rectangulos de esta escalera, ¢crees que es posible a partir del
primero, formar una escalera creciente?

¢Por qué?
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20.Considera la siguiente escalera infinita decreciente en la que la altura de cada
rectdngulo es la mitad de la altura del anterior:

Si al lado del primer rectangulo disponemos los infinitos rectangulos siguientes,
asi:

¢,Cual es el area de esta escalera?
¢ Por qué?

Aporte de informacion:

La razdon de dos areas es el cociente de sus valores en la misma unidad de

medida. Diremos que una escalera tiene razon si la razon entre las areas de dos
rectangulos adyacentes es siempre la misma (constante).

La razén de una escalera seré el cociente entre las areas de un rectangulo dado

y el inmediatamente anterior.

21.En la siguiente escalera infinita decreciente cada rectangulo tiene como altura
la tercera parte de la altura del rectangulo inmediatamente anterior.

¢,Cual es la razon de la escalera?
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22.Considera la siguiente escalera infinita decreciente en la que la altura de cada
rectangulo es la tercera parte de la altura del anterior:

¢, Crees que seria posible disponer los rectangulos de esta escalera y formar una
escalera infinita creciente?

¢ Por qué?

23.Considera la siguiente escalera infinita decreciente en la que la altura de cada
rectangulo es la tercera parte de la altura del anterior:

¢, Crees que el area de la anterior escalera es infinita?

¢ Por qué?

Aporte de informacion:

Llamaremos escalera armonica a la escalera infinita decreciente donde la altura
del segundo rectangulo es la mitad de la altura del primero, la altura del tercero es
un tercio de la altura del primero, la altura del cuarto es un cuarto de la altura del
primero, y asi swcesivamente:

24.Considera la escalera armdnica

¢,Cual es la razon de la escalera?

¢Por qué?
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25. Considera la escalera armonica:

¢, Cual crees que sera su area?

¢Por qué?

26.Considera la escalera armonica:

| ...

¢, Crees que es posible disponer sus rectangulos de la manera como se muestra
en la figura: al lado del segundo rectangulo disponemos los dos rectangulos
siguientes, luego los cuatro rectangulos que siguen, y asi sucesivamente
formando una escalera infinita creciente a partir del segundo rectangulo?

¢ Por qué?
Aporte de informacion:

La escalera armodnica se puede volver creciente.
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27.Considera la escalera que se forma con los rectangulos de la escalera
armonica:

¢, Qué podria afirmarse con respecto al area de esta escalera?

28. ¢, Crees que cualquier escalera infinita decreciente tiene area?

¢ Por qué?

29. ¢, Siempre es posible construir una escalera infinita decreciente a partir de un
rectangulo?

¢Por qué?

30. ¢ Siempre es posible construir un rectdngulo a partir de una escalera infinita
decreciente?

¢Por qué?

31.¢ Cuadles crees que serian las condiciones que se deben cumplir para que una
escalera infinita decreciente tenga area?

3.4. Analisis del guidn-entrevista

Se describiran las caracteristicas del guion entrevista para dar una idea global de
su intencionalidad. Se especificard el mecanismo a utilizar, analizando con
atencion la red de relaciones que hay inmersa y los conceptos encubiertos, y
finalmente se detallard la manera en que los estudiantes responden cada
pregunta, de acuerdo con los resultados obtenidos en su aplicacién a una muestra
de estudiantes de grado 11° de la Institucién Educativa Concejo de Medellin y de
estudiantes de Ingenieria y de Licenciatura en Educacion Matematica de la U. de
A. para luego hipotetizar descriptores de nivel para la nocion en cuestion.
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3.4.1 Manifestacién de la nocion tratada en el guidn entrevista

Se trata de concebir la nocion de limite como la suma de una serie infinita de
términos positivos. Para tal efecto, se abordar4 en forma intuitiva y de manera

. . L. , 1 1 . L.
encubierta con las series geométricas de razon E’ 5 y la serie armodnica,

utilizando el mecanismo que mencionaremos a continuacion.

3.4.2 Mecanismo autilizar en el guidon-entrevista

Basicamente el mecanismo lo constituye el material (no necesariamente tangible)
con que se motivara al razonamiento sobre la manifestacion del limite como una
suma o convergencia de una serie.

Para este caso, nuestro mecanismo serd dotar la suma de una serie infinita de una

componente visuakgeométrica en su aspecto bidimensional, calculando el area de
una escalera infinita, si existe.

3.4.3 Caracteristicas generales del guion entrevista

Para el inicio de la entrevista, el entrevistado debe reconocer las ideas y
conceptos de figura geométrica plana (rectangulo, cuadrado), forma, tamafio,
largo, ancho y la relacion parte-todo (mitad de..., tercera parte de..., cuarta parte
de..., entre otras).

El guidon-entrevista se ha dividido en varios blogues de preguntas, segin su
intencionalidad, es decir, de acuerdo a la manera de como el conjunto de
preguntas permiten detectar cada uno de los niveles de razonamiento. A
continuacion se explica en forma general cada bloque de preguntas.

Primer bloque: Preguntas 1, 2, 3,6, 7,12, 13, 14, 21y 24 (10 preguntas). En
este primer bloque, el guion de entrevista esta disefiado con una doble intencién:
por un lado, propiciar que el entrevistado responda desde su experiencia cotidiana

con el fin de darle confianza, es decir, que responda con naturalidad y en forma
espontanea, disminuyendo la presion que ejercen las preguntas acerca del saber
matematico; por otro lado, facilitar que el entrevistado razone acerca de la relacion
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conceptual existente entre lo que es superficie, area, razon de una escalera y el
area de la misma.

En cuanto a la relacion conceptual entre superficie y area, se pretende que el
entrevistado asocie la idea de forma al concepto de superficie y la idea de
cantidad o tamafio de una superficie al de area. De esta forma el entrevistado
debera llegar a la conclusion de que dos figuras que representen igual superficie
no implica necesariamente que tengan igual area, y viceversa, dos figuras que
tengan igual area no representan igual superficie. En estas primeras preguntas
los conceptos de figuras congruentes vy figuras equivalentes, aunque juegan un
papel importante, estan encubiertos, sin embargo, es de esperar que en muchos
casos el entrevistado aflore muchas conjeturas al respecto, por ejemplo: “Figuras
congruentes implican igual superficie y a su vez igual area, pero igual area no
implica igual superficie y a su vez no implica congruencia de figuras”.

En cuanto a la relacién entre el concepto de razén de una escalera y el area de
una escalera infinita, el entrevistado evocara en su mente ciertas conjeturas al
respecto: ¢qué pasa con el area de una escalera infinita si ésta carece de razon?,
¢ qué pasa con la razon de una escalera si el rea de esta es infinita?

Segundo bloque: Preguntas 5, 8, 9, 10, 11, 16, 17, 26, 27 y 29 (10 preguntas).
Se somete por primera vez al entrevistado a un proceso de razonamiento infinito
mediante el uso de la relacion parte-todo, dividiendo, sombreando superficies y
enunciando el numero de formas en que es posible dividir una superficie dada en
dos de igual area. Ademas, la pregunta 8 muestra una secuencia de imagenes
gue plantean un zoom hacia dentro y hacia afuera. Las preguntas de este bloque
pretenden que el entrevistado pase por los tres momentos mencionados en el
decalogo (Seccion 3.2.8): Creer que sabe la respuesta a la pregunta, darse cuenta
gue no la sabe (entorpecerlo) y por ultimo, llegar a su comprension mediante un
proceso de razonamiento, en este caso, a través del mecanismo visual-geométrico
de suma de areas y usando el concepto de razon de una escalera.

Algunas preguntas presentan secuencias de rectangulos congruentes: un numero
finito de veces (proceso de razonamiento finito), luego n veces (proceso de
razonamiento finito generalizado), y por ultimo un numero infinito de veces
(proceso de razonamiento infinito) para que en cada caso determine, si es posible,
la suma de sus areas. Luego, con la ayuda diferentes secuencias infinitas de
rectangulos, el entrevistado reconocera que una escalera se puede obtener a
partir de otra, disponiendo de diversas maneras los rectangulos que la componen,
reconfirmando con esto su proceso de razonamiento infinito. Este es el momento
en el que se definen las escaleras como secuencias de rectangulos adyacentes de
igual base, sean crecientes o decrecientes. Luego, se le presenta una escalera
infinita creciente (en la cual cada rectangulo tiene el doble de altura de su
predecesor) y una escalera infinita decreciente (en la que cada rectangulo tiene la
mitad de la altura de su predecesor). Se espera para cada caso que el
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entrevistado responda que el area de estas escaleras es infinita (haciendo uso del
concepto imagen®® con que ha venido trabajando), no siendo esto verdadero para
la Gltima escalera.

En segundo lugar, se le presenta un rectangulo en el cual el entrevistado debera
ejecutar el procedimiento de dividir a la mitad y sombrear una de ellas, repitiendo
este procedimiento varias veces con la parte que queda sin sombrear. El
observara que a medida que ejecute la accibn de sombrear, ira cubriendo cada
vez mas el rectangulo original sin rebasarlo. Se espera que relacione esta accion
con el &rea de la escalera infinita decreciente presentada en la pregunta 13, para
que conjeture si una suma infinita de areas puede tener resultado finito (aunque en
algunos casos, los entrevistados se refieren a los términos tender o
aproximarse®®). Se motiva el interés del entrevistado por conocer cudles son las
condiciones bajo las cuales una escalera infinita tiene area finita.

Tercer bloque: Preguntas 4, 15, 18, 19, 20, 22, 23, 25 28, 30 y 31 (11
preguntas). Con este ultimo bloque de preguntas se pretende que el entrevistado
descubra las condiciones que se deben cumplir para que una escalera infinita
tenga area.

Para esto, es necesario que el entrevistado razone sobre como fue construida la
escalera infinita. Por ejemplo, si el area de cualquier rectangulo tiene o no
relacion constante con el inmediatamente anterior, caso en el cual se estaria
tratando de manera encubierta el concepto de razén entre areas; o si el area de
cada rectangulo tiene relacién so6lo con el primer rectangulo de la escalera, como
es el caso del analogo geométrico de la serie armonica, la cual se definié como la
escalera armonica. Estos razonamientos le permitirAdn hacer relaciones
importantes para determinar cuando una escalera infinita decreciente tiene area y
cuando no (preguntas 19, 22 y 26), es decir, si no es posible disponer sus

® TALL, D. O. Y VINNER, S.: "Concept Image and concept definition in mathematics with
particular reference to limitis and continuity”. Educational Studies in Mathematics vol 12 n°® 2, pp.
151-169, 1981.

€0 CORNU, B.: "Limits" in "Advanced Mathematical Thinking", cap. 1 O, p. 153 -166. Kluwer Ac.
Pub. 1991
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rectangulos para formar una escalera infinita creciente, entonces sera posible
encontrar suarea, de lo contrario no la tendra.

3.4.4 Analisis de las preguntas

En esta seccion se explica la intencionalidad de cada una de las preguntas, de tal
forma que se logre comprender la red de relaciones que hay alli intrinseca. Sera
necesario entonces retomar algunos conceptos matematicos, algunos de ellos ya
analizados, que ayudaran al entrevistado a construir su red de relaciones para
alcanzar un nivel de razonamiento avanzado.

El eje central del guidn entrevista para la nocion de limite como suma de una
serie infinita es el &rea de una escalera, y dado que tiene una componente de
manipulacion aritmético-algebraica a la cual todo entrevistado intenta recurrir, pero
gue no es el propdsito de la entrevista, se hace necesario que las preguntas estén
disefiadas de tal forma que el entrevistado llegue al concepto, acudiendo so6lo a la
componente visual geométrica.

Para la docencia de las Mateméticas es de suma importancia disponer de una
imagen intuitiva de un concepto formal no trivial; parece natural entonces
plantearse una estrategia docente distinta de la habitual. En el guidn entrevista se
plantea una visualizacibn geométrica que debera permitir al entrevistado
comprender y asimilar el mecanismo subyacente a la convergencia de una serie, y
por tanto, el proceso de razonamiento infinito que conlleva, evitando los
obstaculos de comprension asociados a: la notacion simbdlica, los célculos
algebraicos, las ideas previas y las imagenes erroneas.

Pregunta 1. Se pretende inspirarle confianza al estudiante, trayendo a su mente
sus experiencias cotidianas a partir de la imagen de una escalera, preguntandole
por las figuras planas que él puede observar alli. Al parecer, la pregunta no
sugiere en ningun momento que se trata de un test relacionado con conceptos
matematicos.

Pregunta 2. El estudiante identificard figuras geométricas planas tales como: un
cuadrado, un rectangulo y un triangulo. Esto con el fin de familiarizarlo con las
ideas de superficie y area, que se utilizaran a través de toda la entrevista.
Inicialmente, se pretende conocer qué es lo que él cree saber acerca de estos
conceptos y si evoca alguna diferencia entre ellos, o si por el contrario, manifiesta
gue los conceptos son equivalentes.

Sabemos que en algunos campos de las ciencias, por ejemplo para la Fisica, la

diferencia entre estos dos conceptos no es importante ni necesaria para el
desarrollo y comprension de sus teorias. Sin embargo, en el campo de las
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Matematicas, especificamente en la Geometria, si lo es, puesto que ésta exige
para la comprension y desarrollo de sus estructuras, rigurosidad y precision a la
hora de definir cualquiera de sus conceptos. Algunas de las preguntas posteriores
le permitirdn al entrevistado corroborar su saber o lo inducirdn a razonar sobre la
diferencia entre estos conceptos.

Pregunta 3. Se le presenta un cuadrado y un rectangulo no cuadrado para que
manifieste, si estas figuras geométricas pueden encerrar o no la misma cantidad
de superficie. Esto con el fin de que comience a asociar la cantidad de superficie
encerrada con el area, y que ésta Ultima es independiente de la forma que tengan
las figuras geométricas; de esta manera la forma comenzaré a estar asociada con
la idea de superficie.

En caso de que el entrevistado no conteste correctamente, el entrevistador debera
intentar con otras preguntas alternas para que el estudiante establezca la
diferencia entre los conceptos mediante el razonamiento, para poder proseguir con
la entrevista (de aqui la importancia que la entrevista no puede ser inflexible, es
decir, se trata de una entrevista semi-estructurada). La division de un cuadrado en
dos superficies para luego “acoplarlas” y formar un rectangulo no cuadrado es una
buena alternativa para el entrevistador y asi lograr que los entrevistados puedan
establecer la diferencia entre area y superficie. Sin embargo, de acuerdo a la fase
de experimentacion que se ha llevado a cabo, se hace necesario brindar un aporte
de informacion para precisar estos conceptos. Por ejemplo, la mayoria de los
entrevistados no percibian ninguna diferencia entre area y superficie. Sin
embargo, a medida que se avanzaba en la entrevista, ellos sentian la necesidad
de establecer la diferencia.

La experiencia docente ha mostrado que la cotidianidad, al parecer, no exige
rigurosidad o formalismos en el uso de algunos conceptos matematicos, o que se
atribuyen propiedades a ciertos conceptos que no las tienen; tal es el caso de los
estudiantes, cuando afirman que un cuadrado no es un rectangulo, o cuando
asocian el concepto de unidad cuadrada a un cuadrado de lado a y no logran
representarla como un rectangulo, por gemplo, de largo 2a y ancho a/2, entre
otros.

0/

20
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Preguntas 4 y 5. Cuando se le pide al entrevistado que divida una superficie
rectangular en dos superficies de igual area, tiene la tendencia a dividirla
tranzando las diagonales o uniendo los puntos medios de sus lados opuestos, asi:

Estas preguntas abren la posibilidad de que el entrevistado empiece a razonar

sobre procesos infinitos, pues algunos pocos contestan que hay infinitas formas de
dividirlo en dos superficies congruentes.

Es importante que el entrevistado, desde el punto de vista geométrico, reconozca
que el segmento de recta esta compuesto por infinitos puntos, lo cual la mayoria
de los entrevistados lo hace. De esta forma se pueden trazar infinitas rectas que
unen los lados opuestos para dividir el rectdngulo presentado en dos superficies
de igual area e igual superficie (y por supuesto congruentes).

Aunque algunos de los entrevistados responden inicialmente que sélo hay cuatro
maneras de realizar la division de una superficie dada en dos superficies
congruentes, luego de un proceso de razonamiento geométrico, y motivados por la
pregunta 4, comprenden que son infinitas las posibilidades, ya que un segmento
geométrico estd compuesto de infinitos puntos (componente visual-geométrica).
Se espera que el entrevistado conjeture la condicion de congruencia que debe
cumplirse entre los segmentos en que han quedado divididos los lados opuestos,
para obtener la igualdad de areas, como se muestra en la figura anterior.

Otro concepto encubierto que hay en la pregunta, es el de figuras planas
equivalentes, las cuales tienen igual area, independiente de su forma (superficie).
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Preguntas 6, 7 y 9. Estas preguntas presentan dos escaleras de razén 1, una
finita y la otra infinita. Tales escaleras corresponden a las series de términos

. 3 3 . .
positivos constantes g 1=n y a 1=¥, la primera convergente (existe su
i=1 i=1
limite, el cual corresponde al area de la escalera respectiva) y la otra divergente
(no tiene limite, luego su escalera respectiva carece de area).

Cuando se le solicita al entrevistado que sume unidades cuadradas iguales, una a
una, que ira disponiendo en forma horizontal, un nimero finito de veces, luego n
veces Yy por ultimo infinitas veces (pasando por el proceso de razonamiento finito,
finito generalizado e infinito), el entrevistado tendera a hacer una asociacion de
esta secuencia a la secuencia de los numeros naturales, luego, cuando se le
pregunta por la suma total al ejecutar el proceso de adicionarlas una a una, finitas
veces, €l respondera acertadamente sin necesidad de acudir a ningun célculo
aritmético complejo (sélo haciendo una correspondencia con la sucesion natural).
Al preguntarle por una adicion infinita de unidades cuadradas, él respondera, sin
vacilacion, que la suma sera infinita.

De acuerdo a lo observado en la fase de experimentacion, el entrevistado halla la
suma de las primeras unidades cuadradas, acudiendo al concepto de suma parcial
en forma implicita. Por ejemplo:

1 1+1=2 2+1=3

También, se observd que la mayoria de los entrevistados acuden al proceso de
subitizacién® cuando se trate de sumar hasta cuatro unidades cuadradas.

Pregunta 8. La secuencia de fotografias muestra inicialmente un punto en el
espacio que representa nuestra galaxia (la via lactea) a una distancia de 10
metros (10 millones de afios luz) de la superficie terrestre, y a medida que se hace

®1 proceso de subitizacion. Proviene del adverbio latino “stbito”. Es una técnica mediante la cual
el ojo reconoce inmediatamente el nimero de elementos que hay en un conjunto cuando este no
sobrepasa los cuatro; sin necesidad de que haya conteo. LA ENSENANZA DE LAS
MATEMATICAS Y SUS FUNDAMENTOS PSICOLOGICOS. RESNICK, Lauren y FORD Wendy.
Ediciones Paid6s. 12 ed. 1990
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un acercamiento a la tierra en potencias de 10, se observa el sistema solar, las
Orbitas descritas por los planetas, la tierra, el hemisferio occidental, el sur-este de
la florida, un arbol, una de sus hojas, una de sus células, el nicleo de una célula,
una cadena de DNA, un atomo de carbono, un electron; hasta observar finalmente
a 10718 metros (100 attémetros) un quarks.

Con estas fotografias se quiere que el entrevistado razone acerca del infinito
potencial y comience a establecer una diferencia entre lo matematicamente
posible y lo materialmente posible, preguntandole si es posible un mayor
alejamiento a partir de la primera fotografia o un mayor acercamiento a partir de la
ultima fotografia, es decir, si se puede hacer un zoom hacia adentro o hacia
fuera, tanto como se quiera.

Preguntas 10 Y 11. Estas preguntas haran que el entrevistado siga razonando
acerca de las sumas infinitas de areas de figuras planas, en el que nuevamente
afirmara sin vacilacion que el resultado sera infinito, y que dado el hecho de que
se tienen inicialmente infinitas unidades cuadradas en la pregunta 10, se pueden
hacer otros arreglos geometricos.
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1 2
De forma encubierta, se tratan las series de términos positivos: §i=1, §i=3,
i=1 i=1

ai=6, etc. y ademas g i =¥, que corresponden a la primera disposicion,
i=1 i=1
y las series de términos positivos:
1

2 3 ¥
§2t=1, §27'=3, §2*=7,etc.yademas § 2"'=¥, que corresponden
i=1 i=1 i=1 i=1
a la segunda disposicion.

En la pregunta 11, el estudiante usualmente comienza a sumar las areas de los
primeros rectangulos en cada disposicion, haciendo uso de la estructura visual
incorporada ya en su red de relaciones (para unos pocos rectangulos), o acude
nuevamente a las sumas parciales, expresando verbalmente célculos aritméticos
simples, aunque se le pregunte por la suma de las areas de los infinitos
rectangulos.

1 1+2=3 3+4=7

Se le pregunta por la suma de las areas de los infinitos rectangulos y no por la
suma de las areas de los nésimos rectangulos, ya que no se pretende que el
entrevistado haga un analisis aritmético o algebraico, como por ejemplo, llegar a

) + A .
calcular las sumas: é [ :w y é 21 =2"-1 que representan las &reas de
i=1 i=1
los primeros n rectangulos en cada una de las disposiciones. Se aclara que antes

ya se habia preguntado por la suma de las areas de finitos rectangulos.

Pregunta 12. Previamente, se le brinda al entrevistado la informacién relacionada
con los conceptos de: escalera, escalera creciente, escalera infinita creciente,
escalera decreciente, escalera infinita decreciente y area de una escalera. Tal
informacion lo habilita del mecanismo de las escaleras, para que comience el
proceso visual geométrico de reconocer cuando una escalkra tiene area y cuando
no.

Cabe anotar que aunque se use e forma implicita el concepto de razén de una
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escalera, el entrevistador le hace explicita esta informacion en la pregunta 20.

El objetivo de la pregunta es que el entrevistado traiga a su mente un
reconocimiento simplemente visual de la relacion parte-todo, a través de la
presentacion de la escalera finita decreciente de cuatro peldafios en la cual cada

, . . . . 1
rectangulo tiene como altura la mitad del anterior (razon E)' Entonces, se le

presenta el ultimo peldafio sombreado y se le pregunta cual es la parte sombreada
con relacion al primer rectangulo de la escalera. Es necesario aclarar, que para
efectos de este reconocimiento visual, no es necesario hacer todo un estudio de
los nimeros racionales. Todos los entrevistados deben lograr un reconocimiento
visual geométrico de la relacion parte-todo para conseguir un nivel avanzado de
razonamiento del concepto objeto de estudio.

Pregunta 13. Esta pregunta le indica al entrevistado cOmo esta construida &
escalera finita decreciente: cada rectangulo tiene la mitad de la altura del primero.
Pues bien, al hacerle la pregunta de cudl es el area de la escalera, se pretende
que el entrevistado recurra al aspecto geométrico, teniendo como eferencia la
definicion de escalera (los rectangulos que la forman tienen igual base) y a la
forma de como estéd construida: € area de la escalera corresponde al area del
primer rectangulo, mas la mitad de su &rea, mas la cuarta parte de su area, mas la
octava parte de su area. Aunque el objetivo de la pregunta no es que los
entrevistados recurran a calculos aritméticos, algunos de ellos lo hacen, sin
embargo, depende en gran medida de cémo el entrevistador haga la pregunta,
incitando y motivando para que respondan haciendo uso solo de la componente
visual geométrica.

Pregunta 14. Se presenta una escalera infinita decreciente, en la cual cada
rectangulo diferente al primero, tiene la mitad de la altura del inmediatamente
anterior. Se le pregunta por el area de cada rectangulo con respecto al
inmediatamente anterior. Aunque parece una pregunta con respuesta bastante
evidente, ayuda a afianzar el concepto de escalera infinita decreciente y se
comienza a usar en forma implicita el concepto de razén de una escalera, que
mas adelante se le hard explicito. Todo esto con el fin de que caracterice algunas
escaleras, segun su forma de construccion, para que posteriormente conjeture
cuales de ellas tienen area y cuales no (analogos de las series convergentes y las
series divergentes).

Pregunta 15. Nuevamente se le presenta la escalera infinita decreciente de razén
1 . . : .
> pero ahora, se le pregunta por su area. Se evidencia en los entrevistados la

falsa mncepcion de que procesos infinitos siempre arrojan resultados infinitos;
pues, la mayoria de ellos contestaron que el area es infinita debido a que la
superficie es infinita (ya que la escalera estd compuesta por infinitos rectangulos).
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En este caso, el entrevistado pasa por el momento de creer saber la respuesta a
lo que se le pregunta, pero, el entrevistador, haciendo otras preguntas, lograra , en
términos de SdAcrates, entorpecerlo, para asi hacerle caer en cuenta de su error.

La escalera infinita decreciente de razon E aunque tiene superficie infinita, tiene

area finita que es igual a dos veces el area del primer rectangulo.

Pregunta 16. Con esta pregunta el entrevistador actlia por primera vez como pez
torpedo, ya que el entrevistado razona acerca de su falsa concepcién
(problematizandolo) de que la suma de las areas de un rectangulo, mas su mitad,
MA&s su cuarta parte, mas su octava parte, y asi sucesivamente, infinitas veces, es
infinita. Visualmente se puede apreciar el proceso infinito de dividir un rectangulo
en dos partes iguales, sombrear una de ellas, la parte que queda, dividirla en dos
partes iguales y sombrear una de ellas, y asi sucesivamente, para llegar a la
conclusion de que el area total sombreada es el area total del rectangulo. Se
requiere que el entrevistado evoque esta idea, tratando encubiertamente el
concepto de limite, pues el limite de las sumas parciales de las &reas sombreadas
corresponde a la suma de la serie infinita asociada, es decir, a area total del
rectangulo.

Matematicamente , se trata de visualizar la serie geométrica de razon 3 (para este

o1
caso comenzando con el término E).

Pregunta 17. EI objetivo de la pregunta es lograr que el entrevistado visualice que
un rectangulo dividido a su vez en varios rectangulos (a la mitad, luego la
superficie que queda a la mitad y asi sucesivamente) se puede representar como
una escalera infinita decreciente y viceversa; esto lo llevar4d una vez mas a
consolidar su red de relaciones y comprender que ambas superficies tienen area
finita. Obsérvese que dado el rectangulo es facil visualizar tal conjetura, sin
embargo, dada la escalera infinita decreciente, le es mas dificil decidir si ella tiene
area o no. Algunos entrevistados empiezan a preguntarse si, ¢dada cualquier
escalera infinita decreciente, ésta se podra disponer en un rectangulo de area
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finita?

~x_

Pregunta 18. Recordemos que una de las caracteristicas de una entrevista
socratica es que su guidn contenga preguntas de confirmacion (ver seccion 3.2.6),
Una vez el entrevistador haya problematizado al entrevistado, pero también haya
dado elementos para sacarlo de esa problematizacion, creando una ruptura en sus
falsas concepciones. Esta pregunta nuevamente indaga acerca del area de &

escalera de razon % (la misma pregunta 15), pero ahora se espera que el

entrevistador no dude en responder correctamente.

Pregunta 19. Al aplicar la entrevista se observa que la mayoria de los
entrevistados reconocen que una escalera infinita creciente no tiene area, ya que
sus rectangulos cada vez seran mas grandes y ademas hay infinitos de ellos. A
esta conjetura, llega inicialmente de manera visualgeométrica. Es por esto que se

les pregunta si la escalera infinita decreciente de razén 3 se puede disponer en

forma de escalera infinita creciente, a lo cual deberan responder que no es
posible, ya que la primera tiene area, pero la segunda no. Pero... ¢Ninguna
escalera infinita decreciente se podra disponer en forma de escalera infinita
creciente?

Pregunta 20. Esta pregunta & confirma al entrevistado que la escalera infinita
decreciente de razon 3 no se puede convertir en una escalera infinita creciente,

ya que al disponer todos sus rectangulos, a partir del segundo, tal como lo
muestra la figura, no sobrepasaran la altura del primer rectangulo. Ademas,
también se visualiza que el area de esta disposicion infinita es dos veces el area
del primer rectangulo.
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Pregunta 21. Previa a esta pregunta, el entrevistador hace un aporte de
informacion acerca del concepto de razén de una escalera. Esta pregunta ilustra

, L 1
tal informacion al presentarle una escalera de razon 3

Pregunta 22. Se le pregunta al entrevistado si la escalera infinita decreciente de
razon % se puede disponer en forma de escalera infinita creciente. El entrevistado

deberd observar que la razon de esta escalera es menor que la razon de la
escalera con la que ha venido trabajando y por lo tanto, tampoco sera posible
convertirla en escalera infinita creciente. Esta pregunta es de confirmacion.

Pregunta 23. Se pretende que el entrevistado decida si la escalera de razén %

tiene area o no (se asumira que una escalera que no tiene area es una escalera
de area infinita). En este caso, el entrevistado razona mas acerca de su respuesta
y por lo tanto le toma mayor tiempo. Se quiere que conjeture el siguiente hecho:
una escalera infinita decreciente tiene area cuando no se pueda convertir en
escalera infinita creciente”.

Pregunta 24. Previamente, se brinda la informacion acerca de lo que es una
escalera armodnica: una escalera infinita decreciente en la cual el segundo
rectangulo tiene como altura la mitad del primero, el tercero tiene como altura la
tercera parte del primero, el cuarto tiene como altura la cuarta parte del primero y
asi sucesivamente. El entrevistado deberd observar que cada uno de los
rectangulos de esta escalera estd formado con respecto al area del primer
rectangulo y no con respecto al area de su inmediatamente anterior. De acuerdo a
esta definicion, el entrevistado deduce que la escalera armonica carece de razon;
él, ademas, se enfrenta a los siguientes interrogantes: ¢ Tendra alguna relacion la
razbn de una escalera con su area?, ¢tendra alguna relacion la razén de una
escalera con el hecho de no poderse volver creciente?

Pregunta 25. Se quiere ahora que el entrevistado decida si la escalera armonica
tiene area o no. Algunos entrevistados persisten en el concepto-imagen de que
todas las escaleras infinitas decrecientes tienen &area, otros comienzan a
establecer relaciones entre el area de una escalera, su razon y si es posible
disponerla 0 no en forma de escalera infinita creciente. Como la escalera
armonica no tiene razén, algunos entrevistados responden que no tiene area, y
aunque este no es un argumento valido, la entrevista estara orientada a que el
entrevistado asocie el area de una escalera infinita decreciente con el hecho de
poderse 0 no volver creciente.

Pregunta 26. En esta etapa de la entrevista, se le muestra al entrevistado una
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escalera infinita creciente a partir del segundo rectangulo y se le pregunta si ella
puede provenir de la escalera armonica.

Antes de la pregunta 27, se le confirma, mediante un aporte de informacion, que la
escalera armonica si se puede convertir en una escalera infinita creciente a partir
del segundo rectangulo como lo ilustra la figura anterior.

Pregunta 27. Se espera que el entrevistado conteste sin lugar a dudas que la
escalera armaonica no tiene area, teniendo en cuenta el aporte de informacion.

Pregunta 28, 29, 30 y 31. EIl objetivo de estas cuatro Ultimas preguntas es
evidenciar el alcance de la integracion que debe haber alcanzado el entrevistado

en su red de relaciones, para poder inferir las siguientes implicaciones légicas,
sobre las cuales se ha razonado durante el discurrir de la entrevista:

Toda escalera infinita decreciente que tenga razon, tiene area

Toda escalera infinita decreciente que tenga razén no es posible disponerla
de manera creciente

Toda escalera infinita que tenga area no es posible disponerla de manera
creciente.

Es claro que el concepto de limite se encuentra inmerso en el concepto
geométrico de area, en la medida en que el entrevistado comprenda que una
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escalera infinita decreciente puede tener como area el limite de las sumas
parciales de los rectangulos que la conforman.

Algunas aclaraciones e implicaciones contrarreciprocas de las anteriores
implicaciones logicas son:

Si una escalera infinita decreciente no tiene area, entonces no tiene
razon

Si una escalera infinita decreciente es posible disponerla en forma de
escalera infinita creciente, entonces no tiene razon

Si una escalera infinita decreciente es posible disponerla en forma de
escalera infinita creciente, entonces no tiene area

3.5. Nivelesy descriptores

En concordancia con el modelo de van Hiele y fruto del trabajo realizado, se
enunciaran los descriptores que corresponden a los niveles de razonamiento 0, 1,
2 y 3 en cuanto al razonamiento acerca de la nocion de suma de una serie de
términos positivos, via area de figuras planas. Se aclara que el presente estudio
no tiene como propdsito enunciar los descriptores del nivel 4; el mismo van Hiele
afirma que este nivel es dificil de detectar y soOlo es de interés tedrico (seccion
15.3).

Nivel 0. (Predescriptivo)

0.1 ElI mero reconocimiento de los objetos de estudio (superficie, area, relacion
parte-todo) constituye lo que se considera el nivel 0 o predescriptivo.

Nivel I. (Visual)

1.1 Calcula el area de un rectangulo. (El entrevistado reconoce que el area de
un rectangulo esta asociada a la cantidad de superficie)

1.2 Afirma con total seguridad que cualquier escalera finita tiene area

1.3 Aplica en forma visual la relacion parte-todo a figuras geométricas tales
como rectangulos y escaleras
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1.4 Encuentra la razén de una escalera, si la tiene

Descriptor de separacion del nivel Il

1.5 No reconoce el infinito potencial como proceso.

Nivel Il (Deanalisis)

2.1 Reconoce el infinito potencial como proceso, mediante situaciones
concretas relacionadas con el concepto de area

2.2 Tiene claro que un rectangulo es infinitamente divisible

2.3 Reconoce que una superficie rectangular se puede representar como una
escalera infinita decreciente. Empieza a percibir el dinamismo del concepto

2.4 Realiza procesos de aproximacion. Consigue acumulaciones parciales de
areas de escaleras

Descriptor de separacion del nivel Il
2.5 Manifiesta la necesidad de saber bajo qué condiciones una escalera infinita
tiene area.

Nivel IIl (De clasificaciéon o relacion)

3.1 Dada una escalera infinita decreciente, intenta disponerla de manera
creciente para establecer si es posible calcular su area

3.2 Proporciona y aplica un método adecuado para determinar cuando una
escalera infinita decreciente tiene area

3.3 Afirma sin demasiadas dudas que:
Toda escalera infinita decreciente que tiene razoén, tiene area

Toda escalera infinita decreciente que tiene razon no es posible disponerla
de manera creciente

Toda escalera infinita que tiene area no es posible disponerla de manera
creciente.
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3.6Justificacion sobre la correspondencia de los descriptores con el modelo

Debido a que este estudio se encuentra enmarcado en el modelo de van Hiele, es
necesario que los descriptores de los niveles de razonamiento cumplan con las
propiedades que identifican los niveles (seccion 1.5.5).

Propiedad 1 (secuenciabilidad fija). Un estudiante no puede estar en un nivel n

sin haber superado el nivel n-1. Los cuatro niveles son grados de
perfeccionamiento en el tipo de razonamiento matematico.

Nivel O
El razonamiento matemético se centra en el reconocimiento los conceptos de
superficie, area y relacion parte -todo.

Nivel |

El razonamiento matematico se centra en determinar el area de una escalera
finita, haciendo uso de la relacion parte-todo en forma visual y en encontrar la
razén de una escalera, si la tiene.

Nivel Il

El razonamiento matematico se centra en un proceso infinito, el cual se hace
plausible en el momento en el que el entrevistado acepta, que un rectangulo
puede ser infinitamente dividido y puede ser representado mediante una escalera
infinita decreciente

Nivel 111

En este nivel su razonamiento se centra en la busqueda de un de un método que
permita determinar bajo qué circunstancias una escalera infinita tiene area o no.
Esto supone el mayor grado de perfeccionamiento del razonamiento, que se
intenta detectar mediante este estudio.

Propiedad 2 (Adyacencia). El objeto de percepcion del nivel nd se convierte en
el objeto de pensamiento de nivel n.

Nivel O
El objeto de percepcién del nivel 0 son figuras geométricas como los rectangulos,
observando las propiedades de superficie y area.

Nivel |

El objeto de percepcién del nivel 0 se convierte en el objeto de pensamiento del
nivel 1, esto corresponde al momento en que los rectangulos se usan para
construir las escaleras y se pregunta por su area.
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Nivel Il

El objeto de percepcién del nivel 1 area de una escalera se convierten en objeto
del pensamiento del nivel II; al mostrar como, a partir de la division infinita de una
superficie rectangular, se puede construir una escalera infinita decreciente.

Nivel IlI

El objeto de percepcion del nivel Il el area de una escalera infinita decreciente se
convierte en objeto de pensamiento del nivel 1ll, cuando se hace necesario hacer
explicitas las condiciones que debe tener una escalera infinita decreciente para
que posea area.

Propiedad 3 (Distincién). El nivel n requiere una reorganizacion o

reinterpretacion del conocimiento adquirido al nivel n-1; esto es, la percepcion de
una nueva estructura.

Nivel O

Reconocimiento de la diferencia entre los conceptos de superficie y area de un
rectangulo.

Nivel |
Se obtiene la nueva estructura de que una escalera puede disponerse de
diferentes maneras, conservando su area.

Nivel Il

Reinterpreta la idea de area de una escalera infinita decreciente, asociandola al
area de un rectangulo, mediante el proceso de division infinita.

Nivel 1l

Se relacionan las ideas de razén de una escalera y disposicion de una escalera
infinita decreciente en infinita creciente, para modificar su estructura en cuanto al
reconocimiento de las condiciones bajo las cuales una escalera infinita decreciente
tiene area.

Propiedad 4 (Separacion). Dos personas que razonen en diferentes niveles no
podran entenderse, en lo que se refiere al objeto de su razonamiento.

Entre Nivel O y Nivel I.
En el nivel O se piensa en los conceptos de area y superficie sin ninguna distincion
entre ellos, luego, no podra entenderse con alguien situado en el nivel |, cuyo

objeto de estudio es el area de una escalera finita, la cual puede estar
representada por diferentes superficies.
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Entre Nivel | y Nivel Il.

En el nivel | el estudiante reconoce que una escalera finita tiene area, pero se le
dificulta pensar en que una escalera infinita pude disponerse de diferentes
maneras, pues no reconoce el infinito potencial como proceso.

Entre Nivel 1l y Nivel I11.

En el nivel Il el entrevistado reconoce que una escalera infinita decreciente puede
disponerse de diferentes maneras y que una superficie rectangular se puede
disponer en forma de escalera infinita decreciente, pues reconoce el infinito
potencial como proceso y el dinamismo del concepto. Sin embargo, aunque
reconoce que algunas escaleras infinitas decrecientes tienen area, no es capaz de
establecer con claridad las condiciones bajo las cuales se da este hecho.

Propiedad 5: (Cada nivel tiene su lenguaje). Cada nivel tiene un lenguaje
especifico.

Van Hiele dice que existe un lenguaje primitivo asociado a cada nivel y que si el
estudiante no aprende el lenguaje que corresponde al nivel, no puede pasar al
nivel siguiente, es decir, el nivel n tiene un lenguaje mas refinado que el nivel n-1.

Nivel O.

El entrevistado usa con propiedad los conceptos de area y superficie. Emplea en
forma correcta las expresiones la mitad de, la tercera parte de, la cuarta parte de,

la quinta parte de, etcétera.
Nivel I.

Usa los términos de escalera, escalera finita, escalera infinita, escalera infinita
creciente y escalera infinita decreciente para referirse a secuencias de rectangulos
de izquierda a derecha, de forma tal que tengan igual base y esté uno contiguo al
otro en forma horizontal. También usa el concepto de razén de una escalera, para
referirse al cociente entre las areas de un rectangulo y su inmediatamente anterior.
El uso de este lenguaje, propio del nivel 1, hace que conceptos iniciales que eran
objeto de estudio en niveles anteriores, se usen de forma adecuada en este nuevo
nivel para la comprension de nuevos conceptos, de forma tal que el entrevistado
pueda razonar sobre ellos de forma eficiente.

Nivel II.

El término infinito, como proceso, es una expresion propia de este nivel. Se usa
ademas el ttrmino area de una escalera infinita decreciente.
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Nivel I11.

El entrevistado se mueve en un lenguaje de implicaciones légicas que describen
las condiciones bajo las cuales una escalera infinita tiene area. En tales
implicaciones logicas se asocian los conceptos de razén de una escalera,

escalera infinita decreciente y escalera infinita creciente.

Propiedad 6 (Consecucién). El progreso de un nivel al siguiente se produce de
forma gradual.

Los descriptores de nivel confirman esta propiedad, ya que ciertos estudiantes
presentan caracteristicas que definen un nivel, pero carecen de otras, luego estan
en un proceso de transicion entre niveles.

Nivel 0.

Algunos de los entrevistados, ademas de reconocer la distincion entre los
conceptos de superficie y area, la explicitan con claridad si se les pide que lo
hagan. Otros, en cambio, aunque reconozcan la distincion, se les dificulta
verbalizarla.

Nivel I.

Todos los entrevistados calculan el area de una escalera finita, sin embargo,
aunque la entrevista motiva a dar respuestas, haciendo uso de la relacién parte -
todo en forma visual, algunos les cuesta desligarse de los procedimientos
aritméticos.

Nivel II.

Generalmente se encuentran estudiantes que utilizan el proceso de division infinita
de un rectangulo en otros rectangulos, pero se les dificulta la comprension de que
un rectangulo se puede dividir en dos partes de infinitas maneras.

Nivel Il

Todos los entrevistados en este nivel reconocen las implicaciones légicas que
describen las condiciones bajo las cuales una escalera infinita tiene area. Sin

embargo, algunos se les dificulta identificar la diferencia entre las condiciones
suficientes y las condiciones necesarias de cada implicacion.
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CAPITULO 4.

TRATAMIENTO ESTADISTICO: TEST “AREAS
DE ESCALERAS”

4.1 Descripciény estructura del test escrito

El estudio pretende determinar en un estudiante su nivel de razonamiento frente a
un concepto mateméatico mediante la aplicacion de la entrevista de caracter
socrético, dadas las ventajas expuestas en el capitulo 1 (seccién 1.6) y capitulo 3
(seccion 3.2). Sin embargo, existen dificultades, entre ellas, el didlogo individual
hace que se requiera un tiempo considerable, imposibilitando su aplicaciéon a un
gran numero de individuos, lo cual es pertinente para la generalizacion de los
resultados; y, de otro lado, esté la subjetividad que pueda tener el entrevistador al
evaluar las respuestas obtenidas, dado el caracter semi-estructurado de la
entrevista.

Para validar los resultados obtenidos, producto de la aplicacion de la entrevista de
caracter socratico, se ha elegido un grupo piloto de 107 individuos para lo cual se
disefio un test escrito, denominado AREAS DE ESCALERAS y que consta de 31
preguntas, cada una con cinco opciones de respuesta, cuatro de ellas escogidas
entre las mas representativas y que son resultado de la aplicacion de la entrevista,
y una quinta opcion abierta, para que puedan contestar segun su propia opinion.

Se resalta el titulo del test, ya que este tiene el propdsito de que el estudiante se
despoje de ideas preconcebidas o que se predisponga a la presentacion de un
examen de curso, ya que a simple vista parece no tener asociado ninguna idea
con el concepto de limiteestudiado por los estudiantes.

Se entrega a cada estudiante un cuadernillo con las preguntas y las hojas de
respuestas; en €l aparecen las siguientes instrucciones:

“Cada pregunta te ofrece cinco opciones de respuesta (a, b, ¢, d y e), de las
cuales deberas escoger s6lo una. No dejes ninguna pregunta en blanco y no
respondas al azar.
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En todas las preguntas, la quinta opcion (marcada con la letra €) es: Ninguna de
las anteriores. Debes seleccionar esta opcion cuando no entiendas el enunciado
de la pregunta o cuando te parezca que las otras opciones de respuesta (a, b, cy
d) no se ajustan a lo que crees que seria correcto. En este caso debes escribir la
respuesta que consideres conveniente en el cuadernillo adicional, ademas de
marcar la opcion “e” en la hoja de respuestas.

Es posible que en algunas preguntas te parezca que hay varias opciones de
respuesta correctas. Escoge aquella opcion de respuesta que te parezca mas
precisa desde el punto de vista matemético, de acuerdo con lo que piensas acerca
del tema”.

Se les hace notar que el test es anénimo ya que sélo se piden las respuestas y
una informacion adicional que permite clasificar al estudiante de acuerdo a la
institucion a la que pertenece, su grado de escolaridad, su programa, su edad y su
sexo. (En el anexo 1 se muestra la hoja de respuestas que se empleo para
obtener dicha clasificacion)

El test esta disefiado en tres bloques de preguntas que permitiran detectar en que
nivel de razonamiento se encuentra un estudiante, pero las preguntas
correspondientes a cada blogue no estan en secuencia numérica, pues la
secuencia obedece a la estrecha relacion en el razonamiento de una pregunta con
su anterior 0 su posterior, en otras palabras, las preguntas del test estan
claramente diferenciadas, pero estrechamente relacionadas. Anteriormente se
habia descrito la red de relaciones correspondiente a cada bloque de preguntas.
Un resumen de esta descripcion es el siguiente:

Primer bloque: Preguntas 1, 2, 3, 6, 7, 12, 13, 14, 21y 24 (10 preguntas). Las
preguntas de este bloque le facilitan al entrevistado razonar acerca de la relacion
conceptual existente entre: lo que es la superficie y el area y haciendo uso de la
relacion parte-todo se acercaa un proceso de razonamiento infinito.

Segundo bloque: Preguntas 5, 8, 9, 10, 11, 16, 17, 26, 27y 29 (10 preguntas).
Las preguntas de este bloque preterden que el entrevistado pase por los tres
momentos mencionados en el decalogo: Creer saber la respuesta a la pregunta,
luego, a través de las mismas preguntas darse cuenta que no sabe
(problematizandolo) y por udltimo, al estar en contradiccion consigo mismo, se
plantea la necesidad de llegar a la verdad, es decir, a la comprensién del concepto
a través del mecanismo visualgeométrico de suma de areas de rectangulos y
usando el concepto de razén de una escalera. En estudios desarrollados, hasta el
presente, en los que se ha ampliado la metodologia del dialogo socratico, se ha
observado que el entrevistado debe pasar necesariamente por estos tres
momentos, y en nuestro estudio, lo hemos corroborado.
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Tercer bloque: Preguntas 4, 15, 18, 19, 20, 22, 23, 25 28, 30 y 31 (11
preguntas). Con este Ultimo bloque de preguntas se pretende que el entrevistado
descubra las condiciones que se deben cumplir para que una escalera infinita
tenga area.

En el anexo 2 se presenta el test escrito que finalmente se obtuvo, después de
haber sido redisefiado en varias ocasiones.

4.2 Analisis estadistico

Aunque el objetivo del estudio no es hacer un tratamiento estadistico exhaustivo
de los resultados que se pueden obtener mediante la aplicacién masiva del test,
que se obtuvo producto de las entrevistas, se considera pertinente poner por
escrito algunas consideraciones importantes al respecto, que validan el trabajo de
investigacion.  Se persigue con el tratamiento estadistico corroborar las
conclusiones obtenidas a través de la entrevista socrética. Esto implica
evidentemente una seleccion de instrumentos estadisticos adecuados. Este
trabajo estadistico contiene los siguientes pasos:

1. Eleccién de un grupo pilotode 107 estudiantes.

2. Comprobacion, a través de los instrumentos estadisticos correspondientes,
de la existencia de unos grupos de respuestas (patrones) suficientemente
uniformes de modo que se pueda identficar con los niveles de
razonamiento.

3. Disefio de un procedimiento de correccidén o de valoracidon de la prueba, de
modo que se automatice la clasificacion de los estudiantes de acuerdo con
su nivel de razonamiento en el concepto a trabajar.

El proceso se inicia con la aplicacion del algoritmo K-medias, cuya finalidad es

precisamente la determinacidn de la existencia de grupos, que en este estudio son
tres. La tarea dispendiosa y delicada es confirmar que cada grupo representa un
nivel de razonamiento. Luego, con un analisis discriminante se hace una
comprobacion de la robustez de los resultados obtenidos. Posteriormente, se
hace una descripcion tanto del algoritmo k-medias como del analisis discriminante.

4.2.1 Recolecciéony codificacion de los datos

A continuacion se presenta un cuadro y una grafica que resumen la identificacion y
las caracteristicas.
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Caracteristicas del grupo piloto

TOTAL
TOTALES TOTALES
GRUPO SUBGRUPOS GRUPO
SUBGRUPO GRUPO
PILOTO
Facultad de
Ingenierias.
ler. afio 12
(Edades entre
17y 29 afos)
. o Facultad de
Universitarios
] ] Educacion.
Universidad de| 23
S Lic. en Educ.
Antioquia o _
Basica, énfasis
en 11
Matematicas. 107
2% afo
(Edades entre
19y 36 afos)
. Media Técnica
Ultimo afo de
_ (Edades entre 20
bachillerato
o 15y 18 afios)
Institucion _
_ Media 84
Educativa
) Académica
Concejo de 64
Edades entre
Medellin (

15y 18 afos)
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Distribucién del grupo piloto por Institucion y por Programas

MUESTRA

78,50%

21,50 -
INSTITUCION
Oiecwm

Oudea

59,81%

MUESTRA

18 69%| PROGRAMA
' [ Académico

|:| Ed. B4s. Matem
|:| Ingenieria

[ Técnica

11,21%

10,28%

Dado que se debe realizar un analisis multivariado apropiado y que los datos
obtenidos son de tipo cualitativo, se elabord un patrén ideal de respuestas que
corresponde a la mejor opcion en cada pregunta, es decir, en una misma pregunta
el estudiante, quizds pueda encontrar varias opciones que pueden parecer
correctas, pero soOlo una lo es, dado que se persigue una exigencia en el
razonamiento sobre el concepto indagado.

La tabla siguiente muestra las respuestas correctas que corresponden a cada

pregunta ;

PREGUNTA MEJOR OPCION PREGUNTA MEJOR OPCION
DE RESPUESTA DE RESPUESTA

P1 a P16 ]

P2 b P17 S

P3 c P18 d

P4 b P19 S

P5 d P 20 .

P6 d P21 a
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P7 d P22 c
P8 d P23 b
P9 d P24 c
P 10 c P 25 c
P11 d P 26 b
P12 b P27 c
P13 d P 28 b
P14 b P29 c
P15 d P 30 b

P31 c

Luego, se codificaron todas las respuestas obtenidas por el estudiante asignando
el valor “1” en el caso de que su respuesta sea correcta y el valor de “0” en caso
contrario. De esta manera, se obtuvo una matriz de datos de tipo cuantitativo con
31 variables que tomaban los valores de “0” 6 “1".

4.2.2 Analisis de clusters y descripcion del algoritmo de k-medias

El analisis de clusters consiste en una técnica que se utilizan para clasificar los
objetos o0 casos en grupos relativamente homogéneos llamados clusters o
conglomerados. Los objetos en cada grupo tienden a ser similares entre si y
diferentes a los objetos en otros grupos. Este analisis se conoce también como
analisis de clasificacion o taxonomia numerica.

Tanto el analisis de clusters como el discriminante se ocupan de la clasificacion.
Sin embargo, el analisis discriminante requiere del conocimiento previo de
participacion en el grupo de cada objeto o caso que se incluye, a fin de desarrollar
la regla de clasificacion. Por el contrario, en el analisis de cluster no hay
informacidén a priori acerca de la participacion en el grupo de ninguno de los
objetos. Los datos sugieren los grupos y no se definen previamente.

La mayor parte de estos métodos son procedimientos relativamente sencillos,

basados en algoritmos. Los estadisticos y conceptos siguientes estan
relacionados con el analisis de cluster:
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Programa de aglomeracion. Ofrece informacion sobre los objetos o casos que
se combinan en cada etapa de un proceso de agrupacion jerarquica.

Centroide de agrupamiento. EI centroide de agrupamiento son los valores
medios de las variables para todos los casos u objetos de un grupo particular.
Centros de agrupamiento. Son los puntos de partida iniciales en la agrupacion
no jerarquica. Los grupos se construyen alrededor de estos centros o semillas.
Participacion en el grupo. Indica el grupo al que pertenece cada objeto o caso.
Distancias entre los centros de los grupos. Indican cuan separados estan los
pares individuales de grupos. Los grupos muy separados son distintos y, por tanto,
deseables.

Hay dos grupos de algoritmos de clusters: los jerarquicos, que van creando
clusters de pequefio tamafio, incluso inicialmente con un solo componente, y los
van fusionando hasta obtener clusters de tamafio superior; diferentes versiones de
algoritmos se diferencian por las reglas que usan para unir clusters o separarlos;
el resultado final es un arbol de clusters denominado dendrograma, que muestra
como los clusters se relacionan unos con otros. El clusters jerarquico se ha usado,
por ejemplo, para clasificacion de documentos, o incluso para clasificacion en
biocomputacion. Por el contrario, el clusters no jerarquico calcula los clusters
directamente; los algoritmos mas populares, tales como el k-medias y el ISODATA
son de este tipo.

El k-medias, también llamado a veces c-medias, funciona de la forma siguiente:
se escoge inicialmente un numero de clusters (se puede haber hallado ese
namero usando alguna técnica de andlisis exploratorio, o, la mayor parte de las
veces, a criterio del experto). Se escogen aleatoriamente el mismo ndimero de
vectores de referencia, usando alguna provision adicional, por ejemplo, una
distancia minima entre ellos; a continuacion, se asigna cada elemento de la
muestra de entrada al vector de referencia mas cercano. Una vez asignados todos
los vectores de la muestra, se actualizan los vectores de referencia como la media
de bdos los vectores en un cluster. El algoritmo se repite hasta que en dos
iteraciones no varien los vectores de referencia, es decir, la distancia media de los
vectores de la muestra a los vectores de referencia mas cercanos o ganadores.

El algoritmo de k-medias viene incluido en el progama estadistico SPSS el cual
fue desarrollado en la Universidad de Chicago y es uno de los mas difundidos. La

version 12.0 es la utilizada para el analisis de los datos de esta investigacion.
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4.2.3 Aplicacion del algoritmo al trabajo de investigacion

El propésito es confirmar que en el conjunto de datos del grupo piloto se pueden
distinguir tres grupos diferenciados, que estan en correspondencia con los niveles

de razonamiento |, 1l y Il del modelo de Van-Hiele.

Para determinar los centros iniciales, con los cuales el algoritmo comienza, se
adopta un criterio de pre-clasificacion, acorde con los resultados experimentales
arrojados por la aplicacion de la entrevista socrética y se le llamo criterio A, el cual
se describe en la siguiente tabla:

CRITERIO BLOQUE 1 BLOQUE 2 BLOQUE 3
NIVEL 1 3 4 £3 £5
NIVEL 2 35 3 4 £2
NIVEL 3 37 3 4 33

De esta manera, se logran clasificar 96 de los 107 estudiantes asi: 33 de nivel |,
45 de nivel Il y 18 de nivel lll. Se calcula las medias de “aciertos” (coincidencias
con el patrén ideal de respuestas), es decir, los porcentajes de aciertos en cada
una de las preguntas y para cada uno de los tres bloques de preguntas asignadas
a los niveles, para comenzar aplicar el algoritmo de k-medias.

En cada blogue de preguntas, segun la tabla anterior, se exige un minimo de
respuestas correctas, de acuerdo al patron disefiado para clasificar los estudiantes
en cada nivel. Sin embargo, se hace notar que hay preguntas entorpecedoras y
preguntas confirmatorias (preguntas que estan directamente relacionadas con los
descriptores de nivel) que, en la entrevista socratica, discriminan la asignacion de
los estudiantes en un nivel de razonamiento. La particularidad de las preguntas
confirmatorias radica en el hecho de que se hacen después de haber propiciado
un razonamiento sobre el concepto y, por tal razon, se les asignara una media de
acierto mayor que la media asignada a las otras preguntas.

En la aplicacion del algoritmo se trabaja sin la correccién de medias y la semilla de
estas medias son asignadas de acuerdo al criterio del experto. La siguiente tabla
muestra las medias asignadas en cada pregunta para cada nivel, de acuerdo al
test aplicado.
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Numero | \ivel1 | Nivel2 | Nivel3 | V™| Nivel1 | Nivel2 | Nivel 3

pregunta pregunta
P1 | 06061 | 07778 | 0.7778 | P16 | 04242 | 04444 | 02778
P2 | 03333 | 06667 | 08333 | P17 | 02121 | 04889 | 0,3333
P3| 06364 | 06889 | 06667 | P18 | 01818 | 00889 | 02778
P4 | 02424 | 01778 | 05556 | P19 | 03030 | 02222 | 0.6667
P5 | 02121 | 05333 | 06667 | P20 | 02121 | 01778 | 04444
P6 | 05152 | 07111 | 00444 | P21 | 03939 | 05778 | 07778
P7 | 04848 | 06000 | 08333 | P22 | 03030 | 03556 | 0,7222
P8 | 02121 | 07111 | 05000 | P23 | 01515 | 0,0444 | 0.1667
PO | 03636 | 07333 | 06111 | P24 | 05152 | 05333 | 0.7222
P10 | 03030 | 05556 | 08333 | P25 | 03333 | 03333 | 0,6111
P11 | 03030 | 05556 | 08333 | P26 | 03030 | 05111 | 0.5556
P12 | 05152 | 04667 | 07222 | P27 | 03333 | 0.6222 | 06667
P13 | 07273 | 0.6667 | 09444 | P28 | 01212 | 00889 | 01111
P14 | 06364 | 08000 | 1,0000 | P29 | 03939 | 07111 | 0,7778
P15 | 02424 | 01333 | 03889 | P30 | 03030 | 0.1556 | 02222

P31 0,3636 0,1778 0,2778

Se utiliza el método de kmedias con la opcién iterar y dasificar, se pide que
agrupe los datos en tres conglomerados y que tome como centros iniciales los de
la tabla anterior. El algoritmo alcanza la solucion en cinco iteraciones (el programa
indica que la distancia maxima en la que ha cambiado cada centro en esta
iteracion es de 0,000, es decir, estamos en el caso en que dos iteraciones
sucesivas provocan la misma particion) y proporciona la siguiente clasificacion:

Number of Cases in each Cluster

Cluster 1 37,000
42,000

3 28,000

Valid 107,000
Missing ,000

138




Asociando cada uno de los conglomerados con el correspondiente nivel de van-
Hiele, obtenemos que en nuestro grupo piloto hay 37 estudiantes en nivel I, 42 en
nivel 11'y 28 en nivel 1, para un total de 107 estudiantes clasificados. El programa
también proporciona las medias finales obtenidas mediante el algoritmo:

Namero | iver1 | Nivel2 | nivel3 | VUM | Nivel1 | Nivel2 | Nivel 3

pregunta pregunta
P1 | 06250 | 0,6000 | 08846 | P16 | 03929 | 05200 | 0,3462
P2 | 04464 | 04800 | 08077 | P17 | 03750 | 0,4000 | 0,2308
P3 | 05893 | 08000 | 06538 | P18 | 01607 | 0,2000 | 0,1154
P4 | 02857 | 03200 | 02308 | P19 | 03571 | 0,0800 | 0,5000
P5 | 03214 | 04800 | 06923 | P20 | 02143 | 0,3200 | 0,1923
P6 | 0.6250 | 02800 | 09615 | P21 | 02143 | 0,8400 | 0,8400
P7 | 05179 | 01600 | 1,0000 | P22 | 03571 | 02800 | 0,5769
P8 | 02500 | 08000 | 06923 | P23 | 01607 | 0.000 | 01538
PO | 04821 | 05600 | 06923 | P24 | 03214 | 0,8400 | 0,6154
P10 | 03571 | 06800 | 0.6923 | P25 | 02143 | 04800 | 0.6154
P11 | 02500 | 04000 | 06154 | P26 | 03214 | 05600 | 0.5385
P12 | 02857 | 05600 | 08462 | P27 | 02857 | 0,8000 | 0.7308
P13 | 06071 | 07600 | 0.8846 | P28 | 01607 | 0,0800 | 0.0000
P14 | 05536 | 09200 | 1,0000 | P29 | 04464 | 0,7200 | 0.8462
P15 | 0,964 | 02000 | 01923 | P30 | 03036 | 0,2000 | 0,0385
P31 | 02321 | 03200 | 02692

En la siguiente tabla se sefala los estudiantes que el criterio elegido por el experto
ha pre-clasificado en el nivel lll y se muestra la coincidencia con los estudiantes

gue el programa ha clasificado en el conglomerado 3, asociado con el nivel 11l de

van Hiele.
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A48 3 4 0 1 |A102| 4 7 2 2
A49 6 3 3 2 |A103| 9 6 1 2
A50 4 6 0 2 |Al104| 6 7 5 2
A51 9 7 1 2 |A105| 7 3 1 1
A52 5 5 4 2 |Al106| 6 4 3 1
A53 6 4 3 3 |Al107| 8 8 1 2
A54 1 4 3 1

424 Las preguntas discriminantes segun criterio del experto y su
correspondencia con los descriptores

Se puede observar en analisis estadistico que las medias iniciales y finales en las
respuestas de los estudiantes del nivel Ill, son en la mayoria de las preguntas,
medias considerablemente altas.

A continuacion, se especificardn por niveles las preguntas discriminantes y sus
correspondientes descriptores:

Nivel Descriptor .Pre-gu.ntas
discriminantes

1,2 6,7

I 13 13
14 14, 21, 24
2,1 910,11

I 2,2 5,16
2,3 17,27, 29

1l 3,3 15,19, 22, 25, 28, 30, 31
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425 Comparacion de los distintos grupos del grupo piloto

La primera tabla de la seccién 4.2.1 mostré los diferentes grupos y subgrupos de
acuerdo a las instituciones y programas de procedencia de los estudiantes que
conforman el grupo piloto. Dichas instituciones son la Universidad de Antioquia y
la Institucion Educativa Concejo de Medellin, de caracter publico; la primera
ofrece programas de educacién superior y la segunda bachillerato académico y de
media técnica (con énfasis en informatica).

Para acceder al programa de Educacion Béasica con Enfasis en Matemaéticas y a
los programas de Ingenierias, es necesario superar el examen de admision, el
cual consta de dos pruebas, una de aptitud verbal que equivale a un 50% vy la otra
de razonamiento l6gico que equivale al otro 50%. La Facultad de ingenieria de la
Universidad de Antioguia es una de las mas grandes del pais y ofrece los
programas con mayor demanda. Los estudiantes de ingenieria tienen en su plan
de estudios, el ciclo de las ciencia basicas, que hasta el primer afio, consta de los
siguientes cursos: Calculo Diferencial e integral, Geometria Euclidiana, Geometria
Vectorial y Analitica y Matematicas Operativas. Por su parte, los estudiantes del
segundo afo del programa de Educacion Béasica con énfasis en Matematicas
tienen en su plan de estudios, la linea de Matematicas que consta de los
siguientes cursos: Pensamiento Matematico | (Introduccién a la Aritmética),
Pensamiento Mateméatico Il (Geometria Euclidiana Plana), Pensamiento
Matemaético Il (Geometria Euclidiana del espacio) y Seminario de Aritmética.

Los estudiantes del bachillerato académico y del bachillerato de media técnica de
la institucion Educativa Concejo de Medellin tienen en su linea de Matematicas:
tres horas de Calculo y dos horas de Estadistica. La diferencia entre los
estudiantes del bachillerato académico y los del bachillerato de media técnica es
que los primeros sélo reciben 30 horas de clase semanales, mientras que los
segundos reciben 37 horas semanales; las horas de diferencia corresponden al
area de informatica.

La institucion Educativa Concejo de Medellin siempre ha ocupado los primeros
cuatro lugares de colegios oficiales en el municipio de Medellin, a nivel de pruebas
Icfes (en el 2004 obtuvo la categoria de superior, la segunda categoria de seis
niveles) y es una de las instituciones publicas con mayor numero de estudiantes
en las universidades publicas de la ciudad.

Teniendo en cuenta las caracteristicas de las instituciones y programas que
conforman el grupo piloto del estudio estadistico, analicemos la pertenencia de los
estudiantes de cada programa a los diferentes cluster correspondientes a los
niveles |, Il y Ill de van Hiele, segun la clasificacion hecha por el programa SPSS:
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Pertenencia de los estudiantes de cada programa a los diferentes cluster
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Se puede observar que los estudiantes que han pasado por una ensefianza
sistematica del concepto de limite a nivel superior (Ingenierias) obtienen mejores

resultados en el test y se encuentra cerca del 50% de ellos en el nivel 3, lo que
no sucede con los estudiantes de Educacion Basica con Enfasis en Matematicas
ni con los estudiantes del bachillerato técnico ni académico.

No obstante, el test permite ubicar estudiantes de todos los programas del grupo

piloto en el nivel Ill sin haber pasado por una ensefianza sistematica a nivel
superior del concepto de limite, ya que el caracter socratico de sus preguntas
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hacen que el estudiante contraste sus ideas preconcebidas con las nuevas. El
test constituye en si una experiencia de aprendizaje para el estudiante.

4.2.6 Robustez del analisis

Dado que los resultados de la clasificacion obtenidos con en el programa SPSS,
mediante el algoritmo de k-medias, dependen de los centros iniciales escogidos
por el experto, se considerod otro criterio de preclasificacion que proporcione otros
centros iniciales distintos y se observa si pequefias variaciones en los criterios
producen grandes cambios en los resultados.

Se eligié un criterio que exigiera mayor numero de aciertos en las preguntas del
blogue 2 y bloque 3 para el nivel Il de razonamiento, se llamo criterio B y se
describe mediante la siguiente tabla:

CRITERIO BLOQUE 1 BLOQUE 2 BLOQUE 3
NIVEL 1 3 4 £3 £6
NIVEL 2 5 3 4 £3
NIVEL 3 36 35 3 4

De esta manera, se logran clasificar los mismos 96 de los 107 estudiantes asi: 34
de nivel I, 49 de nivel Il y 13 de nivel Ill. Calculamos las medias de “aciertos”
(coincidencias con el patron de respuestas correctas), es decir, los porcentajes de
aciertos en cada una de las preguntas y para cada uno de los tres bloques de
preguntas asignadas a los niveles, para volver a aplicar el algoritmo de k-medias
con las mismas especificaciones que en el criterio A, obteniendo la siguiente
clasificacion:

Number of Cases in each Cluster

Cluster 1 42,000
2 31,000
3 34,000
Valid 107,000
Missing ,000
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Con esta clasificacion, se analiza si los estudiantes que el criterio B ha pre-
clasificado en el nivel Il coinciden con los que el programa ha clasificado en el
conglomerado 3, asociado con el nivel Il de van Hiele.

PREGUNTAS 8 PREGUNTAS %

CORRECTAS % CORRECTAS %
° —l N o™ ° i N ™
4 g9 |9 (S |H |5 |g|§ ]

m m m m m m
Al 10 9 5 3 |A55| 5 8 3 2
A2 6 9 2 3 |AS6| 4 6 3 3
A3 10 6 2 3 |A57| 9 5 3 3
A4 5 5 2 1 [AS8| 6 4 1 2
A5 6 1 1 1 | A59| 8 6 2 3
A6 6 6 2 3 |A60| 6 5 1 2
A7 6 4 2 3 |A6l| 4 7 3 2
A8 9 5 4 3 | A62| 6 1 3 1
A9 7 6 1 3 | A63| 8 7 3 3
A10 9 6 5 3 |A64| 3 4 0 1
All 6 4 3 1 [|AG5| 6 4 2 2
Al2 10 8 4 3 |A66| 6 8 4 3
Al3 7 7 1 2 | A67| 7 4 2 2
Al4 4 3 4 1 |A68| 9 5 6 3
Al5 10 3 2 3 |AB9| 6 7 2 3
Al6 5 6 3 2 |A70| 8 3 3 3
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A44 8 7 1 3 |A98| 8 8 2 3
A45 7 2 4 1 |A99| 5 1 1 1
A46 8 10 2 3 |A100| 8 6 4 3
Ad7 7 4 6 1 |A101] 7 2 0 1
A48 3 4 0 1 |A102| 4 7 2 2
A49 6 3 3 1 |A103] 9 6 1 2
A50 4 6 0 2 |Al04| 6 7 5 3
A51 9 7 1 3 |A105| 7 3 1 1
A52 5 5 4 2 |Al106| 6 4 3 1
A53 6 4 3 2 |A107| 8 8 1 3
A4 1 4 3 1

Se puede observar que todos los estudiantes que han clasificado en el nivel Il de
razonamiento, tanto en el criterio A como el criterio B, estan incluidos en el en el
conjunto de estudiantes que el programa SPSS clasifica en el conglomerado 3, no
importando las pequefias variaciones en los criterios, variaciones que cambian los
centros iniciales escogidos para ejecutar el algoritmo k-medias.

La estabilidad del analisis estadistico que se acaba de mostrar confirma que en el
grupo piloto hay tres esquemas de respuestas estrechamente relacionados, pero
claramente diferenciados, que se han puesto en correspondencia con los niveles
de razonamiento cuya existencia se confirma, y lo mas importante adn es que
estos niveles de razonamiento pueden ser detectados mediante el empleo de un
test escrito de caracter socratico.

427 Analisis discriminante

El analisis discriminante es una técnica estadistica que permite estudiar las

diferencias entre varios grupos de objetos, con respecto a varias variables
simultaneamente. Es una forma de clasificar y asignar individuos a grupos,
conocidas sus caracteristicas.
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El andlisis parte de una tabla de datos de n individuos en los que se ha medido p
variables cuantitativas independientes o “explicativas” como perfil de cada uno de
ellos. Una variable cualitativa adicional (dependiente o “clasificativa”), con dos o
mas categorias, ha definido por otros medios el grupo al que pertenece cada
individuo. La tabla de datos sera pues, una matriz de n filas y (p+1) columnas en
las que cada caso figura con un perfil y una asignacion de grupo.

El problema que resuelve el Analisis Discriminante puede formularse de la
siguiente forma: entre todas las combinaciones lineales de variables, busca
aquellas que tienen una varianza externa maxima — con el fin de resaltar las
diferencias entre grupos -, y una varianza interna minima — con el fin de que la
dispersion entre las clases esté bien delimitada -. Estds combinaciones lineales
seran las funciones discriminantes. Esta técnica reduce el ndmero inicial de
variables, que determinan las diferencias entre los grupos, a una, dos 0 mas
nuevas variables. Las funciones lineales discriminantes son combinaciones
lineales de las anteriores, de tal manera que ellas solas son capaces de identificar
o discriminar adecuadamente los grupos previamente construidos como las
variables originales.

En este estudio se usara el andlisis discriminante para explicar la pertenencia de
cada estudiante del grupo piloto a uno o a otro grupo, en funcién de las variables
de su perfil, y para comprobar su pertenencia o no al grupo preestablecido, es
decir, al grupo en el que el algoritmo de las k-medias lo ha asignado previamente.
Por otro lado, el Andlisis Discriminante nos permite cuantificar el peso que cada
variable (P;) tiene a la hora de distinguir entre los grupos.

Dado que se dispone de un gran numero de variables, y se quiere saber cuales de
ellas son las que mejor contribuyen a discriminar entre los grupos, se ha elegido el
“Método de inclusion por pasos”. Este procedimiento comienza seleccionando una
Unica variable que es la que produce una mayor discriminacion, a continuacion se
empareja esa variable con todas las deméas para comprobar cual es el par que
produce mejor discriminacion. El par obtenido se combina con las restantes
variables hasta obtener la mejor tripleta y asi sucesivamente hasta que las
variables que quedan sin seleccionar sean aquellas que no aportan nueva
informacion o lo hagan en cantidad minima.

Una vez seleccionadas las variables, a partir de ellas se determinan las funciones
discriminantes canodnicas, en el caso de que haya mas de dos grupos que
permitan al analista establecer las distancias entre los grupos que se estan
investigando.

Las funciones discriminantes canonicas pueden usarse para clasificar de nuevo
los datos que hemos utilizado, basandose en las nuevas reglas de clasificacion
qgue nos proporcionan estas funciones discriminantes. El programa SPSS, version
12.0, proporciona, como resumen de los resultados, una matriz de clasificacion
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que sirve como indicador de la precision del procedimiento con el que se
agruparon los casos previamente, en este caso con el algoritmo de las k-medias
tomando como centros iniciales los proporcionados por el criterio A.

Para realizar el analisis discriminante mediante el método de inclusion por pasos,
se dio como variable de agrupacion la clasificacion obtenida por el algoritmo de las
k-medias en el criterio A. Como resumen de los resultados se obtiene la siguiente
tabla:

Classification Result®c

Predicted Group Membership

Cluster Number of Case 1 2 3 Total
Original Count 1 35 0 2 37
2 2 40 0 42
3 1 4 23 28
% 1 94,6 ,0 54 100,0
2 4,8 95,2 ,0 100,0
3 3,6 14,3 82,1 100,0
Cross-validated Count 1 32 2 3 37
2 3 36 3 42
3 2 4 22 28
% 1 86,5 54 8,1 100,0
2 7.1 85,7 7.1 100,0
3 7,1 14,3 78,6 100,0

a. Cross validation is done only for those cases in the analysis. In cross validation, each case is
classified by the functions derived from all cases other than that case.

b. 91,6% of original grouped cases correctly classified.
C. 84,1% of cross-validated grouped cases correctly classified.

En ella, se observa que la distribucion por grupos que pronostica el analisis
efectuado es de 38 estudiantes en el primer grupo, 44 en el segundo y 25 en el
tercero, distribucién similar a la obtenida con el Criterio A, mediante el algoritmo de
las k-medias. También indica que hay un 91.6% de casos correctamente
clasificados, segun la asignacién hecha por el algoritmo de las k-medias mediante
el Criterio Ay, si bien cambia de grupo a algunos estudiantes no hay que olvidar
que este procedimiento no utiliza el nimero de aciertos en todas las preguntas,
sino que clasifica los datos de nuevo, tomando como base solamente las variables
que previamente se han incluido en las funciones discriminantes.

El programa también proporciona las variables que ha incluido en las funciones
discriminantes y que en el caso de esta investigacion son las siguientes:
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Canonical Discriminant Function Coefficients

Function
1 2
p4 ,883 1,117
p7 1,582 ,008
p8 1,016 -1,081
po9 753 -,929
p13 -,137 1,253
pla 1,208 325
pl5 1,281 -,191
p19 , 114 1,488
p22 1,256 1,074
p25 ,924 1130
p27 ,909 -,453
(Constant) -4,430 -1,100

Unstandardized coefficients

Se observa que las preguntas P7, P13, y P14 pertenecen al bloque 1 y forman
parte de las preguntas que se habian incluido para determinar los descriptores del
nivel t la P9 y P27 pertenece al bloque 2 y forma parte de las que se habian
incluido para determinar los descriptores del nivel Il; y las preguntas P15, P19,
P22 y P25 pertenecen al bloque 3 y forman parte de las que se habian incluido
para determinar los descriptores del nivel Ill. Estos resultados confirman la idea
acerca de la importancia que tienen estas preguntas para la deteccién de los
niveles de razonamiento de los estudiantes en la deteccion de los niveles en los
gue se encuentran los estudiantes en cuanto al concepto estudiado.

Por otra parte, las funciones discriminantes utilizadas permiten establecer un
sistema de coordenadas sobre el cual se sitlan las posiciones de los vectores de
medias de los grupos y la posicién relativa de las unidades experimentales. Esto
proporciona representaciones graficas, que indican como se distribuyen los
individuos en los grupos alrededor de sus respectivos centroides. La siguiente
grafica muestra grupos diferenciados de estudiantes, de acuerdo al analisis
discriminante. Estos grupos se han asociado con los niveles de razonamiento de
vanHiele I, Il 'y III.
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Ademas, se puede observar la distribucion de los estudiantes por programa y

confirmar los resultados obtenidos bajo el algoritmo k-medias para el Criterio A
(seccion 4.2.5).
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CAPITULO 5.
CONCLUSIONES

5.1 Consecucién delos objetivos

Objetivo general: Disefiar una entrevista de caracter socratico para una
manifestacion de la nocion de limite en el marco del modelo educativo de van-
Hiele que permita identificar descriptores de nivel de razonamiento en el
estudiante entrevistado.

Para alcanzar este objetivo fue necesario plantear la consecucion de tres objetivos
especificos de caracter experimental:

1. Senalar las caracteristicas de una entrevista de caracter socratico para el
razonamiento y comprension de un concepto matemético en particular,
basadas en lo que se infiere del dialogo que sostiene Sécrates con el esclavo
en “El Menén"®? y enmarcadas en el modelo educativo de van-Hiele.

Haciendo un estudio minucioso del didlogo que sostiene Sdcrates con el esclavo
de Menon, se infirieron diez caracteristicas relevantes que se deben tener en
cuenta en el disefio y aplicacion de una entrevista socratica, para el razonamiento
sobre un concepto matematico en particular y enmarcada en el Modelo Educativo
de van Hiele. A estas caracteristicas se les llamé decalogo para el disefio de una
entrevista de carécter socratico (ver seccion 3-2).

El decalogo asegura un buen disefio de entrevista, ya que las caracteristicas que
lo componen giran en torno al desarrollo de razonamiento, que facilita que el
estudiante construya su propio conocimiento Estas caracteristicas estan en
correspondencia con el modelo de van Hiele, en la medida que él mismo afirma en
su texto Structure and Insight que los métodos socréaticos propenden por el
desarrollo de un pensamiento discursivo.®

52 p ATON. “Didlogos”. Porria. México, 1996.

63 yAN HIELE, P.M.: "Struture and insight: A Theory of Mathematics Education”. Academic Press.
1986. p. 73.
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2. Disefar una entrevista semi-estructurada de caracter socratico para la nocion
de limite como convergencia de una serie de términos positivos, a través de
areas de escaleras.

El caracter de semi-estructurada (flexible) significa que el guidn-entrevista no es
una camisa de fuerza. Es decir, el entrevistador podra hacer preguntas alternas,
cuando lo considere necesario, con el fin de propiciar un avance en el
razonamiento.

La construccion de la entrevista, bajo el modelo educativo de van Hiele, obliga a
hacer un estudio minucioso del concepto: primero, para determinar el mecanismo
a utilizar, y segundo, poder establecer cuales podrian ser los descriptores de cada
nivel de razonamiento que permitan observar la formacién del concepto en la
mente del estudiante, como también, dénde se producen las rupturas hacia un
nivel de razonamiento mas avanzado.

Durante el estudio del concepto, se observdé como en el siglo XIV, sin tener un
desarrollo algebraico ni computacional, se obtenian conjeturas interesantes sobre
resultados de algunas series (ver seccion 2.4). Esto motivo a elegir las escaleras
como mecanismo del guion entrevista disefiado, ya que tienen caracteristicas
interesantes, especialmente si se tiene en cuenta que permiten manejar muchos
conceptos matematicos de manera encubierta, haciendo que el razonamiento del
estudiante no dependa de su habilidad algebraica, ni del manejo de la notacién
simbdlica del concepto, sino méas bien de una visualizacion geométrica. Ademas,
la riqueza en conceptos que giran en torno a la construccion de las escaleras y la
conexion que tienen con los conceptos de superficie y area hacen que la red de
relaciones les permita acceder a generalizaciones matematicas (ver seccion 2.5).

Teniendo en cuenta las dificultades, que a través de la historia se identifican en la
construccion del concepto de suma de una serie, se pudieron determinar
inicialmente ciertos descriptores que respondian a la concepcion de lo finito, del
infinito potencial y el infinito actual.

3. Aplicar la entrevista para:
- Mejorar el contenido y estructura del guidn-entrevista
- Determinar los descriptores de los niveles de razonamiento sobre el
concepto de limite como una suma de términos positivos
- Clasificar al entrevistado en uno de los niveles de razonamiento.

En la aplicacion de los guiones de entrevistas iniciales se evidencié que:
- Se incluian en las visualizaciones geométricas aspectos aritméticos que
inducian al estudiante a hacer calculos computacionales para dar su
respuesta
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- Se formulaban preguntas en las que era necesario el manejo de métodos
de demostracion

- La estructura del guion entrevista no permitia la fluidez de la misma
haciendo que el entrevistado divagara en sus razonamientos

- Las dificultades que presentaban los entrevistados se asemejaban a las
dificultades a través de la construccion histérica del concepto

- Se hacia necesario incluir otros aspectos, por ejemplo, el concepto de
razén de una escalera.

Teniendo en cuenta los anteriores resultados, se disefid un guidn entrevista
refinado (ver seccion 3.3.1), susceptible de ser mejorado, ademas, se formularon
los descriptores que corresponden a los niveles 0, 1, 2 y 3 en cuanto al
razonamiento acerca de la nocion de suma de una serie de términos positivos que
permiten detectar en que nivel de razonamiento se encuentra el estudiante frente
al concepto estudiado (ver seccion 3.5).

4. Disefiar un test basado en la entrevista socratica acerca de la nocion de limite,
con el fin de comprobar, que es posible la deteccién de los niveles de
razonamiento propuestos por el modelo y que coinciden con los descritos, al
mismo tiempo, que se automatiza la adscripcion de los estudiantes en su
correspondiente nivel.

Con el analisis del guion entrevista y los resultados obtenidos al aplicar el guion se
disefi6 un test escrito de respuesta mdltiple, denominado AREAS DE
ESCALERAS que facilitd analizar un numero considerable de estudiantes y
obtener datos suficientes para corroborar los resultados obtenidos en las
entrevistas con respecto a la clasificacion de los estudiantes en los niveles de
razonamiento. El test esta disefiado en tres bloques de preguntas que permiten
detectar en que nivel de razonamiento se encuentra un estudiante.

En resumen, se ha podido extender el modelo de van Hiele al estudio de una de
las varias manifestaciones del concepto de aproximaciéon, fundamental para
entender otros conceptos avanzados del Analisis Matematico, como es la nocién
de suma de una serie de términos positivos. En este estudio, hablar de suma de
una serie (convergencia) es referirse al area (si existe) de una escalera infinita
como el limite de la sucesion infinita de las sumas parciales de las areas de sus
rectdngulos. El andlisis cualitativo llevado a cabo sugiere la existencia de niveles
de razonamiento que postula el modelo de van Hiele. Por todo lo anterior, el
disefio de la entrevista parece apto como propuesta metodoldgica.
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5.2 Sobre el discurrir de la entrevista

Se procura iniciarla en un ambiente relajado, lo que es especialmente importante
cuando se entrevista a estudiantes mas jovenes (de bachillerato) y, por tanto, se
hace necesario dedicar el tiempo suficiente para crear ese clima, enfatizando que
no se trata de un examen. Se explica que con ks contestaciones de la prueba no
se queda ni bien ni mal, sino que se pretende saber lo que piensa acerca de
algunas situaciones sencillas. Tras esto, y con la intencion de motivarlo a realizar
la entrevista con interés, se le hace la observacion sobre nuestra intencién de
apreciar su razonamiento.

Con las primeras preguntas de la entrevista se le da confianza sobre la sencillez
de la prueba aunque, a medida que va evolucionando, las preguntas solicitan un
mayor nivel de atencién y concentracion. Todos los estudiantes que se entrevistan
deben colaborar voluntariamente y, en todos los casos, se pide una cierta
discrecion sobre el contenido de la prueba para evitar, dentro de lo posible, que se
entreviste a alguien que de alguna forma ya tenga familiaridad con su contenido
(se cree que, sin ser algo decisivo, es conveniente la improvisacion en el
entrevistado). Respecto al contenido especifico, solo se les informa previamente
que la prueba versa sobre areas. Se les informa que sus datos personales van a
ser confidenciales, pero que sus respuestas se usaran para un trabajo de
investigacion. Para diferenciar la prueba de un examen, se toma solamente el
namero de la entrevista para asegurar una identificacion del caso. Se intenta que
todas las entrevistas se hagan en condiciones bastante semejantes, aunque cada
entrevista produce un dialogo peculiar entre entrevistado y entrevistador.

Un dato que puede resultar significativo sobre el desarrollo de la entrevista es el
cansancio que manifiestan la mayoria de los estudiantes al finalizarla. El detalle
parece relevante si se pone de manifiesto que se encuentran ante una prueba
relacionada con el razonamiento, cuyo socratismo provoca el entorpecimiento y la
obligacion de evolucion en el razonamiento y la readaptacion de imagenes
conceptuales. En este sentido se puede sefialar también que, a pesar de las
advertencias iniciales, algunos estudiantes preguntan, al finalizar la prueba, sobre
el resultado, pues estan interesados en saber si lo han hecho bien. Una vez
terminada, se les da una explicacion detallada de la motivacion de cada pregunta,
de la interpretacién que se hace de sus respuestas, cOmo se considera que va
evolucionando su progreso hacia el entendimiento y como se puede detectar.

Todo parece indicar que la experiencia consigue captar su interés y no les deja
indiferentes.

La experiencia alerta sobre la relativa facilidad que puede darse en confundir
socratismo con dirigismo, de modo que se hace necesario tener buen cuidado en
no influir en las respuestas (sobre todo, cuando éstas eran manifiestamente
incorrectas) atendiendo hasta detalles aparentemente menores. Es aqui donde la
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experiencia del entrevistador es importante, ya que le brinda fluidez a la entrevista
sin obstaculizar el razonamiento del entrevistado con gestos de aceptacion o
negacion, entre otros. La actitud general debe ser siempre tranquilizadora,
coherente con lo expuesto al principio, dando predominio al dialogo frente a la
busqueda de resultados. En algunos casos, hay que redirigir las preguntas para
evitar afirmaciones que no tienen que ver con el razonamiento estudiado y que
impiden el progreso del mismo.

5.3 Proyeccion hacia el futuro

Las futuras lineas de investigacion que se abren partiendo de este trabajo, podrian
ser:

Continuar con el mejoramiento del guién entrevista, incluyendo en éste un
analisis de una condicion adicional para que el entrevistado razone: Existen
escaleras que no tienen razon, pero tienen area. Por ejemplo, la escalera
en la cual el segundo rectangulo tiene como altura la mitad del primero, el
tercer rectangulo tiene como altura la cuarta parte del segundo, el cuarto
rectdngulo tiene como altura la octava parte del tercero y asi
sucesivamente.

Como vemos, esta escalera infinita decreciente carece de razén, sin
embargo, tiene é&rea y estd representada por la serie

¥
112 ! +. :é % En los guiones iniciales de la entrevista

=0 577

se evidencié la necesidad de un razonamiento mas refinado (formal) que le
permitiera al entrevistado afirmar con seguridad cuando una escalera
infinita decreciente que no tiene razon tiene area; en la presente
investigacion solo se formularon los descriptores que corresponden a los
niveles 0, 1, 2 y 3 y por lo tanto se trabajo con la condicion mas general: lo
gue garantiza que una escalera infinita decreciente no tenga area es el
hecho de poderse volver creciente.
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El disefio de mddulos de instruccion que estén en correspondencia con las
fases de aprendizaje propuestas en el Modelo Educativo de van Hiele para
promover un estudiante de un nivel de razonamiento a otro superior; ya que
la entrevista socratica disefiada para el concepto de suma de una serie de
términos positivos es una experiencia pedagoégica que permite determinar el
nivel de razonamiento y motiva el avance en él.

Extender k entrevista socratica como estrategia metodoldgica para acceder
a otros conceptos del analisis matematico como el de continuidad, derivada,
e integral, que tienen inmersa la idea de aproximacion local.

Consolidar técnicas estadisticas que correspondan de manera adecuada a
resultados que se obtienen en los estudios desarrollados en el marco de
van Hiele. Es conveniente mencionar la investigacion de Jaramillo y
Ceballos en el que se utiliza el Andlisis Factorial de Correspondencias
Multiples A.F.C.M. para corroborar una vez mas la importancia del Analisis
multivariado para la validacion de investigaciones de esta indole.
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ANEXO 1

IDENTIFICACION

Institucion:
Grado o semestre:

Programa:
Edad:

Sexo:

CUADRO DE RESPUESTAS N°

Para cada pregunta rellene el circulo que corresponde a su eleccion.

WOLEE WWOOO®
MOOOe WOOOE®
MWORO WO
WO WOOOW®
MOOO® WOV
rfPORPPR WOOO®
MOOOE WOOO®
PP ROOO®
RCRCRCRCRORRCRCRCR YO
"POOOE WOOOE®
YOO IWOOOO
QOO WOOOW®

VOO
WOOO®
OO
EONCRCR RO
WO
RONCACR RO
PWOOBO
SCRCACRCRO
SCRCRCRCRO
NOXCYCACHO
0O
XCACACACHO
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ANEXO 2

AREAS
DE
ESCALERAS

INSRUCCIONES

Cada pregunta te ofrece cinco opciones de respuesta (a, b, ¢, d y e), de las cuales
deberas escoger s6lo una. No dejes ninguna pregunta en blanco y no respondas

al azar.

En todas las preguntas, la quinta opcion (marcada con la letra €) es: Ninguna de
las anteriores. Debes seleccionar esta opcion cuando no entiendas el enunciado
de la pregunta o cuando te parezca que las otras opciones de respuesta (a, b, cy
d) no se ajustan a lo que crees que seria correcto. En este caso debes escribir la
respuesta que consideres conveniente en el cuadernillo adicional, ademas de
marcar la opcion “e” en la hoja de respuestas.

Es posible que en algunas preguntas te parezca que hay varias opciones de
respuesta correctas. Escoge aquella opcion de respuesta que te parezca mas

precisa desde el punto de vista matemético, de acuerdo con lo que piensas acerca
del tema.
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1. En la siguiente imagen se observan superficies planas que podrian ser:

© o 0 T p

Una escalera
Rectangulos
Paralelogramos

No hay superficies planas

Ninguna de las anteriores

No pases la pagina hasta haber contestado la pregunta
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2. Observa las siguientes figuras geométricas:

¢ Consideras que estas figuras podrian tener la misma superficie y la misma area?

No, son superficies diferentes y no tienen la misma area
Podrian tener igual area, pero son superficies diferentes
Podrian ser la misma superficie, y no tener igual area

Si, son superficies iguales y tienen igual area

© o 0o T p

Ninguna de las anteriores’

No te devuelvas. No pases la pagina hasta haber contestado la pregunta
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3. ¢Crees que estas dos figuras que se muestran a continuacién podrian encerrar

la misma cantidad de superficie?

No, porgue no tienen la misma forma

b. No, el cuadrado encierra méas cantidad de superficie que el rectangulo

c. Si, porque se podria dividir el cuadrado y disponerlo para formar el
rectangulo

d. Si, siempre un rectangulo y un cuadrado encierran la misma cantidad de
superficie

e. Ninguna de las anteriores

No te devuelvas. No pases la pagina hasta haber contestado la pregunta
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Aporte de informacion:

La nocién de superficie es lo que se refiere a la forma geométrica, hay superficies
rectangulares, triangulares, circulares, etc.; la nocién de area es lo que se refiere

al tamafio, es la medida de una superficie (cantidad de superficie).

4. ¢Se podria decir que la siguiente superficie rectangular esta dividida en dos

superficies de igual area?

Si, siempre que las superficies resultantes tengan igual forma geométrica
Si, siempre y cuando la linea divisoria pase por el centro del rectangulo

No, sélo ocurre cuando la linea divisoria es vertical, horizontal o diagonal

o o o p

No, el rectangulo se podria dividir en dos superficies de igual area si se
conocen sus dimensiones

e. Ninguna de las anteriores

No te devuelvas. No pases la pagina hasta haber contestado la pregunta
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5. Dada una superficie rectangular:

¢,De cuantas maneras crees que es posible dividirla en dos superficies iguales?

a. Soélo de dos maneras
b. Soblo de cuatro maneras
c. Un ndmero finito de maneras

d. De infinitas maneras

e. Ninguna de las anteriores’

No te devuelvas. No pases la pagina hasta haber contestado la pregunta
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6. Ahora, considera la siguiente superficie:

Si a esta superficie le disponemos otra igual, asi:

¢, Cual crees que sera la suma de las areas de las superficies?

a. No es posible calcular su area ya que no se conocen las dimensiones de la
superficie

Dos unidades cuadradas

Dos cuadrados

Dos veces la superficie inicial

© o o o

Ninguna de las anteriores

No te devuelvas. No pases la pagina hasta haber contestado la pregunta
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7. Considera la siguiente superficie:

Si al lado de ésta disponemos otra igual y repetimos un numero determinado de

veces el proceso:

¢, Cual crees que sera la suma de las areas de las superficies?

a. No es posible calcular su area, ya que no se conocen las dimensiones de la
superficie inicial

Tantas unidades cuadradas se hayan dispuesto

Tiene area infinita

Tantas veces la superficie inicial se haya dispuesto

© o o o

Ninguna de las anteriores

No te devuelvas. No pases la pagina hasta haber contestado la pregunta
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8. Observa la siguiente secuencia de imagenes
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¢Cuanto mas crees que nos podriamos alejar a partir de la primera imagen y

cuanto mas crees que nos podriamos acercar a partir de la dltima imagen?

a. No es posible alejarnos mas a partir de la primera imagen y tampoco es
posible acercarnos mas a partir de la ultima imagen

b. No es posible alejarnos mas a partir de la primera imagen, pero si es
posible acercarnos cuanto queramos a partir de la dltima imagen

c. Es posible alejarnos cuanto queramos a partir de la primera imagen, pero
no es posible acercarnos mas a partir de la Gltima imagen

d. Es posible alejarnos cuanto queramos a partir de la primera imagen,
también es posible acercarnos cuanto queramos a partir de la udltima
imagen

e. Ninguna de las anteriores

No te devuelvas. No pases la pagina hasta haber contestado la pregunta
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9. Considera la siguiente superficie:

Si al lado de ésta disponemos otra igual y repetimos infinitamente este proceso:

¢, Cual crees que seré la suma de las areas de las superficies?

a. No es posible calcular su area, ya que no se conocen las dimensiones de la
superficie inicial

Tiene area finita, pero no es posible calcularla

Tantas veces la superficie inicial

Tiene area infinita

© o o o

Ninguna de las anteriores

No te devuelvas. No pases la pagina hasta haber contestado la pregunta
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10.Si se tiene una disposicion de infinitas superficies iguales como muestra la

figura:

¢, Crees que seria posible considerar esa disposicion de estas otras maneras?

*ue

a. No, porque estas disposiciones requieren de mas superficies
b. No, porque no tienen la misma forma que la disposicion anterior
c. Si, porque hay infinitos rectangulos

d. De la primera manera si, pero no de la segunda

e. Ninguna de las anteriores

No te devuelvas. No pases la pagina hasta haber contestado la pregunta
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11. Considera la siguiente superficie:

Si al lado de ésta disponemos otra de igual base que el anterior, pero de doble

altura y repetimos infinitamente este proceso, asi:

¢ Cudl crees que sera la suma de las areas de los rectangulos?

a. No es posible calcular su area ya que no se conocen las dimensiones de la
superficie inicial

b. Tiene area finita, pero no es posible calcularla
Tiene area finita y serd un multiplo de dos

d. Tiene area infinita

e. Ninguna de las anteriores

No te devuelvas. No pases la pagina hasta haber contestado la pregunta
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Aporte de informacion:

Llamaremos escalera a la disposicion de rectangulos de izquierda a derecha, de
forma tal que tengan igual base y esté uno contiguo al otro en forma horizontal. Si
cada rectangulo tiene mayor altura que el inmediatamente anterior la llamaremos
escalera creciente, si se disponen infinitos rectangulos de esta manera, escalera
infinita creciente. Si por el contrario, cada rectangulo tiene menor altura que el
inmediatamente anterior, la llamaremos escalera decreciente, si se disponen
infinitos rectdngulos de esta manera, escalera infinita decreciente. Asi mismo,
llamaremos area de una escalera a la suma de las areas de los rectangulos que

la conforman.

12.En la siguiente escalera decreciente cada rectangulo tiene la mitad de la altura

del rectangulo inmediatamente anterior:

¢, Cual crees que es el area de la parte sombreada con respecto al area del primer
rectangulo?

La cuarta parte
La octava parte
La quinceava parte

La dieciseisava parte

© o 0 T p

Ninguna de las anteriores’

No te devuelvas. No pases la pagina hasta haber contestado la pregunta
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13.En la siguiente escalera finita decreciente cada rectangulo tiene como altura la

mitad de la altura del rectangulo inmediatamente anterior:

¢, Cual crees que sera el area de la escalera?

a. No es posible calcular su area, ya que no se conocen las dimensiones de la
superficie inicial

b. Tiene area finita, pero no es posible calcularla
Tiene é&rea infinita

d. Seré el area del primer rectangulo, mas su mitad de area, mas su cuarta
parte de area, mas su octava parte de area

e. Ninguna de las anteriores’

No te devuelvas. No pases la pagina hasta haber contestado la pregunta
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14.En la siguiente escalera infinita decreciente cada rectangulo tiene como altura

la mitad de la altura del rectangulo inmediatamente anterior:

Si tomamos un rectdngulo cualquiera de la escalera, diferente al primero, ¢qué

area tendra con respecto al area del rectangulo inmediatamente anterior?

a. No es posible calcular su area, ya que no se conocen las dimensiones de la
superficie inicial

La mitad del area del rectangulo anterior

La cuarta parte del area del rectangulo anterior

El area de cada rectangulo no es siempre la misma parte del anterior.

© oo o

Ninguna de las anteriores’

No te devuelvas. No pases la pagina hasta haber contestado la pregunta
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15.En la siguiente escalera infinita decreciente cada rectangulo tiene como altura

la mitad de la altura del rectdngulo inmediatamente anterior:

¢,Cudl crees que sera el area de la escalera?

a. No es posible calcular su area ya que no se conocen las dimensiones de la
superficie inicial

Tiene area finita pero no es posible calcularla

Tiene area infinita

Dos veces el area del primer rectangulo

© oo o

Ninguna de las anteriores’

No te devuelvas. No pases la pagina hasta haber contestado la pregunta
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16. Si dividimos un rectangulo en dos superficies de igual area y sombreamos una

de ellas, asi:

Se toma la superficie que ha quedado sin sombrear y la dividimos en dos

superficies de igual &rea sombreando una de ellas, asi:

De nuevo se toma la superficie que ha quedado sin sombrear y la dividimos en

dos superficies de igual area sombreando una de ellas, asi:

y continuamos este proceso infinitamente, ¢ cudl sera la suma de las areas de las

superficies sombreadas ?

La suma se aproximara al area del rectangulo inicial
Tiene area finita pero no es posible calcularla
Tiene éarea infinita

El area del rectangulo inicial

© 2 0 T p

Ninguna de las anteriores’

No te devuelvas. No pases la pagina hasta haber contestado la pregunta
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17.El siguiente rectangulo se ha divido a la mitad; luego, la parte superior a la
mitad; de nuevo, la parte superior a la mitad, y asi sucesivamente como

muestra la figura:

¢, Crees que es posible disponer las superficies rectangulares en las que ha
quedado dividido el anterior rectdngulo como una escalera infinita decreciente en
la que la altura de cada rectangulo es la mitad de la altura del anterior, como

muestra la figura?

a. No, porgue el area del rectangulo es finita y la de la escalera infinita
No, porque las disposiciones no tienen la misma forma

c. Si, porque aunque hay infinitas superficies, el &rea de ambas disposiciones
es finita

d. Si, porque el area de la escalera es aproximadamente igual al area del
rectangulo

e. Ninguna de las anteriores’

No te devuelvas. No pases la pagina hasta haber contestado la pregunta
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18.Considera la siguiente escalera infinita decreciente en la que la altura de cada
rectangulo es la mitad de la altura del anterior, ¢ cudl crees que seréa el area de

la escalera?

Se aproxima a dos veces el area del primer rectangulo
Tiene area finita pero no es posible calcularla
Tiene area infinita

Dos veces el area del primer rectangulo

© o 0 T p

Ninguna de las anteriores’

No te devuelvas. No pases la pagina hasta haber contestado la pregunta
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19. Considera la siguiente escalera infinita decreciente en la que cada rectangulo

tiene la mitad de la altura del anterior:

a a @

Utilizando los rectdngulos de esta escalera, ¢crees que es posible a partir del

primero, formar una escalera creciente?

Si es posible, porque hay infinitos rectangulos en la escalera dada

b. Si es posible, porque a partir de determinado rectangulo la suma de las
alturas de los rectangulos que se dispongan sobrepasa la altura del anterior

c. No es posible, porque por mas rectangulos que se dispongan, la suma de
las alturas de éstos no sobrepasara la altura del primer rectangulo

d. No es posible. Al principio si es creciente, pero después es decreciente ya
que la altura de los ultimos rectangulos es muy pequefa

e. Ninguna de las anteriores’

No te devuelvas. No pases la pagina hasta haber contestado la pregunta
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20.Considera la siguiente escalera infinita decreciente en la que la altura de cada

rectangulo es la mitad de la altura del anterior:

Si al lado del primer rectangulo disponemos los infinitos rectangulos siguientes,

asi:

¢,Cual es el area de esta escalera?

a. Tiene area finita pero no es posible calcularla ya que no se conocen las
dimensiones de la superficie inicial

El area se aproxima a dos veces el area del primer rectangulo

No tiene area, porque se disponen infinitos rectangulos

El area es dos veces el area del primer rectangulo

®© o0 o

Ninguna de las anteriores’

No te devuelvas. No pases la pagina hasta haber contestado la pregunta
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Aporte de informacion:

La razdon de dos areas es el cociente de sus valores en la misma unidad de

medida
Diremos que una escalera tiene razon si la razon entre las areas de dos

rectangulos adyacentes es siempre la misma (constante).

La razdn de una escalera sera el cociente entre las areas de un rectangulo y el

inmediatamente anterior.

21.En la siguiente escalera infinita decreciente cada rectangulo tiene como altura

la tercera parte de la altura del rectangulo inmediatamente anterior.

¢,Cual es la razén de la escalera?

a. Larazon es un tercio
No es posible calcular la razén ya que no se conocen las dimensiones de la
superficie inicial

c. No tiene razén ya que cada rectangulo no es siempre la misma parte del
anterior

d. Larazén es un noveno

e. Ninguna de las anteriores’

No te devuelvas. No pases la pagina hasta haber contestado la pregunta
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22.Considera la siguiente escalera infinita decreciente en la que la altura de cada

rectangulo es la tercera parte de la altura del anterior:

¢, Crees que seria posible disponer los rectangulos de esta escalera y formar una
escalera infinita creciente?

a. Sies posible, porque hay infinitos rectangulos
Si es posible, porque a partir de determinado rectangulo la suma de las
alturas de los rectangulos que se dispongan sobrepasa la altura del anterior

c. No es posible, porque por mas rectangulos que se dispongan, la suma de
sus alturas no sobrepasara la altura del primero

d. No es posible. Al principio si es creciente, pero después es decreciente ya
gue la altura de los ultimos rectangulos es muy pequefa

e. Ninguna de las anteriores

No te devuelvas. No pases la pagina hasta haber contestado la pregunta
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23.Considera la siguiente escalera infinita decreciente en la que la altura de cada

rectangulo es la tercera parte de la altura del anterior:

¢,Crees que el area de la anterior escalera es infinita?

No se sabe, ya que no se conocen las dimensiones de la superficie inicial

b. No, tiene area finita ya que no se puede formar una escalera infinita
creciente

c. Si, tiene area infinita ya que la escalera estd formada por infinitos
rectangulos

d. No, el érea es tres veces el area del primer rectangulo

e. Ninguna de las anteriores’

No te devuelvas. No pases la pagina hasta haber contestado la pregunta
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Aporte de informacion:

Llamaremos escalera armoénica a la escalera infinita decreciente donde la altura

del segundo rectangulo es la mitad de la altura del primero, la altura del tercero es
un tercio de la altura del primero, la altura del cuarto es un cuarto de la altura del

primero, y asi sucesivamente:

24.Considera la escalera armoénica

¢Cual es larazén de la escalera?

a. Larazon es un tercio
No es posible calcular la razén ya que no se conocen las dimensiones de la
superficie inicial

c. No tiene razdn ya que el cociente entre dos rectangulos adyacentes no es
siempre igual

d. Larazon es un medio

e. Ninguna de las anteriores’

No te devuelvas. No pases la pagina hasta haber contestado la pregunta
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25.Considera la escalera armonica:

¢, Cual crees que sera su area?

a. Tiene area finita pero no es posible calcularla ya que no se conocen las
dimensiones de la superficie inicial

b. Es aproximadamente dos veces el area del primer rectangulo

c. Tiene é&rea infinita ya que se puede disponer en forma de escalera infinita
creciente

d. Esdos veces el area del primer rectangulo

e. Ninguna de las anteriores’

No te devuelvas. No pases la pagina hasta haber contestado la pregunta
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26.Considera la escalera armonica:

¢, Crees que es posible disponer sus rectangulos de la manera como se muestra
en la figura: al lado del segundo rectangulo disponemos los dos rectangulos
siguientes, luego los cuatro rectangulos que siguen, y asi sucesivamente

formando una escalera infinita creciente a partir del segundo rectangulo?

a. Siesposible, porque hay infinitos rectangulos

b. Si es posible, porque a partir de determinado rectangulo la suma de las
alturas de los rectangulos que se dispongan sobrepasa la altura del anterior

c. No es posible, porque por mas rectangulos que se dispongan, la suma de
sus alturas no sobrepasara la altura del anterior

d. No es posible. Al principio si es creciente, pero después es decreciente ya
gue la altura de los ultimos rectangulos es muy pequefia

e. Ninguna de las anteriores’

No te devuelvas. No pases la pagina hasta haber contestado la pregunta
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Aporte de informacion:

La escalera armonica se puede volver creciente.

27.Considera la escalera que se forma con los rectangulos de la escalera

armonica:

¢, Qué podria afirmarse con respecto al area de esta escalera ?

a. El area se aproxima a tres veces el area del primer rectangulo

b. Tiene éarea finita pero no es posible calcularla ya que no se conocen las
dimensiones de la superficie inicial

c. Tiene area infinita ya que después del segundo rectangulo se forma una
escalera infinita creciente

d. El area es tres veces el area del primer rectangulo

e. Ninguna de las anteriores’

No te devuelvas. No pases la pagina hasta haber contestado la pregunta
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28. ¢, Crees que cualquier escalera infinita decreciente tiene area?

a. No siempre. Soélo seréa posible cuando la escalera tenga razén
No siempre. Solo sera posible cuando no se pueda disponer en forma de
escalera infinita creciente

c. No es posible calcularla porque tiene infinitos rectangulos

d. Si. todas las escaleras infinitas decrecientes tienen area

e. Ninguna de las anteriores’

No te devuelvas. No pases la pagina hasta haber contestado la pregunta
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29. ¢, Siempre es posible construir una escalera infinita decreciente a partir de un

rectangulo?

Nunca, porque el rectangulo tiene &rea finita, la escalera no.
Nunca, porque son superficies diferentes
Si, porque un rectangulo puede ser dividido en infinitas superficies

Si, porque ambos tienen area finita

®© a o T ®

Ninguna de las anteriores’
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30. ¢ Siempre es posible construir un rectangulo a partir de una escalera infinita

decreciente?

Nunca, porque el rectangulo tiene &rea finita, la escalera no.
No siempre, porgue algunas escaleras infinitas decrecientes no tienen area
Si, porque las escaleras decrecientes tienen area finita

Nunca, porque son superficies diferentes

®© a o T ®

Ninguna de las anteriores’
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31.¢Cudles crees que serian las condiciones que se deben cumplir para que una

escalera infinita decreciente tenga area?

a. No podria decir ninguna condicion

b. Sies una escalera infinita decreciente, su area siempre sera finita

c. Tendra area finita cuando no sea posible disponerla en forma de escalera
infinita creciente

d. Sies una escalera infinita, nunca se podra hallar su area

e. Ninguna de las anteriores’

No te devuelvas. No pases la pagina hasta haber contestado la pregunta
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