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RESUMEN

En este trabajo se estudia el uso de algoritmos cuanticos variacionales para la discri-
minacién de estados cudnticos, mediante el entrenamiento de un clasificador cuantico
simulado capaz de implementar esquemas de medicion que aproximan mediciones Op-
timas. Este enfoque permite estudiar estrategias de mediciéon desde una perspectiva
hibrida clasico—cuantica, aprovechando las capacidades de los dispositivos NISQ y evi-
tando la complejidad asociada a implementaciones experimentales directas.

En una primera parte, se valida el desempeno del clasificador mediante la repro-
duccién parcial de un esquema de redes neuronales cuanticas variacionales propuesto
previamente en la literatura. Se analizan tanto el régimen de discriminacién de minimo
error como el de discriminacion inequivoca, comparando los resultados numéricos con
las cotas teodricas obtenidas a partir del limite de Helstrom y de técnicas de progra-
macién semidefinida. En el régimen de discriminacién inequivoca, el clasificador logra
aproximarse de manera robusta a las cotas tedricas, incluso para conjuntos de entrena-
miento reducidos.

En una segunda parte, el clasificador se generaliza para abordar problemas més
complejos que involucran familias de estados asociadas a la Medicién Conjunta Elegan-
te (EJM), asi como a familias de estados de Popescu y de Werner, tanto en escenarios
binarios como en multiclase. Los resultados muestran que, para estas familias, la discri-
minacién inequivoca es imposible y que, en el régimen de minimo error, el desempeno
del clasificador se ve limitado por restricciones geométricas asociadas al rango y al

soporte de los operadores de medicion implementados.

Palabras clave — Discriminacion de estados cuanticos, Algoritmos
cuanticos variacionales, Positive Operator-Valued Measures, Teorema de

Naimark.
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ABSTRACT

In this work, we study the use of variational quantum algorithms for the discrimination
of quantum states by training a simulated quantum classifier capable of implementing
measurement schemes that approximate optimal measurements. This approach allows
the study of measurement strategies from a hybrid classical-quantum perspective, leve-
raging the capabilities of NISQ devices while avoiding the complexity associated with
direct experimental implementations.

In a first part, the classifier performance is validated by partially replicating a pre-
viously proposed variational quantum classification scheme. Both the minimum-error
discrimination regime and the unambiguous state discrimination regime are analyzed,
and the numerical results are compared with the corresponding theoretical bounds deri-
ved from the Helstrom limit and semidefinite programming techniques. In the unambi-
guous discrimination regime, the classifier robustly approaches the theoretical bounds,
even when trained with relatively small datasets.

In the second part, the classifier is generalized to address more complex problems
involving families of states associated with the Elegant Joint Measurement (EJM), as
well as Popescu and Werner state families, in both binary and multiclass scenarios.
The results show that, for these families, unambiguous discrimination is impossible and
that, in the minimum-error regime, the classifier performance is limited by geometric

constraints related to the rank and support of the implemented measurement operators.

Keywords — Quantum state discrimination, Variational quantum al-

gorithms, Positive Operator-Valued Measures, Naimark’s theorem.
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CAPITULO I: INTRODUCCION

La discriminacién de estados cuanticos es un problema fundamental en la teoria
de la informacién cuantica que consiste en determinar en cual de varios posibles estados
ha sido preparado un sistema. La mecanica cuantica prohibe de manera fundamental
la discriminacién determinista (sin error) de estados cuando los vectores que los repre-
sentan no son ortogonales entre si, es decir, cuando su solapamiento es distinto de cero
[1, 2], como se ilustra en la Fig. 1. Este problema establece los limites teéricos de la
informacion que puede extraerse de un sistema sin perturbar significativamente su esta-
do original, y la capacidad, o incapacidad, de distinguir perfectamente entre diferentes
estados cudnticos es la base de muchas tecnologias cuanticas [3]. Por ejemplo, en éreas
como la criptografia cuantica, la imposibilidad de distinguir perfectamente estados no
ortogonales garantiza la seguridad de los protocolos de comunicacién [4]; en metrologia
cuantica, la deteccién de cambios sutiles en un sistema esta ligada a la capacidad de
diferenciar estados con alta precision [5]; en la computaciéon cudntica, el éxito de ciertos
algoritmos depende de la distincion eficiente entre familias de estados [1]; y en la co-

municacién cuantica, las sefiales se codifican frecuentemente en estados no ortogonales

6].
)

Figura 1: Representacion geométrica de dos estados cudnticos puros no ortogonales,
|u) v |v), que comparten el mismo origen pero forman un édngulo distinto de 7/2. La no
ortogonalidad implica un solapamiento interno no nulo (u|v) # 0.

Desde un punto de vista formal, dos estados cudnticos |u) y |v) pueden discri-
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minarse perfectamente mediante una medicion proyectiva adecuada siempre que sean
ortogonales [3], es decir, cuando (u|v) = 0, ya que en este caso no existe proyecciéon de
uno sobre el otro [7]. Por el contrario, cuando los estados no son ortogonales ({u|v) # 0),
cualquier procedimiento de medicién conlleva inevitablemente una probabilidad no nula
de error o la aparicién de resultados inconclusos [8]. Esta limitacién surge del solapa-
miento entre los estados, el cual impide identificar con certeza en cudl de ellos fue
preparado el sistema, y puede comprenderse de manera intuitiva a través del analisis
presentado en [2].

Se considera un fotén preparado con polarizacién horizontal (|H)) o vertical (|V)),
estados que son ortogonales entre si. En este caso, es posible distinguir el estado del
fotén de forma determinista mediante un divisor de haz polarizante (PBS, del inglés
Polarizing Beam Splitter) orientado convenientemente. El fotén es transmitido si se
encuentra en el estado vertical y reflejado si se encuentra en el estado horizontal, lo que
permite una identificaciéon exacta del estado inicial. Sin embargo, si el foton ha sido
preparado en el estado horizontal (|H)) o en el estado de polarizacién circular izquierda
(|L)), la situacién es completamente diferente. Estos estados no son ortogonales, ya que
la polarizacion circular puede expresarse como una superposicion de las componentes

horizontal y vertical,
1

V2

lo que implica un solapamiento no nulo entre ambos estados,

L) (1H) +1]V)), (1)

(H|L) = \}5 40, (2)
Si se intenta discriminar estos estados utilizando el mismo montaje experimental basado
en el PBS, es decir, realizando la medicién en la base {|H),|V)}, un fotén preparado
en el estado |L) serd detectado de manera aleatoria como horizontal o vertical, con
probabilidades iguales. Por lo tanto, un resultado correspondiente al estado |H) no
permite determinar de forma inequivoca si el fotén fue preparado originalmente en |H)
o en |L), lo que evidencia la imposibilidad de una discriminacién perfecta cuando se

emplean mediciones proyectivas sobre estados no ortogonales.



APLICACION DE VQAS A LA QSD 13

Existen principalmente dos estrategias fundamentales para la discriminacion de
estados cudnticos no ortogonales: la discriminaciéon de minimo error y la discriminacién
inequivoca. La discriminacion de minimo error (MESD) tiene como objetivo identi-
ficar el estado preparado minimizando la probabilidad total de error, aceptando una
tasa finita de clasificaciones incorrectas. Este enfoque fue desarrollado en trabajos de
Helstrom y Holevo [9, 10], quienes establecieron los limites tedricos fundamentales para
la probabilidad maxima de éxito en la discriminacion de estados cuanticos.

Por su parte, la discriminacion inequivoca de estados (USD) permite identificar
sin error estados cuanticos no ortogonales, a costa de aceptar una probabilidad finita
de resultados inconclusos. Esta estrategia fue introducida en los trabajos de Ivanovic,
Dieks y Peres [11, 12, 13], donde se mostré que el uso de mediciones generalizadas
permite superar las limitaciones impuestas por las mediciones proyectivas estandar.

La discriminacion de estados cuanticos no ortogonales ha sido abordada median-
te diversas configuraciones experimentales, particularmente en sistemas 6pticos. En el
contexto de la discriminacién de minimo error, Barnett y Riis en 1997 [8] presentaron
un disenio experimental para la discriminacion entre dos estados de polarizacién no or-
togonales, alcanzando el limite tedrico de minimo error mediante una medicién 6ptima.
Posteriormente, Clarke et al. en 2001 [14] extendieron estas ideas a conjuntos simétricos
de tres y cuatro estados de polarizacion, implementando redes 6pticas interferométricas
que permitieron realizar mediciones generalizadas a través de una ampliacion efectiva
del espacio de estados accesible al sistema.

Mas recientemente, se han propuesto estrategias intermedias como la discrimina-
cién con tasa fija de resultados inconclusos (FRIO, Fized Rate of Inconclusive Outco-
mes) [15], que permiten interpolar de manera controlada entre los regimenes de dis-
criminacion de minimo error y de discriminacién inequivoca mediante el ajuste de la
probabilidad de resultados inconclusos. La realizacién experimental se basa en una con-
figuracion interferométrica que permite llevar a cabo mediciones no proyectivas con tres
posibles resultados, mostrando resultados acordes con las predicciones tedricas.

No obstante, la implementacion experimental de estos esquemas suele requerir un
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equipamiento 6ptico especializado y de alta precision. Estas exigencias técnicas pueden
limitar su escalabilidad y dificultar su integracion en arquitecturas mas generales de pro-
cesamiento de informaciéon. Como consecuencia, han surgido enfoques alternativos que
abordan el problema de la discriminacién de estados cudnticos desde una perspectiva
mas flexible y escalable, apoyada en herramientas computacionales.

En este contexto, la computacion cuantica surge como un nuevo modelo de pro-
cesamiento de informacion que aprovecha propiedades propiamente cuanticas, como la
superposiciéon y el entrelazamiento. Originalmente, esta area se desarrolld a partir de
la idea de que la simulacién de sistemas fisicos complejos podria realizarse de manera
més eficiente en un computador cudntico [16]. Con el paso del tiempo, esta motivacién
inicial, fuertemente ligada a la fisica, se ha ampliado hacia otras areas, incluyendo la
optimizacién, la criptografia y, mas recientemente, la inteligencia artificial. En particu-
lar, dentro del modelo de computacién basado en circuitos, se han propuesto algoritmos
de aprendizaje automatico cuantico (QML) que, al menos a nivel tedrico, apuntan a
posibles ventajas computacionales frente a métodos clasicos en tareas de procesamiento
de informacion [17]

No obstante, la implementacion practica de estos algoritmos enfrenta importan-
tes desafios tecnoldgicos. La etapa actual del desarrollo de la computacion cuantica se
conoce como la era NISQ (Noisy Intermediate-Scale Quantum) [18], caracterizada por
procesadores cuanticos con un nimero limitado de cubits y por tasas de error signifi-
cativas [19]. Esto se debe a que, la profundidad de los circuitos que pueden ejecutarse
estd fuertemente restringida por el tiempo de coherencia de los cuibits; si el calculo se
extiende mas alla de este limite, la informacion cudntica se degrada como consecuencia
de la decoherencia [20, 21, 22].

En este contexto, los Algoritmos Cudnticos Variacionales (VQAs) surgen como
una alternativa para trabajar dentro de las limitaciones de la era NISQ. En lugar de
implementar circuitos profundos, estos algoritmos emplean circuitos cuanticos parame-
trizados de baja profundidad, cuyos pardmetros se ajustan de manera iterativa a partir

de mediciones realizadas sobre el propio dispositivo. Este ajuste se lleva a cabo me-
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diante un esquema hibrido clasico—cuantico, en el cual un optimizador clasico utiliza la
informacion obtenida de las mediciones cuanticas para guiar la evolucién del circuito
(23, 24].

Dado que los estados cuanticos constituyen datos intrinsecamente cuanticos, re-
sulta natural considerar que los procesadores cuanticos puedan ofrecer ventajas frente
a métodos clasicos en tareas de discriminacion. Estudios recientes han mostrado la po-
sibilidad de discriminar estados no ortogonales mediante clasificadores cudnticos [17],
asi como el impacto de distintos modelos de ruido en su desempeno [19].

Estos antecedentes motivan el desarrollo del presente trabajo, cuyo objetivo es
entrenar y evaluar un clasificador simulado basado en algoritmos cuanticos variacionales
(VQASs) para la discriminacién de estados cudnticos. Este enfoque permite estudiar la
medicién 6ptima desde una perspectiva programable, aprovechando las capacidades de
los dispositivos NISQ y evitando la complejidad asociada a montajes experimentales en
un laboratorio.

El trabajo se estructura en dos partes principales. En la primera, se replican par-
cialmente los resultados presentados en el articulo Universal Discriminative Quantum
Neural Networks [17], con el objetivo de establecer un punto de referencia que permita
validar el desempeno del clasificador implementado. En este esquema, el entrenamiento
se realiza mediante el algoritmo de optimizaciéon Adam dentro de un marco hibrido
clasico—cuantico, ajustando los parametros del circuito variacional de tal forma que el
mismo implemente de manera efectiva una Medida Valuada en Operadores Positivos
(POVM) adecuada para la tarea de clasificacién. En la segunda parte, el clasificador
se generaliza para abordar problemas mas complejos que involucran tres familias de
estados cudnticos: estados asociados a la Medicién Conjunta Elegante (FElegant Joint
Measurement, EJM), familias de estados de Werner y familias de estados de Popescu,
lo que permite analizar la robustez y versatilidad del modelo propuesto mas alla del

caso binario inicialmente considerado.
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CAPITULO II: FUNDAMENTOS DE LA
DISCRIMINACION DE ESTADOS

A. Estados Cudnticos, Operadores y Operadores Densidad

El estado de un sistema cuantico contiene toda la informacion que puede obtenerse
mediante mediciones sobre el sistema, y se representa mediante un objeto matematico
llamado vector de estado o ket [¢)). Los vectores de estado son vectores normalizados
que pertenecen a un espacio vectorial conocido como espacio de Hilbert [1, 2].

En mecéanica cuantica, los observables fisicos se describen mediante operadores
lineales que actian sobre los vectores de estado. En particular, los observables estan

asociados a operadores hermiticos O, que satisfacen
O=0", (3)

donde O denota el operador adjunto. La hermiticidad garantiza que los posibles resul-
tados de una medicién sean valores reales [7].

En este marco se distinguen dos tipos de estados cuanticos. Un estado puro corres-
ponde a un conocimiento completo del sistema y puede describirse mediante un vector
de estado [¢). En contraste, un estado mezclado representa una mezcla estadistica de
varios estados posibles |1);), cada uno asociado a una probabilidad p; [4].

Tanto los estados puros como los estados mezclados pueden representarse me-
diante un operador denominado operador densidad p, el cual es un operador positivo

semidefinido y de traza unitaria,
p=0, Tr(p) =1, (4)
donde la condicién p > 0 indica que

(0lpl¢) =0, ()

para todo vector de estado |¢).
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Para un estado puro [¢), el operador densidad se define como

p=1[¥) (¥l (6)

y satisface la condicién p? = p. En el caso de un estado mezclado, la matriz densidad

se escribe como
p:ZpiWi) (Wi, 0<p; <1, Zpl-:l, (7)

con |¢;) estados puros normalizados.

La formulaciéon en términos de matrices densidad resulta esencial para describir
situaciones en las que el sistema interactia con un entorno o cuando el conocimiento
sobre su estado es incompleto, y constituye el marco natural para el estudio de procesos

de medicién generalizados y problemas de discriminacién de estados cudnticos [4].

B. Mediciones Generalizadas (POVMs)

En mecanica cuantica, el proceso de medicién se describe mediante un conjunto
de operadores que actian sobre el espacio de Hilbert del sistema. El caso mas habitual
corresponde a las mediciones proyectivas (o de von Neumann), en las cuales cada re-
sultado posible se asocia a un proyector ortogonal b que satisface las condiciones de

ortogonalidad e idempotencia:

PPy =065h, Y P=L (8)
i

En este formalismo, los resultados de la mediciéon corresponden a subespacios ortogo-
nales que cubren la totalidad del espacio de Hilbert. Cuando los estados cuanticos a
discriminar son ortogonales, este tipo de mediciones permite distinguirlos de manera

determinista [4, 2].
Sin embargo, para abordar la discriminacion de estados no ortogonales, es necesa-
rio recurrir a las mediciones generalizadas, conocidas como POVM (Positive Operator-
Valued Measure). Una POVM se define como un conjunto de operadores hermiticos

A

E; = EAiT, positivos semidefinidos <1/1\EAz\w> > 0, que satisfacen la condicién de comple-
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titud:
La probabilidad de obtener el resultado ¢ al medir un sistema en el estado p viene

dada por la regla de la traza:
pli) = Te(Eip). (10)
Es comin describir los elementos de una POVM mediante un conjunto de opera-

dores {KAm}, denominados operadores de Kraus, de tal forma que:
E,, = KhK,,, (11)

cumpliéndose la relacion >, KAJnKAm =1

A diferencia de las mediciones proyectivas, los elementos de una POVM no re-
quieren ser proyectores (Ef =+ EZ-), ni ser ortogonales entre si. Esta flexibilidad permite
que el nimero de resultados posibles de la medicion supere la dimensién del espacio de
Hilbert del sistema (m > d), una caracteristica fundamental para implementar estra-
tegias avanzadas de clasificacién y discriminacion de estados, como la discriminacion

inequivoca o la minimizacién del error [2, 4].

C. Discriminacion de estados mediante POVMs

Para ilustrar como las mediciones generalizadas permiten abordar tareas de dis-
criminacion de estados cuanticos, se describe el ejemplo de discriminacion inequivoca
entre dos estados no ortogonales propuesto en la Seccién 2.2.6 de Nielsen & Chuang
(2010) [4].

Supoéngase que un sistema cuantico se prepara, con igual probabilidad, en uno de
los estados

10) +[1)

) =10), ) = S (12)

Dado que estos estados no son ortogonales, no es posible distinguirlos con certeza per-
fecta mediante mediciones proyectivas. Sin embargo, es posible disefiar una medicion
que permita identificarlos correctamente en algunos casos, sin cometer errores de iden-

tificacion, a costa de admitir resultados inconclusos.
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Este objetivo puede alcanzarse mediante una medicién descrita por una POVM

con tres elementos {El, Es, E7}, definidos como

A V2

Elzmm (1, (13)

b V2 (|0) = [1))({0] = (1)
T 1+V2 2 ’

E? == I - Ell - EQ. (15)

(14)

Puede verificarse que estos operadores son positivos semidefinidos y satisfacen la rela-

cion de completitud
S En=1, (16)
m
por lo que constituyen una POVM valida.
El disenio de los operadores E; y E, garantiza que nunca se produzcan errores

de identificacién. En particular, si el sistema se encuentra en el estado |¢1) = |0), la

probabilidad de obtener el resultado asociado a E; es nula,

(1| Ex|en) = 0. (17)

Por lo tanto, si el resultado de la medicion es El, se puede concluir inequivocamente
que el estado preparado fue |1)9). De manera anédloga, si el resultado obtenido es EQ, el
estado debe haber sido [¢);).

El operador E» corresponde a un resultado inconcluso, en el cual no es posible
inferir la identidad del estado preparado. No obstante, la caracteristica fundamental
de este esquema es que nunca conduce a una identificacién errénea, la ausencia de
errores se obtiene al precio de aceptar que, en algunos casos, la medicién no proporciona

informacién util (resultado inconcluso).

D. Rango y Soporte de Operadores Hermiticos

El rango de un operador hermitico O, denotado por rank(Q), se define como la
dimension del subespacio generado por sus vectores propios asociados a valores propios

no nulos. En el caso de una matriz densidad p, el rango coincide con la dimension del
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soporte del estado, es decir, del subespacio del espacio de Hilbert en el cual el estado
tiene soporte no nulo [25].

Un estado puro p = |¢) (/| es un operador de rango uno, mientras que un estado
mezclado puede presentar un rango mayor, dependiendo del niimero de estados puros
linealmente independientes que contribuyen a la mezcla. Desde un punto de vista geo-
métrico, esto implica que los estados mezclados ocupan regiones de mayor dimension
en el espacio de Hilbert que los estados puros.

En el contexto de una medicién generalizada, cada elemento de una POVM {fIZ}
define el efecto asociado a un resultado particular. La probabilidad de identificar un

estado p mediante el resultado correspondiente a II; esta dada por

p(ilp) = Tr(TL;p). (18)

Cuando II; es un proyector de rango r, esta probabilidad depende tinicamente de la
componente de p contenida en el soporte de II,. En particular, si el soporte de p no esta
contenido en el soporte de f[l-, existe necesariamente una fraccion del estado ortogonal a
dicho subespacio, lo que impide que la probabilidad de identificacién alcance la unidad.
Por consiguiente, la relacion geométrica entre los soportes de p y 11, puede imponer
restricciones sobre la probabilidad maxima de identificacion alcanzable dentro de una

arquitectura de medicion dada [26, 27].

E. Fidelidad entre estados cudanticos

La fidelidad es una medida del grado de indistinguibilidad entre estados cuanticos.
En el contexto de la discriminacién de estados cuanticos, la fidelidad proporciona una
medida cuantitativa de cuan dificil es distinguir dos estados. Estados con alta fidelidad
presentan una mayor superposicién efectiva y, en consecuencia, conducen a probabili-
dades de error més elevadas en esquemas de discriminacién [4, 28, 29].

Dadas dos matrices de densidad p y o, la fidelidad cuéntica se define como

F(p,o) Etr(y/pl/gaplﬂ) : (19)
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Aunque esta definicién no es manifiestamente simétrica en p y o, puede demostrarse
que la fidelidad satisface
F(p,0) = F(o,p), (20)

y toma valores en el intervalo 0 < F(p,0) < 1. En particular, F(p,0) = 1 si y solo
si p = o, mientras que valores cercanos a cero indican estados casi perfectamente
distinguibles [4, 28, 29].

Existen situaciones en las que la expresion de la fidelidad se simplifica considera-
blemente. En el caso en que uno de los estados sea puro, p = |1) (1|, mientras que el

otro es un estado arbitrario o, la fidelidad adopta la forma

F([g),0) =/ (@la[v). (21)

Por lo tanto, la fidelidad corresponde a la raiz cuadrada de la probabilidad de obtener

el resultado asociado al proyector |1) (1] al realizar una medicién sobre el estado o.

F. Teorema de Naimark

El teorema de Naimark proporciona el vinculo entre las mediciones generalizadas
y las implementaciones experimentales. Este teorema establece que cualquier medicién
POVM puede realizarse fisicamente mediante una medicién proyectiva actuando sobre
un espacio de Hilbert de mayor dimensién [30].

Especificamente, dada una POVM {Em [=1, definida sobre el sistema objetivo,
donde [ denota el nimero de resultados posibles, es posible introducir un sistema auxiliar
(o ancilla) y un operador unitario U que actiia sobre el sistema conjunto (objetivo +
auxiliar), de modo que una medicion proyectiva sobre el sistema auxiliar reproduce
exactamente las estadisticas de la POVM original [31, 32, 30].

Formalmente, sea |1)r el estado del sistema objetivo y |0) 4 el estado inicial del
sistema auxiliar, el cual debe tener una dimensiéon de al menos [. El operador unitario
U que acopla ambos sistemas se construye de tal manera que su accion sobre el estado
inicial es:

-1

U)r|0)a = S (Kulth)r) @ [m)a, (22)

m=0
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donde {K,,} son los operadores de Kraus asociados a la POVM (E,, = K}n[fm) y
{|m)a} constituye una base ortonormal del espacio de Hilbert del sistema auxiliar [31].

Desde un punto de vista computacional, la implementaciéon del sistema auxiliar
implica el uso de qubits adicionales. Dado que un sistema de n qubits existe en un
espacio de dimension 2", el nimero de qubits auxiliares n 4 necesarios para representar

[ resultados posibles de una POVM esta dado por:

na = [log,y(I)]. (23)

Por ejemplo, para un problema de clasificacion con 4 clases (que requiere una POVM
de 4 elementos), el circuito cuantico deberd incorporar al menos 2 qubits auxiliares [32].
Al realizar una medicién proyectiva en la base computacional {|m) 4} de los qubits

auxiliares, la probabilidad de obtener el resultado m es:

) = (SR ala) (1@ alm)el) (S Kol ltya) - (20

n

P(m) = g ([ Kh Kol)r - a (mm) 1 4 mlm) o (25)

p(m) = H| Kb Kot} = 18] B |t (26)

Este resultado confirma que medir proyectivamente la ancilla tras la evolucion
unitaria U es matemdticamente equivalente a medir la POVM {E,,} en el sistema
original. Esto proporciona la base tedrica para disenar circuitos cudnticos variacionales

que aprendan a clasificar estados optimizando los parametros del operador U (31, 32, 30].
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CAPITULO III: ESTRATEGIAS DE
DISCRIMINACION DE ESTADOS

A. Discriminacion de Estados Cudnticos

La discriminacién de estados cuanticos (Quantum State Discrimination, QSD)
aborda el problema de disenar una estrategia de medicién éptima que permita identificar
en qué estado p; ha sido preparado un sistema, sabiendo que dicho estado pertenece a
un conjunto conocido de estados no ortogonales {p;} [1, 2, 33].

Formalmente, se considera una fuente que emite uno de varios estados posibles p;
(donde i = 1,...,m) con una probabilidad a priori ¢;. De esta forma, la fuente queda
caracterizada por el ensamble cuantico:

m
E=A{aq,pi}%, con Y g=1 (27)
i=1

El problema puede interpretarse como un proceso de recuperacion de informacion
clasica codificada en soportes cuanticos. La variable aleatoria clasica i se codifica en
el estado p;. Para decodificar esta informacion, se realiza una medicién POVM {E}
sobre el sistema y, basiandose en el resultado k, se infiere el valor de i. Debido a que
los estados no son ortogonales, no es posible distinguirlos perfectamente mediante una
medicion tnica. En consecuencia, el objetivo fundamental es maximizar una figura de
mérito, usualmente la probabilidad de acierto o la informacién mutua [33].

Las dos estrategias principales para abordar este problema son la discriminacion

de error minimo (MESD) y la discriminacién inequivoca (USD).

1) Discriminacion de Error Minimo. La discriminacion de error minimo (Minimum
Error Discrimination) es una estrategia determinista en la cual el observador siempre
debe emitir una estimacién sobre el estado del sistema. El objetivo es minimizar la

probabilidad de error global o, equivalentemente, maximizar la probabilidad de éxito
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Piycc. En este esquema, la POVM 6ptima {E;} debe maximizar:
Psucc = Z qur(Ezpz) (28)

Para el caso particular de discriminar entre dos estados pg y p; con probabilidades
a priori qo v q1, la probabilidad méaxima de éxito esta acotada superiormente por el

limite de Helstrom, dado por:

1

1
Prelstrom = 5 + 5 llgopo — q1p1ll4 5 (29)

donde ||A||; = Tr(\/ﬂ) es la norma de traza, que se define como la suma de los valores
absolutos de los autovalores de la matriz resultante. Alcanzar este limite tedricamen-
te implica encontrar la medicion 6ptima, la cual es, en general, dificil de determinar
analiticamente para m > 2 estados, justificando asi el uso de métodos variacionales

aproximados [1, 8, 4, 34].

2) Discriminacion Inequivoca. La discriminacion inequivoca (Unambiguous Discri-
mination) es una estrategia en la cual no se permite cometer errores de identificacion.
Para garantizar que, cuando se obtiene un resultado, este sea correcto, se introduce la
posibilidad de un resultado inconcluso o incierto (7).

La POVM asociada contiene elementos {El, . Em,E?}, donde E; (con 7 #7)

corresponde a la identificacién certera del estado p;. Esto impone la restriccion:
Tr(Eip;) =0 para todo i # j. (30)

Si el sistema colapsa en el operador E?, el observador sabe que no ha podido identificar
el estado, pero no ha cometido un error de clasificacion falsa. El objetivo de esta es-
trategia es maximizar la probabilidad de obtener un resultado concluyente (minimizar
la probabilidad de E?) La probabilidad maxima de éxito depende intrinsecamente del
solapamiento (overlap) entre los estados; si los estados son linealmente dependientes, la

discriminacion inequivoca perfecta es imposible [1, 8, 4].



APLICACION DE VQAS A LA QSD 25

B. Optimizacion Convexa y Programacion Semidefinida

La optimizacién convexa es una rama de la optimizacion matematica en la que
tanto la funcién objetivo como el conjunto de restricciones definen un problema convexo
[35]. Un problema se denomina convexo si el dominio factible es un conjunto convexo
y la funcién objetivo es convexa sobre dicho dominio.

Un conjunto se dice convexo si, para cualesquiera dos puntos que pertenecen a él,
el segmento de recta que los une permanece completamente contenido en el conjunto
[36]. De manera andloga, una funcién es convexa si su valor en cualquier combinacién
convexa de dos puntos no excede la combinacién convexa de los valores de la funcién en
dichos puntos; en otras palabras, el grafico de una funcién convexa siempre se encuentra
por debajo del segmento que une dos puntos cualesquiera [35].

Estas propiedades estructurales aseguran que cualquier minimo local de la fun-
cién objetivo es también un minimo global. Esta caracteristica elimina la presencia de
minimos locales espurios y permite el uso de algoritmos numéricos capaces de encontrar
soluciones globales de manera eficiente, constituyendo una de las principales ventajas
de los problemas convexos y fundamentando la robustez de los métodos algoritmicos
empleados para su resolucién [35].

Dentro de este marco, la programacion conica corresponde a una familia general
de problemas de optimizacién convexa en los cuales las variables de optimizacion estan
restringidas a pertenecer a un cono convexo. En términos generales, estos problemas
consisten en optimizar una funcién lineal sujeta a restricciones lineales y a la condicion
de pertenencia a un cono. Esta formulacién permite unificar bajo un mismo marco di-
versas clases de problemas convexos, tales como la programacion lineal, la programacion
conica de segundo orden y la programacién semidefinida [35].

La programacion semidefinida (SDP) es un caso particular de programacion conica
en el cual la variable de optimizacién es una matriz hermitica positiva semidefinida. En
este contexto, la restriccién fundamental X > 0 indica que la matriz X pertenece al
cono de matrices semidefinidas positivas. Esta estructura resulta especialmente natural

en informacion cuéntica, donde tanto los estados cuanticos como los operadores de
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medicion se describen mediante operadores hermiticos positivos [33].

Un programa semidefinido tipico consiste en optimizar una funcién objetivo lineal
real de la forma tr(flf( ), donde A es un operador hermitico dado, sujeto a restricciones
lineales de igualdad y desigualdad, ademas de la condicién de semidefinitud positiva

[33]. La formulacion general de un problema de maximizacion puede escribirse como

maximizar tr(AX), (31)
sujetoa ®(X)=B;, i=1,...,m, (32)
;(X)=<C;, j=1,...,n, (33)

donde ®; y I'; son mapas lineales que preservan la hermiticidad, y B;, C; son operadores
hermiticos.

Una consecuencia clave de la convexidad de los SDPs es que sus soluciones 6pti-
mas corresponden a 6ptimos globales del problema. Por esta razon, los valores obtenidos
mediante programacion semidefinida pueden interpretarse como cotas tedricas exactas,
contra las cuales es posible comparar el desempeno de métodos heuristicos o variacio-
nales, como los clasificadores cuanticos implementados en dispositivos NISQ [33, 28].

Esta herramienta es particularmente idénea para la discriminaciéon de estados
cudnticos, ya que las propiedades fisicas de los estados (p = 0, tr(p) = 1) y de las
mediciones POVM (3, M, =1, M, = 0) se traducen de manera natural en restricciones

semidefinidas [33].

1) Formulacion para Discriminacién de Minimo Error. En el problema de discrimi-
nacién de minimo error, el objetivo es maximizar la probabilidad promedio de acierto
Pyuess- Como se estableci6 previamente, esto equivale a encontrar la POVM (M = {Ma})
que maximiza la correlacion entre el resultado de la medicién y el estado preparado [33].

La optimizacién sobre todas las mediciones posibles se traduce directamente en

el siguiente programa semidefinido, donde las variables a optimizar son los operadores
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de la POVM {M,}:

P} ess = maximizar Z q(z’)tr(Mipi), (34)
sujetoa M, =0 Va, (35)

S M, =1 (36)

La solucién a este problema (Fy,.) proporciona el limite teérico maximo alcanzable
(limite de Helstrom generalizado para N estados), el cual servird como cota superior

para evaluar el desempeno del circuito variacional [33].

2) Formulacion para Discriminacion Inequivoca. Para la discriminacién inequivoca,
se busca maximizar la probabilidad de obtener un resultado concluyente, sujeto a la
restriccion estricta de no cometer errores. El conjunto de mediciéon se expande a M =
{M,, ..., M,, M@}, donde M, corresponde al resultado inconcluso [33).

La condicién de no error implica que la probabilidad de detectar el estado ¢ dado
que se prepar6 el estado j (con i # j) debe ser nula. Mateméticamente, y considerando

el peso estadistico de cada estado, esto se impone mediante:
q(i) tr(M,p;) =0, Va #1i. (37)

El uso del peso ¢(i) asegura que la restriccién sea consistente incluso si la probabilidad
a priori de algtin estado es nula. Incorporando estas condiciones, el SDP que maximiza

la probabilidad de éxito inequivoco es:

Pjp = maximizar Y q(i)tr(M;p;), (38)
i=1
sujeto a q(i)tr(M,p;) =0, d,a=1,...m;a #1, (39)
S M, =1, (40)
a=1
M,=0. a=1,..m,0 (41)

Es importante notar que la discriminacién inequivoca no siempre es posible. En

particular, si el soporte de un estado p; estd contenido en el soporte de otro, o si el



APLICACION DE VQAS A LA QSD 28

conjunto de estados presenta una dependencia estructural fuerte (como ocurre tipica-
mente para estados de rango completo), la solucién éptima del problema de programa-
cion semidefinida puede ser trivial. En este caso, los operadores asociados a resultados
concluyentes se anulan (]\Z/ ¥ = 0 para todo a # @) y el operador correspondiente al
resultado inconcluso es la identidad (M;, = 1), lo que implica una probabilidad de éxito
nula, Pisp = 0 [33].

Desde un punto de vista tedrico, la discriminacion inequivoca impone restricciones
mas estrictas que la discriminacion de error minimo. En efecto, la condicién de ausencia
total de errores exige que

A

tr(M,p;) =0 para a # 1,

lo cual, dado que p; >~ 0, implica necesariamente la ortogonalidad operatorial Mapi =0
[33].

Si un estado p; es de rango completo, su soporte abarca todo el espacio de
Hilbert. Esto significa que no existe ningin subespacio en el que el estado sea nulo; en
otras palabras, todos los vectores del espacio tienen componente en p;. En consecuen-
cia, el inico operador positivo que satisface la condicién necesaria para discriminarlo
inequivocamente es el operador nulo. Por ello, si el conjunto a discriminar contiene dos
o mas estados de rango completo, no es posible construir una POVM que los discrimine

inequivocamente [33].
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CAPITULO IV: ALGORITMOS

CUANTICOS VARIACIONALES Y
DISENO DEL CLASIFICADOR

A. Algoritmos Cudnticos Variacionales

Los Algoritmos Cudnticos Variacionales (VQAs) constituyen una familia de al-
goritmos disenados para aprovechar de manera 6ptima los dispositivos NISQ actuales
mediante una estrategia de separacion funcional entre recursos cuanticos y clasicos.
En este esquema hibrido, el procesador cudntico (QPU, del inglés Quantum Proces-
sing Unit) se emplea exclusivamente para la preparacién de estados y la estimacién
de valores esperados, tareas intrinsecamente costosas para un ordenador clasico. Por
su parte, un procesador clasico (CPU, del inglés Central Processing Unit) se encarga
de optimizar los parametros del circuito. Como resultado, la evoluciéon cuantica queda
completamente determinada por un conjunto de parametros ajustables, los cuales son
actualizados iterativamente a partir de una funcién de costo definida a nivel clasico
[23, 37, 38].

Este modelo funciona mediante un ciclo de retroalimentacién que itera constan-
temente, tal como se ilustra en la Fig. 2. En cada iteracién, la QPU ejecuta el circuito
y realiza las mediciones necesarias para estimar los observables de interés. Los resul-
tados estadisticos se transfieren a la CPU, que evalia la funciéon de costo y, mediante
un algoritmo de optimizacién, determina una nueva configuracion de parametros. Estos
parametros actualizados se envian nuevamente a la QPU, repitiéndose el ciclo hasta

alcanzar un criterio de convergencia previamente establecido.
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p .
, N
N
CPU Pardmetros del circuito QPU
Inicializacién y actualizacién de pardmetros Ejecucién del circuito cudntico
Evaluacién de la funcién de costo Resultados de medicién | | Estimacion de valores esperados

Figura 2: Esquema del ciclo de retroalimentacion clasico—cuantico en un Algoritmo
Cudntico Variacional (VQA). La CPU inicializa y actualiza los pardmetros del circuito
mediante la evaluacién de una funcién de costo, mientras que la QPU ejecuta el circuito
parametrizado y estima los valores esperados asociados a las mediciones. Los resultados
obtenidos se devuelven a la CPU para la optimizacion iterativa, proceso que se repite
hasta alcanzar la convergencia.

Los algoritmos cuanticos variacionales se componen principalmente de tres ele-
mentos: un ansatz parametrizado, que define la estructura del circuito y contiene los
parametros entrenables; una funcién de costo, que evalia el desempeno del circuito;
y un bucle de optimizacion clasico, que actualiza los parametros segiin los resultados

obtenidos [37, 38]. Cada uno de estos elementos serd detallado a continuacion.

1) Preparacion de Estados y Ansatz Variacional. El componente central del algo-
ritmo es el Circuito Cudntico Variacional (VQC), también denominado ansatz. Este
consiste en un circuito cuantico parametrizado por un conjunto de variables reales 6,
las cuales definen rotaciones unitarias entrenables. La variacion de estos parametros
permite explorar una subregion del espacio de Hilbert con el objetivo de optimizar una
funcién de costo asociada al problema de interés [37, 38].

El proceso fisico comienza con la preparacién del estado de entrada. El registro
cuéntico se inicializa en el estado de referencia |0), el cual es transformado mediante una
operacién de codificacion Ur que implementa la carga del dato cuantico. En general,

esta codificacion prepara un estado p que representa el estado a discriminar. En el caso
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de estados puros, esta transformacién puede escribirse como
Ur
0) == [0}, (42)
mientras que, de forma mas general, a nivel de operadores densidad se tiene
5 =
p="Ur|0){0|Ug . (43)

Posteriormente, el estado codificado es procesado por el circuito variacional para-

metrizado Uy (8), dando lugar al estado de salida

p(8) = Uv(8) p Uy (6), (44)
o, en el caso puro,
4(8)) = Uv(8) |p) . (45)

El operador global del circuito puede definirse como

Ua(0) := Uy (0) Up, (46)
el cual genera el estado candidato cuya medicién proporciona la informaciéon necesaria
para evaluar la funcién de costo [23].

Desde un punto de vista estructural, el ansatz variacional Uy (0) se construye

como una secuencia de capas unitarias:
(fv(e) = [jL(eL)"'ﬁZ(OQ)Ul(el)a (47)

donde cada bloque U,(8,) depende de un subconjunto de pardmetros entrenables. Tipi-
camente, estas capas estan formadas por rotaciones unitarias generadas por operadores
hermiticos H,, (por ejemplo, matrices de Pauli), intercaladas con compuertas fijas de
entrelazamiento:

Ui(0,) = [[ e W, (48)

donde W,, representa compuertas no parametrizadas responsables de generar correla-

ciones cuanticas entre los qubits [37].
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En este trabajo, el ansatz implementado es lo suficientemente flexible como para
aproximar mediciones 6ptimas de tipo POVM asociadas a estrategias de discriminacién
de estados cuanticos no ortogonales, manteniendo al mismo tiempo una profundidad
compatible con las limitaciones de coherencia y ruido propias del régimen NISQ.

Dentro de este ciclo hibrido, el circuito cuantico parametrizado puede interpretar-
se de manera analoga a una red neuronal cudntica. La evolucién unitaria de los estados
cuanticos desempena un rol similar al de capas de transformacién lineal con parametros
entrenables, mientras que el proceso de medicién y el post-procesamiento clasico de los
resultados introducen una no linealidad efectiva. Esta no linealidad es indispensable
para tareas de clasificacién o discriminacién de estados cuanticos. De este modo, los
circuitos pueden entrenarse mediante algoritmos hibridos clasico-cuanticos, optimizan-
do sus parametros con respecto a una funciéon de costo, y evaluarse posteriormente
en configuraciones de parametros no utilizadas durante el entrenamiento, permitiendo

cuantificar su desempeno generalizado [24, 39].

2) Funcion de costo en VAQs. En los algoritmos cuénticos variacionales, la funcion
de costo J(0) es una cantidad real asociada al estado de salida del circuito cudntico
parametrizado, cuya optimizacion determina la solucién del problema fisico considerado.
En la practica, dicha funcién se define a partir de valores esperados de observables
medidos sobre el estado preparado por el ansatz variacional [23, 38].

Sea {px} un conjunto de estados de entrada y U(0) el operador unitario parame-
trizado que define el circuito variacional. Para cada estado py, el estado de salida viene
dado por

A

pe(0) = U(0) p U'(6), (49)

y los valores esperados de observables hermiticos {Ok} se obtienen como

La funcién de costo se construye entonces como una combinacion de estos valores
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esperados,
J(6) = zk:fk(<ok>6>, (51)
donde las funciones fi(-) dependen del problema especifico que se desea resolver.
En problemas de discriminacion de estados cuanticos, la funcién de costo se elige
de modo que cuantifique el desempeno del esquema de medicion implementado por el

circuito. En particular, el circuito variacional seguido de una medicién proyectiva final

induce una medida POVM efectiva {E,,(0)}, definida por

E,a(8) = 01(6)11,, U(0). (52)

donde {II,,} son los proyectores asociados a la medicién final [37].
Cabe destacar que, en los problemas de discriminacién cuantica, la funcion de
costo no se define a partir de etiquetas clasicas conocidas, sino directamente en términos

de probabilidades de medicion y cantidades fisicas bien definidas [38].

3) Bucles de Optimizacion y Entrenamiento de Pardmetros. Una vez definidos el
ansatz variacional y la funcién de costo J(0), el siguiente paso consiste en la optimiza-
cién de los parametros entrenables. En este trabajo se emplean optimizadores clasicos
locales basados en gradientes, los cuales ajustan iterativamente los parametros a partir
de la informacién proporcionada por la funcién de costo [23, 38].

En este enfoque, la actualizacion de los parametros se realiza siguiendo la direccion

de descenso del gradiente,

0,1 =0, —1VJ(0,), (53)

donde n denota la tasa de aprendizaje. En particular, se utiliza el optimizador Adam,
el cual combina estimaciones adaptativas del primer y segundo momento del gradiente,
proporcionando una mayor robustez frente al ruido estadistico asociado a la estimacién
de valores esperados mediante un nimero finito de mediciones [24, 40].

Un desafio fundamental en el entrenamiento de algoritmos cuénticos variacionales

es la aparicion de mesetas aridas (barren plateaus), es decir, regiones del paisaje de
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optimizacién en las que la norma del gradiente decrece exponencialmente con el niimero

de qubits, dificultando la convergencia del algoritmo [23].

B. Implementacion de POVMs mediante VQ)Cs

Como se mencion6 en el Capitulo II, el teorema de Naimark garantiza que cual-
quier medida generalizada (POVM) puede implementarse como una mediciéon proyec-
tiva en un espacio de Hilbert extendido, introduciendo grados de libertad auxiliares y
una evolucién unitaria apropiada [30, 31]. En el contexto de los algoritmos cudnticos
variacionales, esta idea se materializa mediante la construccién de un circuito unitario
U 4(0) que actiia conjuntamente sobre el sistema objetivo y un registro ancilla, seguido
de una medicién proyectiva sobre los qubits auxiliares.

Cada posible resultado de la medicién del ancilla induce un operador de Kraus
sobre el sistema, lo que permite implementar una POVM arbitraria. En particular, si
el sistema objetivo se encuentra inicialmente en el estado p y el registro auxiliar en el
estado |0) 4, la accién del operador unitario global seguida de la medicién proyectiva del
ancilla en la base computacional produce un conjunto de operadores de Kraus {KAm}
tales que

K = a(m| U4 |0)4, (54)
donde |m) 4 denota un estado base del registro auxiliar.

En la practica, la medicién se realiza sobre n 4 qubits auxiliares en la base compu-

tacional, produciendo una cadena binaria
Z =212y 2p, €{0,1}"4. (55)
Cada cadena binaria z se asocia de manera univoca con un indice decimal
m € {0,...,2" — 1}, (56)

el cual etiqueta el resultado de la POVM. De este modo, la probabilidad de obtener el

resultado m al medir el estado p viene dada por

p(mlp) = Tr {KAmpKAH =Tr {EAm p] , (57)



APLICACION DE VQAS A LA QSD 35

La implementacion explicita de estas medidas requiere descomponer el operador
unitario global en compuertas elementales. Existen distintos esquemas de descompo-
sicién para circuitos multiqubit, en particular, la CSD permite expresar el operador
unitario como una secuencia de compuertas controladas que actian de forma jerarqui-
ca sobre el sistema y los qubits auxiliares. Desde una perspectiva operacional, estas
compuertas controladas generan factores diagonales que, condicionados al estado del
ancilla, se traducen en operadores de Kraus de rango bajo [30, 31, 41].

Esta arquitectura en cascada, donde cada etapa entrelaza el sistema objetivo con

un nuevo qubit auxiliar, se ilustra esquematicamente en la Fig. 3.

WL
— _— _W3_..._

WQ Z”A
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)
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21
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Figura 3: Esquema de la implementacion unitaria de una medida generalizada (POVM)
mediante dilatacién en un espacio extendido. El estado objetivo |¢)r se acopla secuen-
cialmente a un conjunto de qubits auxiliares inicializados en |0) 4 a través de una ar-
quitectura jerarquica de operadores unitarios W;. Esta estructura en cascada genera,
tras la medicion proyectiva de los ancillas, una descomposicién efectiva en operadores
de Kraus asociados a los distintos resultados de medicion.

En este esquema, cada bloque unitario controlado contribuye a la implementaciéon
efectiva de los operadores de Kraus, los cuales emergen tras la medicion de los qubits
auxiliares. Las POVMs maés generales pueden obtenerse incrementando el nimero de
ancillas y concatenando capas controladas adicionales [31]. No obstante, este procedi-
miento implica un aumento significativo en la complejidad del circuito, particularmente
en el nimero de compuertas de dos qubits requeridas, que en el caso mas general crece

exponencialmente con el nimero de qubits del sistema [41].

Para mitigar este problema en dispositivos NISQ, resulta conveniente restringir la
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estructura del operador unitario global mediante un ansatz variacional eficiente desde
el punto de vista del hardware [38].

Para mas detalles sobre la descomposicion explicita del operador unitario global
en compuertas elementales, incluyendo la estructura jerarquica asociada a la descom-

posicién coseno-seno, se remite al lector a Refs. [30, 31, 41].

C. Alcances y limitaciones de los VQAs

Los algoritmos cuanticos variacionales presentan varias ventajas que los convierten
en candidatos naturales para su implementacién en dispositivos cuanticos ruidosos de
escala intermedia (NISQ). Entre sus principales fortalezas se encuentran su versatilidad,
al permitir adaptar tanto la estructura del ansatz como la funcién de costo al problema
de interés; su resiliencia parcial al ruido, debido a la posibilidad de absorber efectos
imperfecciones mediante el ajuste variacional de pardametros; y su eficiencia en el uso
de recursos, al requerir profundidades de circuito compatibles con el hardware cuantico
actual [18, 38].

No obstante, estas ventajas vienen acompanadas de limitaciones importantes. En
particular, la optimizacion de los parametros puede verse severamente afectada por
la aparicion de mesetas aridas en el paisaje de la funcion de costo, asi como por la
dificultad de analizar rigurosamente la complejidad y escalabilidad de estos algoritmos.
En consecuencia, la obtencién de una ventaja cuantica demostrable mediante VQAs

permanece como una cuestién abierta [18, 38].
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CAPITULO V: DEFINICION DE LAS

FAMILIAS DE ESTADOS CUANTICOS Y
DISENO EXPERIMENTAL

A. Definicion de las Familias de Estados Cudnticos

En este capitulo se describen los conjuntos de estados cudnticos utilizados para
evaluar el desempenio del clasificador variacional. Para ello, se consideran dos tipos de
familias de estados con roles metodoldogicos diferentes. En primer lugar, se introducen
familias de validacion, tomadas del trabajo de Chen et al. [17], cuyo propdsito es validar
el correcto funcionamiento y la estabilidad del clasificador bajo condiciones controla-
das. En segundo lugar, se analizan familias de generalizacion, que presentan distintas
estructuras de correlacion y niveles de entrelazamiento, y que permiten evaluar la ca-
pacidad del modelo para generalizar mas alla de las distribuciones empleadas durante

el entrenamiento.

1) Familias de Validacion. Para evaluar el desempenio del clasificador, se definen
dos familias de estados cudnticos en un sistema de dos qubits (dimension d = 4). Estos
estados se generan a partir de parametros escalares a y b, los cuales siguen distribuciones

de probabilidad especificas. Las familias se definen de la siguiente manera:

e Familia 1 (pi(a)): Corresponde a una familia de estados puros, parametrizados

por a € [0, 1]. El vector de estado se define como:
— T
’¢1(a)> = ( 1- CL2, 07 a, 0) ’ (58)

cuyo operador densidad asociado es:

pr(a) = [¢1(a)) (r(a)l - (59)

e Familia 2 (p2(b)): Corresponde a una familia de estados mixtos, construida como

una mezcla estadistica equiprobable de dos vectores de estado ortogonales (para b #
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0,1):
(b)) = (0, VI =82, 6,0, (60)

[65(0)) = (0, —VT =2 b,0)" . (61)

El estado mixto resultante viene dado por:
1 1
p2(b) = 5 |1h2(b)) (¥2(0)] + 5 |13(b)) (¥3(D)]. (62)

El objetivo es clasificar un estado cuantico desconocido p, perteneciente a una de
estas familias. Para ello, se generaron conjuntos de datos variando los pardametros a y

b segin dos tipos de distribuciones de probabilidad:

1. Distribucién Uniforme (U/): El pardmetro se elige uniformemente en el inter-

valo [0, 1].

2. Distribucién Normal (N): El pardmetro se elige siguiendo una distribucién

normal con desviacion estdndar o = 0.05 y media p, truncada al intervalo [0, 1].

En la Tabla 1 se resumen los cuatro escenarios de clasificacion analizados en la

primera etapa de este trabajo.

Cuadro 1: Resumen de los cuatro escenarios de clasificacién analizados. En cada caso
se indica la distribucién de probabilidad utilizada para generar los parametros a y b
que definen las familias de estados p;(a) y p2(b). Las distribuciones normales N tienen
desviacion estandar o = 0.05, media p indicada en la tabla y estan truncadas al intervalo

[0,1].

Caso 1 u[o, 1] ulo, 1]
Caso 2 N(p=0.25 N(u=1/V2)
Caso 3 N(u=0.25) Uu[o, 1]
Caso 4 Uulo, 1] N(p=1/V2)
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2) Familias de Generalizacion. Para evaluar la capacidad de generalizacion del cla-
sificador variacional, se consideraron tres familias de estados cuanticos definidos en un
sistema bipartito de dos qubits (d = 4). Estas familias presentan estructuras de corre-
lacion y niveles de entrelazamiento distintos, lo que permite analizar el desempeno del

clasificador frente a distribuciones de estados con caracteristicas fisicas diversas.

e Familia EJM (Elegant Joint Measurements):
La familia de mediciones conjuntas elegantes (EJM) se construye a partir de una base

de estados puros en el espacio de Hilbert de dos qubits, cuya estructura geométrica

estd asociada a un tetraedro regular en la esfera de Bloch.

Se introducen cuatro vectores unitarios {m,};_; que apuntan hacia los vértices de

dicho tetraedro, como se muestra en la Fig. 4, definidos como

= (+1,+1,+1),
(+1,-1,-1),
Ifl3 = ( 1)+17 _]-)7
(=1,—-1,+1),
normalizados de modo que |m,| = 1. A cada vector se asocia su direccién antipodal

—1y,.
Cada vector my, puede parametrizarse en coordenadas cilindricas de la esfera de Bloch

=3 (m COS ©p, MSin P, nb>, (67)

donde ny y ¢, corresponden a la componente longitudinal y al angulo azimutal, res-

CcOomo

pectivamente.

A partir de estos vectores se definen los estados puros de un qubit

1+ , 1 ,
) = ([ e 0) [ e 1), (68)

que corresponden a puntos diametralmente opuestos en la esfera de Bloch.
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ms

Figura 4: Representacion geométrica en la esfera de Bloch de los cuatro vectores uni-
tarios m, = %(il, +1, £1) asociados a la familia Elegant Joint Measurements (EJM).

Estos vectores apuntan hacia los vértices de un tetraedro regular y determinan las direc-
ciones locales de los estados reducidos obtenidos al trazar uno de los qubits en la base
bipartita {|®¢)}. La simetria tetraédrica garantiza que los cuatro estados presentan el
mismo grado de entrelazamiento y una distribuciéon uniforme en el espacio de Bloch.

La familia de estados EJM se obtiene como una interpolacién continua entre distintas
bases conjuntas entrelazadas, parametrizada por un angulo 6 € [0, 7/2]. Los estados

bipartitos se definen como

>_\/§+€i9 ~ \/g_eie .

(I)e 7__’ 1" 7_)7 69
) = 5 [ —i) + o i, i) (69)

parab=1,...,4.

Todos los estados ’(192> presentan el mismo grado de entrelazamiento y, al trazar uno
de los subsistemas, los estados locales resultantes forman un tetraedro regular dentro
de la esfera de Bloch. En los limites § = 0 y § = /2, se recuperan respectivamente la
medicion EJM original y una base equivalente a la medicién de Bell [42, 43, 44, 45].

e Familia de Estados de Popescu:
Introducida por Massar y Popescu, esta familia se construye utilizando los mismos

vectores my, definidos en la Ec. 68, combinados con el estado singlete. A diferencia de
las EJM, donde los estados bipartitos se obtienen como superposiciones simétricas de
pares localmente opuestos, en este caso los estados surgen de la combinacién entre
estados alineados y una componente entrelazada.

[97) = —=(01) - |10)). (70)

Sl
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Los estados se definen como

) = 2 e, i) + 5 [07) ()
) = ¥ ) — o), 72
) = 2 i ) L) )
v = g w4 o), (1)

donde los vectores m, definen direcciones tetraédricas en la esfera de Bloch. Esta
familia posee una alta simetria y combina de manera no trivial correlaciones clasicas
y cuanticas [46].

e Familia de Estados de Werner:

Los estados de Werner corresponden a una familia de estados mixtos bipartitos defi-
nidos como una combinacién convexa entre el estado singlete puro y el estado com-

pletamente mezclado,
1V

=V,
p 4

I, (75)

Y7 ) (o] +
donde V; € [0,1] es el pardmetro de visibilidad que cuantifica la fraccion del esta-
do singlete presente en la preparacion experimental. Fisicamente, V; mide el grado
de pureza y entrelazamiento del estado, mientras que el término proporcional a la

identidad modela ruido blanco y efectos de decoherencia [43, 47].

B. Generacion de Datos

1) Familias de Validacion. Los datos de entrenamiento y testeo se generaron de ma-
nera aleatoria a partir de dos parametros reales a y b, asociados respectivamente a p;
y a po. Para cada conjunto de datos de tamano total IV, los parametros se muestrearon
de forma independiente a partir de las cuatro distribuciones consideradas, las cuales se
detallan en la Tabla 1. En todos los casos se mantuvo una proporcién fija entre ambas
familias: %N estados corresponden a p; y los %N restantes a ps. A partir de estos para-

metros se construyeron los estados cuanticos junto con sus etiquetas correspondientes.
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El clasificador se entrené utilizando conjuntos de datos de tamano N = 10, 20,
50, 100, 200, 400, 600 y 1000. En cada caso, el conjunto total se dividié en subconjuntos
de entrenamiento y validacion, preservando la proporcién original entre ambas familias.
Para evaluar el desempeno del modelo, se utilizé6 un conjunto de prueba fijo compuesto
por 10000 estados, generados con la misma proporcion % a %, lo que permite una
comparacion consistente de los resultados obtenidos para distintos tamanos del conjunto
de entrenamiento.

Con el fin de garantizar la reproducibilidad de los experimentos, se fijaron explici-
tamente semillas para los generadores de niimeros aleatorios empleados en la generacion

de los datos. Este procedimiento se aplic6 de manera analoga para cada una de las dis-

tribuciones consideradas en este trabajo.

2) Familias de Generalizacion. Para evaluar la capacidad de generalizacién del cla-
sificador variacional, se realizaron distintos experimentos empleando las familias de es-
tados EJM, Popescu y Werner. En una primera etapa, se estudié el comportamiento del
clasificador al considerar pares de familias de estados. En particular, se analizaron los
siguientes escenarios de clasificacién: EJM—-Popescu, EJM—Werner y Popescu—Werner.
En cada caso, se generaron conjuntos de prueba compuestos por 10000 estados cuan-
ticos, distribuidos equitativamente entre ambas familias (5000 estados por familia).
La generacion de los datos se realizé de forma aleatoria a partir de los parametros
caracteristicos de cada familia.

Para el entrenamiento del clasificador, se utilizaron conjuntos de datos de tamafo
total N = 10, 20, 100, 600 y 1000. En todos los casos, los datos se distribuyeron
de manera equitativa entre las dos familias consideradas, de modo que a cada una le
correspondié la mitad de los estados. Cada conjunto se dividié a su vez en subconjuntos
de entrenamiento y validacién, utilizando una proporcién del 80 % para entrenamiento
y 20 % para validacion.

En una segunda etapa, se considerd el escenario en el que el clasificador debe

discriminar simultaneamente entre las tres familias de estados. En este caso, el conjunto
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de prueba estuvo compuesto por 10000 estados, distribuidos uniformemente entre las
familias EJM, Popescu y Werner, de modo que a cada una le correspondié un tercio
del total. De manera andloga, los conjuntos de entrenamiento y validacion se generaron
de forma aleatoria, manteniendo la misma proporcién entre las tres familias, con una

divisién del 80 % y 20 %, respectivamente.

C. Implementacion del Clasificador

La arquitectura del ansatz implementada en este trabajo es la misma utilizada en
[17] y [19], y se muestra en las Fig. 5 y 6. Consta de un sistema de 4 qubits, dos qubits

auxiliares (ancillas), inicializados en |0), y dos qubits que portan el estado de entrada

10) —_—dﬂ
0y — 1=
[Yin) — Vi Ve
’wzn> L |

Figura 5: Arquitectura del clasificador cuantico variacional utilizada en este trabajo.
El estado de entrada |iy,) se codifica en los dos qubits inferiores, mientras que dos
qubits auxiliares inicializados en |0) permiten extender el espacio de Hilbert. El bloque
unitario global U actia sobre los cuatro qubits, seguido de la medicién del primer
qubit, que introduce una capa no lineal efectiva (tipo dropout) mediante control cldsico
condicional. Dependiendo del resultado de esta medicién, se aplican los subcircuitos
variacionales V; o V3, cuyos resultados determinan la salida del clasificador. El punto
negro (blanco) indica activacién condicionada al resultado |1) (|0)).



APLICACION DE VQAS A LA QSD 44

[ 7(00) | By (02) FH B-(605) ]
T [RO)R0) R00)]
UL = [R() R 05) [ B.(6)]

I | R, (610) |_| R,(011) |—| R.(012) I

Fany
A%

D
A\

D
A\

D
A%

| Ba(013.20) | Ry (Bras) | R (015.0) |

a
A\ %

| R, (016.25) |—| Ry(017.26) |—| R.(018,27) I

D
A\

—Vis— =
— | Relbro3s) o By(a00) | R-(210) |

fany
A\ >

Figura 6: Descomposicién explicita del ansatz variacional. Arriba: el bloque unitario
global U de cuatro qubits se implementa mediante rotaciones parametrizadas R,, R,,
R, en cada qubit, seguidas de una capa de compuertas controladas que introducen
entrelazamiento. Abajo: los bloques variacionales Vi y V5 de tres qubits poseen una
estructura analoga, con parametros independientes que se optimizan durante el entre-
namiento. Los dngulos #; constituyen los parametros libres del modelo y determinan la
clase de mediciones realizables por el clasificador.

El circuito implementa una dinamica controlada por mediciones intermedias. Ini-
cialmente, los qubits son procesados mediante una compuerta unitaria U, seguida de
compuertas condicionales V; y V5, cuya aplicaciéon depende de los resultados de me-
diciones clasicas realizadas sobre qubits de control. En el diagrama del circuito, los
puntos negros indican controles activados cuando el qubit se encuentra en el estado |1),
mientras que los puntos blancos corresponden a controles activados en el estado |0). Los
resultados de las mediciones se transmiten a través de canales clasicos, lo que permite
la retroalimentacion clésica necesaria para ejecutar las operaciones siguientes.

Cada bloque unitario de un solo qubit se parametriza mediante una descomposi-
cién de Euler de la forma

U = R.(61) Ry(62) R.(63), (76)

donde los dngulos #; constituyen los parametros variacionales del circuito. La arqui-
tectura alterna capas de rotaciones de un solo qubit con capas de entrelazamiento

implementadas mediante compuertas CNOT.
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Tras aplicar el bloque U, se mide el qubit 1; dependiendo del resultado de la
medicion, se aplica condicionalmente el bloque V; si se obtiene el estado |1) o el bloque
V5 si se obtiene el estado |0). Finalmente, se realiza una medicién sobre el qubit 2.

La salida del clasificador es un vector de probabilidad sobre la base computacional
de los qubits de medida, P = [Poo, Po1, Pio, P11]. La regla de decisién para la clasificacion
es la siguiente:

e Familia 1: Se asigna si el resultado mas probable es |00) o |10).
e Familia 2: Se asigna si el resultado méas probable es |01).

e Inconcluso: Se asigna si el resultado mas probable es |11).

La asignacion de resultados descrita anteriormente fue diseiada para implementar
un esquema de discriminacién inequivoca. En este régimen, la presencia de un resultado
explicitamente inconcluso (asociado al estado |11)) permite al clasificador descartar
aquellas realizaciones del estado de entrada cuya identificacién no puede realizarse sin
ambigiiedad.

No obstante, al considerar el régimen de discriminacién de minimo error (MESD),
la inclusién de un resultado inconcluso restringe el espacio efectivo de medicién, ya que
parte de la probabilidad total se asigna a salidas que no conducen a una decisiéon bina-
ria. Por este motivo, se consideré un esquema alternativo de asignacién de resultados,
redistribuyendo las salidas del circuito entre las familias consideradas.

En particular, se analiz6 la siguiente regla de decision sin resultado inconcluso:

e Familia 1: Se asigna si el resultado de mediciéon con mayor probabilidad es [00) o
|10).
e Familia 2: Se asigna si el resultado de medicién con mayor probabilidad es |01) o

I11).

En esta configuracion se elimina explicitamente la posibilidad de un resultado
inconcluso, de modo que cada mediciéon conduce necesariamente a una decision binaria.
Esta modificaciéon amplia el conjunto efectivo de operadores POVM inducidos por el
circuito y resulta adecuada para el analisis del régimen de discriminacion de minimo

error.
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D. Funcidén de Costo

La funcién de costo J(@) codifica el objetivo del problema de discriminacién. En
particular, se busca maximizar la probabilidad de éxito Py, penalizando simultanea-
mente la probabilidad de error P, y, dependiendo de la estrategia considerada (MED
o UD), controlando la tasa de resultados inconclusos Pi,c.

En este contexto, la funcién de costo se define como

1
IO =Y 5 = (| Pascpi) = 1) + tere | Pere(p2)] + tine| P (p2)[) . (77)
i v pieS;
donde S; es el conjunto de entrenamiento correspondiente a la familia ¢ y |S;| su cardina-
lidad. Los hiperparametros ae,r v ine controlan la penalizaciéon asociada a cometer un
error de clasificacién y a obtener un resultado inconcluso, respectivamente. Minimizar
el término |Py,. — 1| es equivalente a maximizar la probabilidad de éxito.

Cabe destacar que en este trabajo se emplea la misma funcién de costo para ambos
regimenes de discriminacion considerados. La diferencia entre la discriminacién de mi-
nimo error (MESD) y la discriminacién inequivoca (USD) no se introduce modificando
la forma funcional de J(@), sino a través de la eleccion de los hiperparametros.

De acuerdo con Chen et al. [17], el régimen de discriminacién inequivoca se obtiene
cuando ey > Qine, €s decir, cuando los errores de clasificacion son penalizados mas
severamente que los resultados inconclusos. En este caso, el clasificador tiende a preferir
respuestas inconclusas antes que cometer un error. Por el contrario, cuando ae, < ine,
el costo asociado a los resultados inconclusos domina y el clasificador se comporta como

un discriminador de minimo error (MESD).

E. Eleccion de Hiperpardametros

En el presente trabajo, la estrategia de seleccién de hiperparametros se simplificd
con respecto a la empleada por Chen et al. [17], con el objetivo de reducir el costo
computacional y adaptar el entrenamiento a las caracteristicas de los conjuntos de
datos considerados. En dicho trabajo, los autores exploran de manera sistematica el

espacio de hiperparametros variando el parametro asociado al error en el intervalo
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Qerr € [5,40], en pasos de 5, y el parametro asociado a los resultados inconclusos en el
intervalo i, € [2,20], en pasos de 2.

En este trabajo, se optd por fijar inicialmente el valor del parametro asociado a los
resultados inconclusos, aj,., v explorar distintos valores de ae,, de modo de controlar
explicitamente el compromiso entre errores de clasificacion e inconclusiones, mantenien-
do al mismo tiempo un costo computacional manejable.

Como configuracién inicial, se fijé aje = 2 y se varié ae., en el intervalo e, €
[5,40], en pasos de 5. Esta eleccién permite recorrer de forma progresiva el espacio
de pardmetros relevante para los regimenes de discriminacién inequivoca y de minimo
error, manteniendo una interpretacion clara del rol de cada término en la funcién de
costo.

La extension del espacio de hiperparametros explorado se ajusté en funcion del
tamano del conjunto de entrenamiento. Para conjuntos de datos grandes (N = 600
y N = 1000), el clasificador mostr6 un comportamiento estable y una convergencia
consistente, por lo que no fue necesario ampliar significativamente el rango de valores
considerados. En contraste, para conjuntos de entrenamiento pequenos (por ejemplo,
N = 10), el entrenamiento resulté mas sensible a la eleccién de los hiperpardmetros,
requiriendo una exploracién mas amplia del espacio de parametros. En estos casos, se
consideraron valores mayores de ay,., incluyendo oy, = 4, 8 y superiores, manteniendo
la variacién de a,, en el mismo rango.

Esta estrategia permitié adaptar la funcion de costo a distintos regimenes de datos
sin modificar su forma funcional, y facilité el analisis del desempeno del clasificador en
escenarios con diferente cantidad de informacién disponible. Los efectos de la eleccion
de estos hiperparametros sobre el desempenio del clasificador se analizan en detalle en

la seccién de resultados.

F. Estrategia de Optimizacion

El entrenamiento del circuito cuantico variacional se formulé como un problema de

minimizacion de la funcién de costo J(@) sobre el espacio de parametros del ansatz. Para
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ello, se emple6 un enfoque hibrido cuantico—clasico utilizando la libreria PennyLane,
en el cual la evaluacion del costo se realiza mediante simulacion cuantica, mientras que
la actualizacion de parametros se lleva a cabo clasicamente mediante el optimizador
Adam.

Los pardmetros @ se inicializaron aleatoriamente a partir de una distribucién
uniforme en el intervalo [0,27), y se utiliz6 una tasa de aprendizaje inicial n = 0.01.
El proceso de optimizacion se ejecutd por un maximo de 5000 iteraciones, aunque este
numero pudo reducirse dindmicamente mediante criterios de convergencia temprana.

Con el fin de acelerar el calculo del gradiente y reducir el costo computacional, se
implementé un esquema de mini-batching. En cada iteracion, el optimizador se actualizod
utilizando un subconjunto aleatorio correspondiente al 20 % del conjunto de entrena-
miento, generado de manera reproducible mediante un generador de niimeros aleatorios
con semilla fija. La funcién de pérdida se evalud adicionalmente sobre un conjunto de
validacién independiente en cada iteracion, permitiendo monitorear la generalizacion
del modelo.

Para evitar el sobreajuste y mejorar la estabilidad del entrenamiento, se incorporé
una estrategia de early stopping. En particular, si la pérdida de validacion no presentaba
una mejora significativa mayor que § = 10~* durante 500 iteraciones consecutivas (pa-
tience), el entrenamiento se detenia y se restauraban los pardametros correspondientes
al mejor valor de pérdida de validacion observado.

Adicionalmente, se implement6 un planificador adaptativo de tasa de aprendizaje
del tipo ReduceLROnPlateau. Cuando la pérdida de validacién permanecia estancada
durante 150 iteraciones, la tasa de aprendizaje se reducia multiplicandola por un factor
constante, hasta alcanzar un valor minimo 7,;, = 107°. Este mecanismo permitié un
ajuste mas fino de los parametros en las etapas finales del entrenamiento y facilito la
convergencia hacia minimos locales més estables.

Adicionalmente, con el objetivo de mitigar la presencia de minimos locales y regio-
nes planas del paisaje de optimizacion, se empled una estrategia de reinicios multiples.

En particular, el proceso de entrenamiento se repitié varias veces utilizando los mis-
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mos hiperparametros, pero con diferentes inicializaciones aleatorias de los parametros
variacionales 6. Cada intento de optimizacién se ejecuté de manera independiente, y
al finalizar se seleccioné el conjunto de pardametros que produjo el menor valor de la
pérdida de validacion.

Este procedimiento permite aumentar la probabilidad de converger hacia solucio-
nes mas favorables del paisaje de optimizacion y constituye una practica habitual en
el entrenamiento de algoritmos cuanticos variacionales, donde la no convexidad de la
funcién de costo puede dificultar la localizacion del minimo global.

Durante el proceso de optimizacion se registraron, tanto en el conjunto de entre-
namiento como en el de validacién, las métricas de probabilidad de éxito (Pyy), error
(Pey) e inconclusion (Piye), lo que permiti6é analizar de manera detallada la evolucién
del desempenio del discriminador. Finalmente, los parametros éptimos 8* obtenidos se
evaluaron sobre un conjunto de prueba independiente para estimar la capacidad de

generalizacion del modelo.

G. Herramientas Computacionales

1) Implementacion del Clasificador Variacional mediante PennyLane. La implemen-
tacion y el entrenamiento del clasificador cuantico variacional se realizaron utilizando la
libreria PennyLane, un marco de trabajo en Python disenado para el desarrollo y la op-
timizacion de algoritmos cuanticos variacionales en esquemas hibridos cuantico—clasicos
[48].

En este trabajo, PennyLane se emplea para definir el circuito cuantico parametri-
zado que implementa el clasificador, asi como para evaluar la funcién de costo asociada
a cada conjunto de pardmetros. El circuito se implementa como un @)Node, lo que per-
mite encapsular la evolucion cuantica y la medicion en una funcién diferenciable con
respecto a los parametros variacionales. Esta caracteristica resulta fundamental para la
optimizacién basada en gradientes utilizada durante el entrenamiento.

Las simulaciones cuanticas se llevaron a cabo mediante el dispositivo default.mixed,

el cual permite trabajar directamente con matrices de densidad y, por tanto, modelar
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de manera explicita estados mixtos, mediciones generalizadas y efectos de ruido [48].

A partir de la salida probabilistica del circuito, PennyLane permite construir de
forma directa las cantidades relevantes para el entrenamiento y la evaluacion del clasifi-
cador, tales como las probabilidades de éxito, error e inconclusion. Estas magnitudes se
combinan posteriormente en la funcién de costo, la cual se evaltia de manera repetida
durante el proceso de optimizacion.

Finalmente, la integracion de PennyLane con bibliotecas clasicas de optimizacion
permite implementar de forma eficiente el bucle hibrido de entrenamiento, incluyendo
estrategias como mini-batching, early stopping, ajuste adaptativo de la tasa de aprendi-
zaje y reinicios multiples. De este modo, PennyLane actia como el ntcleo cuantico del
clasificador variacional, mientras que la légica de optimizacién y andlisis se gestiona de

manera clasica.

2) Implementacion Numérica mediante la Libreria PICOS. Los programas semidefi-
nidos formulados en el Capitulo II pueden resolverse de manera exacta mediante técnicas
de optimizacién convexa. Con el fin de obtener las soluciones éptimas asociadas a estos
problemas y evaluar las cotas tedricas correspondientes, se utilizo la libreria PICOS, la
cual proporciona una interfaz de modelado en Python para problemas de optimizacién
conica convexa [49].

Desde el punto de vista computacional, PICOS permite modelar de forma directa
problemas de programacion semidefinida, gestionando internamente las condiciones de
semidefinitud (X > 0) y las restricciones lineales sobre operadores hermiticos, y tradu-
ciéndolas automaticamente a la forma estandar requerida por el solucionador numérico
subyacente [49].

*

En consecuencia, los valores 6ptimos Py .. v P{isp obtenidos a partir de estos
programas semidefinidos deben interpretarse como cotas tedricas exactas, derivadas
de optimizacién convexa, y se utilizan como referencia para el andalisis posterior del

desempeno de los clasificadores cuanticos variacionales.
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CAPITULO VI: RESULTADOS Y
DISCUSION

A. Clasificador para las Familias de Validacion

En esta seccion se presentan los resultados obtenidos para la clasificacion entre
las dos familias de estados cuanticos definidas en [17] (p1(a): Ec. (59) y pa2(b): Ec. (62)).
Para evaluar la robustez del modelo, se consideraron cuatro escenarios distintos basados
en las distribuciones de probabilidad de los parametros a y b, los cuales se resumen en

la Tabla 1. En adelante, estos escenarios se denominaran simplemente Casos 1 al 4.

1) Fidelidad de las familias de estados. Se calculé la distribucién de la fidelidad F'
para cada caso variando el tamano del conjunto de entrenamiento N. Las figuras a
continuacion muestran, en el panel izquierdo, los histogramas de fidelidad junto con su
valor medio para distintos N. En el panel derecho se muestra el mapa de calor de la fide-
lidad F'(a,b), sobre el cual se superpone un subconjunto representativo de las muestras

de entrenamiento para ilustrar como se distribuyen en el espacio de parametros.
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Figura 7: Distribucién de la fidelidad F' entre las familias pi(a) y p2(b) para el Caso 1

y tamanos de entrenamiento N € {10, 20,50, 100}. Panel izquierdo: histogramas de F'
junto con su valor medio (indicado por la linea roja punteada). Panel derecho: mapa
de calor de F'(a,b) en el espacio de pardmetros, donde los puntos blancos representan

un subconjunto de las muestras de entrenamiento.
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tamanios de entrenamiento N € {200,400, 600, 1000}. Se muestran los histogramas de
F junto con su valor medio (indicado por la linea roja punteada).
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y tamanos de entrenamiento N € {10, 20,50, 100}. Panel izquierdo: histogramas de F'

junto con su valor medio (indicado por la linea roja punteada). Panel derecho: mapa
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un subconjunto de las muestras de entrenamiento.
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Figura 10: Distribucion de la fidelidad F' entre las familias pi(a) y p2(b) para el Caso
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Figura 11: Distribucién de la fidelidad F' entre las familias p;(a) y p2(b) para el Caso 3
y tamanos de entrenamiento N € {10, 20,50, 100}. Panel izquierdo: histogramas de F'
junto con su valor medio (indicado por la linea roja punteada). Panel derecho: mapa
de calor de F'(a,b) en el espacio de pardmetros, donde los puntos blancos representan
un subconjunto de las muestras de entrenamiento.
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Figura 12: Distribucion de la fidelidad F' entre las familias pi(a) y p2(b) para el Caso
3 y tamafios de entrenamiento N € {200,400, 600, 1000}. Se muestran los histogramas
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Figura 13: Distribucién de la fidelidad F' entre las familias p;(a) y p2(b) para el Caso 4
y tamanos de entrenamiento N € {10, 20,50, 100}. Panel izquierdo: histogramas de F'
junto con su valor medio (indicado por la linea roja punteada). Panel derecho: mapa
de calor de F'(a,b) en el espacio de pardmetros, donde los puntos blancos representan
un subconjunto de las muestras de entrenamiento.
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Figura 14: Distribucion de la fidelidad F' entre las familias pi(a) y p2(b) para el Caso
4 y tamafios de entrenamiento N € {200,400, 600, 1000}. Se muestran los histogramas
de F' junto con su valor medio (indicado por la linea roja punteada).
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El analisis de las Figs. 7-14 muestra que las distribuciones de fidelidad presentan
promedios pequenos en todos los escenarios, oscilando entre un minimo de 0.0092 (Caso
3, N = 10) y un maximo de 0.1800 (Caso 4, N = 100). La concentracién de muestras
en la region de baja fidelidad (F' < 0.2) es consistente con los mapas de calor, donde
los puntos se agrupan en las zonas frias del espacio de parametros.

Esta baja fidelidad sugiere, desde una perspectiva geométrica, una separacion
significativa entre los estados de ambas familias, lo que implica un solapamiento minimo.
Teéricamente, esta alta distinguibilidad intrinseca deberia favorecer el desempeno del
discriminador variacional. Asimismo, se observa que el comportamiento estadistico de
los histogramas tiende a estabilizarse conforme aumenta el tamano del conjunto de

entrenamiento V.

2) Tasas de Ezito Tedricas. Con el fin de establecer una comparacién rigurosa, se
calcularon las cotas maximas tedricas de la probabilidad de éxito para la clasificacion
de estas familias de estados. En particular, se consider6 el limite de Helstrom para
el caso de minimo error (Ec. 29), mientras que la discriminacién inequivoca se evalud
mediante programacion semidefinida. Estos cdlculos se realizaron asumiendo las mismas

probabilidades a priori empleadas durante el entrenamiento: 1, = 1/3 y n, = 2/3.

Discriminacion de Minimo Error (MESD). En el esquema de discriminacién de minimo
error, el objetivo es maximizar la probabilidad total de acierto permitiendo errores de
clasificacion. Las cotas méaximas tedricas de la probabilidad de éxito se presentan en la

Tabla 2.
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acl0,1 091 0.92

Cuadro 2: Cota méxima tedrica de la probabilidad de éxito P14 para la discriminacién

de minimo error (MESD), obtenida mediante el limite de Helstrom (Ec. 29). Las filas
indican el rango del pardmetro a y las columnas el rango del pardametro b. Los valores
se calcularon asumiendo probabilidades a priori n, = 1/3 y n, = 2/3.

Discriminacion Inequivoca (USD). En contraste, la discriminacién inequivoca impone
la condicién estricta de no permitir errores de clasificacién, admitiendo tnicamente
resultados correctos o inconclusos. Los resultados se muestran en la Tabla 3 y son

consistentes con los reportados en la literatura [17, 50].

ac0,1 055 067

Cuadro 3: Cota méxima tedrica de la probabilidad de éxito P™ en el esquema de

discriminacién inequivoca (USD), obtenida mediante programacion semidefinida (SDP).
Las filas indican el rango del pardmetro a y las columnas el rango del pardmetro b. Los
valores se calcularon asumiendo probabilidades a priori n, = 1/3 y n, = 2/3.

La diferencia entre los resultados obtenidos para la discriminacién de minimo
error y la discriminacién inequivoca ayuda a entender mejor las diferencias entre ambos
esquemas. En el caso de MESD, las probabilidades de éxito alcanzan valores cercanos
al 100 %, lo que concuerda con el analisis de fidelidad presentado previamente. La baja
fidelidad entre estados de distintas familias indica que el solapamiento entre ellos es
reducido, lo que sugiere una alta distinguibilidad. En este contexto, la discriminacion de

minimo error se ve favorecida, ya que puede aprovechar estas diferencias para minimizar
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la tasa de error.

En cambio, las probabilidades de éxito asociadas a la discriminacion inequivoca
son considerablemente menores. Esto no contradice la baja fidelidad observada, sino que
refleja las condiciones mas estrictas que impone la USD. Al exigir que no se permitan
errores de clasificacion, se restringe de forma importante el conjunto de mediciones
que pueden implementarse, especialmente cuando los estados son mixtos o presentan
solapamientos en sus soportes. Como resultado, una fraccion significativa de los eventos
debe asignarse al resultado inconcluso.

En conjunto, estos resultados muestran que una buena separacion entre los es-
tados es suficiente para obtener un excelente desempeno en MESD, pero no garantiza

necesariamente una USD eficiente.

3) Resultados Numéricos del Clasificador en el Régimen USD. El desemperio del
clasificador variacional implementado en el régimen de discriminacién inequivoca se
resume en la Fig. 15, donde se compara la probabilidad de éxito alcanzada por el

clasificador con la cota tedrica en funcién de N.
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Figura 15: Probabilidad de éxito Py, del clasificador variacional en el régimen de dis-
criminacién inequivoca (USD) en funcién del nimero de datos de entrenamiento N.
Los paneles (a)—(d) corresponden a los Casos 1-4, respectivamente. Los puntos indi-
can el desempenio promedio obtenido en la fase de testeo (mostrando barras de error),
mientras que la linea punteada representa la cota tedrica maxima calculada mediante

programacion semide

finida (SDP) para cada escenario.
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En términos generales, el clasificador muestra un desempeno robusto y se apro-
xima a la cota tedrica incluso cuando se entrena con conjuntos de datos relativamente
pequenos. En algunos escenarios, la probabilidad de éxito obtenida supera ligeramen-
te la cota calculada mediante programacién semidefinida (SDP). Este comportamiento
no implica una violaciéon de los limites tedricos. En particular, la cota reportada en la
Tabla 3 corresponde a un esquema de discriminacién inequivoca estricta, en el cual se
impone la condicién P, = 0. Por el contrario, el clasificador variacional optimiza una
funcién de costo que penaliza los errores a través del parametro ap,., sin excluirlos de
forma definitiva. Como resultado, el circuito converge hacia una estrategia hibrida, en
la que se tolera una tasa de error pequefia a cambio de mejorar la probabilidad de éxito.

Este comportamiento se aprecia en el Caso 1 con N = 1000, mostrado en la
Fig. 16. En este escenario, el clasificador se equivoca una vez al clasificar un estado
de py como perteneciente a p;, y alcanza una tasa de éxito Ps,. = 0.68, ligeramente

superior a la cota tedrica P2 = 0.67.

Matriz de confusion
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Figura 16: Matriz de confusion correspondiente al Caso 1 con N = 1000, utilizando los
pardmetros de penalizacion (e, ine) = (40, 2). Se observa un tnico error de clasifica-
cién, en el cual un estado de py es identificado como p;.
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Sin embargo, es importante mencionar que, en todos los casos, la tasa de éxito
promedio del clasificador sélo supera la cota tedrica en aproximadamente 0.01, lo que
corresponde a una mejora del orden del 1%. Incluso, para el Caso 3, el valor promedio

de la tasa de éxito coincide con la cota tedrica. Estos resultados se muestran en 4.

ac0,1 056  0.68

Cuadro 4: Valores promedio de la probabilidad de éxito Py, alcanzados por el clasi-
ficador variacional en el régimen de discriminacién inequivoca (USD) para los cuatro
escenarios considerados. Los resultados muestran una concordancia cercana con las co-
tas tedricas obtenidas mediante programacion semidefinida (SDP), con diferencias del
orden del 1%.

En comparacién con los resultados reportados en [17], el clasificador presenta un
comportamiento similar en los Casos 1 y 4. No obstante, para los Casos 2y 3, en [17] se
reportan cotas de éxito superiores a las tedricas, alcanzando mejoras de hasta un 20 %
en el Caso 2 y un 11 % en el Caso 4. En el marco de este trabajo, no se alcanzaron tasas

de éxito tan elevadas para la discriminacién inequivoca.

Sensibilidad a los hiperpardmetros en el régimen de pocos datos. FEn los cuatro casos
considerados, se observd que, para conjuntos de entrenamiento con pocos datos, en
particular para N = 10, la diferencia relativa entre ae, v ine desempeiia un papel
importante en la estrategia de convergencia del modelo. Para configuraciones con una
penalizacién al error considerablemente mayor que la asociada a la incertidumbre, como
(Qerry ine) = (25,2) 0 (Qerrs Qine) = (35, 2), la tasa de éxito disminuye de forma notable.
En los Casos 1 y 3 se obtienen valores Py, ~ 0.44, mientras que en los Casos 2 y 4
la tasa de éxito cae hasta P, ~ 0.33, resultados muy por debajo de las predicciones
tedricas. Este comportamiento sugiere que una penalizacion excesiva al error puede

congelar el proceso de aprendizaje del clasificador.
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Las curvas de entrenamiento y validacién del Caso 4 con (e, Qine) = (35,2),
Fig. 17, muestran que, bajo esta eleccion de hiperparametros, el clasificador reduce ra-
pidamente la tasa de error hasta valores cercanos a cero. Sin embargo, esta reduccion
no implica un aumento significativo de la tasa de éxito, la cual permanece practicamen-
te constante a lo largo del entrenamiento. En contraste, la probabilidad de resultados
inconclusos aumenta progresivamente y pasa a dominar el comportamiento del clasifi-
cador.
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Figura 17: Evoluciéon de las tasas de éxito, error e inconclusién en los conjuntos
de entrenamiento (izquierda) y validacion (derecha) para el Caso 4 con N = 10 y
(err, Qine) = (35,2). Se observa una répida reduccién de la tasa de error hacia valores
cercanos a cero, mientras que la probabilidad de éxito permanece aproximadamente
coonstante y la tasa de resultados inconclusos aumenta, pasando a dominar el compor-
tamiento del clasificador.

Cabe resaltar que, al incrementar el tamano del conjunto de entrenamiento, la
sensibilidad del clasificador a la diferencia relativa entre los hiperparametros disminuye,

y el modelo converge hacia tasas de éxito acordes con las predicciones tedricas.

Convergencia hacia soluciones MESD. En el trabajo de Chen et al. [17] se establece
que la condicidn ar > Qine €8 necesaria para que el clasificador pueda converger hacia
soluciones de discriminacién inequivoca (USD). Sin embargo, los resultados obtenidos en
este trabajo indican que dicha condicion no es suficiente para garantizar, en la practica,

la convergencia al régimen de USD. En particular, se observa que para ciertos valores
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de los hiperparametros, como (@, @ine) = (5, 2), el clasificador puede converger hacia
soluciones caracteristicas del régimen de discriminacién de minimo error (MESD), aun
cuando se satisface la desigualdad aepr > Qipe.

Este comportamiento se observa, por ejemplo, en el Caso 1 con N = 10 y
(Qerr, Aine) = (5,2), donde el clasificador alcanza una tasa de éxito de Py, = 0.78. La
matriz de confusion correspondiente, mostrada en la Fig. 18, indica que la asignacién
de resultados se concentra en decisiones binarias, sin la apariciéon de una regién domi-
nante de resultados inconclusos, lo cual es caracteristico del régimen de discriminacion

de minimo error.

Matriz de confusion
4000

3500

3000

2500

Frecuencia

- 2000

Familia real

- 1500

- 1000

T - 500
P1 P2 Inc

Predicciéon

—Lo

Figura 18: Matriz de Confusién correspondiente al Caso 1 con N = 10 y (err, Qine) =
(5,2). Se observa un tnico evento de la familia po clasificado como inconcluso, mientras
que las decisiones se concentran casi exclusivamente en asignaciones binarias. Este com-
portamiento es caracteristico del régimen de discriminacién de minimo error (MESD).

Por otro lado, en los experimentos realizados no se observaron casos en los que
el clasificador convergiera a soluciones dentro del régimen de discriminacion inequivo-
ca cuando se cumple e < aine. En todos estos escenarios, las soluciones obtenidas
corresponden al régimen de discriminacién de minimo error (MESD), en concordancia

con lo reportado en [17]. De manera similar, para los casos en los que aey = Qipe, €l
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clasificador converge a soluciones de tipo MESD.

4) Resultados numéricos del clasificador en el régimen MESD. Los valores promedio
de la probabilidad de éxito del clasificador en el régimen de discriminacién de minimo

error (MESD) se presentan en la Tabla 5.

ac0,1 065  0.78

Cuadro 5: Promedio de la probabilidad de éxito Py, alcanzada por el clasificador en el
régimen de discriminacién de minimo error (MESD), para las distintas configuraciones
de los parametros a y b.

El hecho de que el clasificador opere en el régimen de minimo error se evidencia
en el comportamiento de las matrices de confusion. En particular, en el Caso 4 con
N =20y (e, ine) = (5,20), la matriz de confusiéon mostrada en la Fig. 19 presen-
ta una ausencia total de resultados inconclusos, lo que indica que el modelo adopta
una estrategia de decision determinista caracteristica del régimen de discriminaciéon de

minimo error (MESD).
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Matriz de confusion
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Figura 19: Matriz de confusién correspondiente al Caso 4 con N = 20 y (Qterr, Qine) =
(5,20). Se observa que las decisiones son asignaciones exclusivamente binarias. Es-
te comportamiento es caracteristico del régimen de discriminaciéon de minimo error

(MESD).

No obstante, las tasas de éxito obtenidas no alcanzan las cotas tedricas maximas
esperadas para la discriminacion de minimo error. En todos los casos se observa una
discrepancia superior al 10% entre el desempenio del clasificador y las cotas teoricas,
alcanzando incluso una diferencia cercana al 33 % en el Caso 2. Para el caso mostrado
en la Fig. 19, la probabilidad de éxito del clasificador es Py, = 0.66, mientras que la
cota tedrica correspondiente al Caso 4 es P20 = 0.91.

Esta diferencia puede atribuirse a la relaciéon entre la estructura geométrica de
las familias de estados y la forma en que el clasificador asigna sus salidas. Mientras
que p; estd compuesta por estados puros de rango uno, py estd formada por estados
mixtos de rango dos, cuyo soporte ocupa un subespacio de mayor dimensién en el
espacio de Hilbert. Sin embargo, en la implementacion considerada se asigna un mayor
numero de resultados de mediciéon a p; que a po, introduciendo una asimetria en la

representacion de ambas familias. Esta eleccion restringe la capacidad del modelo para

capturar completamente el soporte de los estados mixtos, lo que limita la tasa de éxito
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alcanzable incluso en el régimen de discriminacién de minimo error.

Esta misma asimetria permite comprender por qué el clasificador si logra aproxi-
marse a las cotas tedricas en el régimen de discriminacién inequivoca. En este régimen,
la presencia de resultados inconclusos funciona como un mecanismo que absorbe la am-
bigiiedad asociada a los estados mixtos, permitiendo que las componentes del estado
que no pueden ser identificadas sin ambigiiedad se asignen al resultado inconcluso. En
contraste, en el régimen de discriminacién de minimo error (MESD) esta flexibilidad
desaparece. Al no disponerse de una salida inconclusa que actie como canal de com-
pensacién, la arquitectura del modelo impone una restricciéon sobre la tasa de éxito
alcanzable, incluso cuando el proceso de entrenamiento converge de forma estable.

Desde un punto de vista geométrico, en la configuracién original del clasificador
el operador de medicién asociado a la familia p,, denotado por Il,, es un proyector de
rango uno, mientras que los estados de dicha familia son estados mixtos de rango dos.
La probabilidad de identificacién correcta estd dada por Tr[Ilsps], lo que implica que
unicamente la componente de p, contenida en el soporte de Il; contribuye directamente
al resultado de clasificacion. En consecuencia, si el soporte de py no esté contenido en el
soporte de Il,, la medicién impone una restriccion estructural sobre el subespacio acce-
sible para su identificacién. Desde esta perspectiva, la discrepancia observada respecto
a la cota tedrica puede interpretarse como resultado de una limitacion en la clase de
efectos de medicién (POVMs) realizables por la arquitectura considerada.

Para ilustrar el andlisis anterior, se estudia nuevamente el caso presentado en
la Fig. 19, ahora considerando una configuracién del clasificador en la que se asigné
una de las salidas originalmente asociada a la discriminacién inequivoca como una
segunda salida para ps. En este escenario se considera el caso N = 20 con (Qerr, Qline) =
(5,0), lo que da lugar a una salida puramente binaria y permite estudiar el régimen
de discriminacién de minimo error, como se muestra en la Fig. 20. Con esta nueva
asignacion, la tasa de éxito del clasificador alcanza un valor de P,,. = 0.90, mucho mas

cercano a la cota tedrica maxima.
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Figura 20: Matriz de confusién correspondiente al Caso 4 con N = 20y (Qerr, Qine) =
(5,0), lo que da lugar a una salida puramente binaria y permite analizar el régimen
de discriminacién de minimo error (MESD). En esta configuracién, una de las salidas
originalmente asociadas a la discriminacion inequivoca fue reasignada como segunda
salida para la familia py, ampliando el subespacio accesible para su identificacion.

Este comportamiento sugiere que la configuracion original imponia una restriccion
en el conjunto de mediciones accesibles por la arquitectura. Al aumentar el rango efec-
tivo de Ily, se amplia el subespacio proyectivo disponible. En consecuencia, la mejora
observada no debe interpretarse como una simple igualacién entre los rangos de Ily y
P2, sino como una expansion efectiva del conjunto de POV Ms realizables. Esto sugiere
que la limitacién original no estaba vinculada a la capacidad de aprendizaje del ansatz,
sino a una restricciéon en la clase de mediciones que la arquitectura podia implementar.

Por lo anterior, se opté por mantener la modificacién en la asignacion de las

salidas del clasificador. Los resultados obtenidos con esta modificaciéon se muestran en

la Tabla 6.
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acf0,1] 0.90 0.90

Cuadro 6: Promedio de la probabilidad de éxito P, en el régimen de discriminacién
de minimo error (MESD) para el clasificador con la reasignacién de una de las salidas
originalmente asociadas a la discriminacién inequivoca como segunda salida para la
familia po.

B. Clasificador para las Familias de Estados EJM, Popescu y Werner

Con el fin de evaluar la capacidad de generalizacién del clasificador, antes de
abordar simultdneamente las tres familias de estados consideradas, se analizé su de-
sempeno en escenarios mas controlados, correspondientes a la discriminacién por pares
de familias. En particular, se estudié el comportamiento del clasificador para los pares
EJM-Popescu, EJM-Werner y Popescu-Werner.

Para cada uno de estos casos, se realizo el mismo analisis descrito en la seccion
anterior, calculando las tasas Optimas de discriminacién tanto en el régimen de error
minimo como en el de discriminacion inequivoca. Cabe destacar que, para los tres pares
de familias considerados, la fidelidad promedio entre los estados resulté ser la misma,
con un valor F' = 0.25, lo que indica un solapamiento comparable entre los distintos

escenarios de discriminacion.

1) Tasas de ézito tedricas. A continuaciéon, se resumen las probabilidades éptimas
de éxito obtenidas a partir de los programas semidefinidos para cada par de familias
considerado.

Los resultados obtenidos para la discriminaciéon por pares de familias se resumen
en la Tabla 7. En todos los casos considerados, la discriminacién inequivoca resulta im-
posible, mientras que en el régimen de error minimo se observan diferencias significativas

en la probabilidad éptima de éxito segin el par de familias analizado.
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Cuadro 7: Probabilidades 6ptimas de éxito para la discriminacién por pares de fami-
lias de estados (EJM—-Popescu, EJM—~Werner y Popescu—Werner), obtenidas mediante
programacién semidefinida. Las columnas corresponden a la probabilidad maxima de
éxito en el régimen de discriminacién inequivoca (FPqp) v en el régimen de minimo
error (Pypsp), respectivamente. En todos los pares considerados se obtiene Pgp = 0,
lo que indica que no es posible realizar discriminacién inequivoca entre estas familias,
mientras que los valores de Fyjpqp reflejan la distinguibilidad alcanzable en el régimen
de error minimo.

Par de familias P* P

USD MESD
EJM - Popescu 0 0.50
EJM - Werner 0 0.69

Popescu - Werner 0 0.69

Ademas del andlisis por pares de familias, se estudi6 el caso en el que el discrimi-
nador debe identificar simultaneamente estados pertenecientes a las tres familias EJM,
Popescu y Werner. Los resultados correspondientes se muestran en la Tabla 11. Este
escenario representa una tarea de clasificacion mas exigente, al involucrar un mayor
numero de hipodtesis y una mayor superposicion entre los conjuntos de estados conside-
rados.

En este caso, la formulacion semidefinida indica que la discriminacion inequivoca
es nuevamente imposible. Por su parte, en el régimen de discriminacién de minimo error
se observa una disminucién significativa en la probabilidad 6ptima de éxito, reflejando
la dificultad intrinseca del problema al intentar discriminar simultaneamente entre las

tres familias.

Cuadro 8: Probabilidades 6ptimas de éxito para la discriminacion simultanea entre las
tres familias de estados EJM, Popescu y Werner, obtenidas mediante programacion
semidefinida. Las columnas corresponden a la probabilidad maxima en el régimen de
discriminacién inequivoca (Pysp) y en el régimen de discriminacién de minimo error
(Pyesp), respectivamente. El resultado Pysp = 0 indica que no es posible realizar
discriminacién inequivoca entre las tres familias, mientras que Pygsp = 0.47 establece
el limite 6ptimo alcanzable cuando se permite una tasa de error minima.

Escenario Pysp Puesp

EJM - Popescu - Werner 0 0.47
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Estos resultados establecen las cotas tedricas de referencia para el analisis pos-
terior del comportamiento del clasificador variacional. Asimismo, ponen de manifiesto
coOmo el aumento en el nimero de familias a discriminar impacta negativamente en la

probabilidad maxima de éxito alcanzable en el régimen de minimo error.

2) Clasificacion por pares de familias. El comportamiento del clasificador para los
distintos pares de familias (EJM-Popescu, EJM-Werner y Popescu-Werner) no es muy
diferente. En todos los escenarios considerados, la discriminacién inequivoca resulta
imposible y se identifican dos comportamientos caracteristicos del clasificador.

En primer lugar, para ciertos valores de los hiperparametros, el proceso de entre-
namiento converge hacia soluciones en las que el clasificador asigna sistematicamente la
mayoria de los estados a resultados inconclusos. Si bien este comportamiento permite
minimizar la funcién de costo, no corresponde a un esquema de clasificaciéon informa-
tivo, ya que no se produce una discriminacién efectiva entre las familias consideradas.
Un ejemplo representativo de este fenémeno se muestra en la Fig. 17, donde se observa
una maximizacion de la tasa de inconclusion sin evidencia de aprendizaje significativo.

En segundo lugar, se identifican escenarios en los que el clasificador no converge
claramente hacia un régimen de discriminaciéon de minimo error ni hacia un régimen de
discriminacion inequivoca. En estos casos, el modelo presenta una mezcla considerable
de resultados erréneos e inconclusos, sin una preferencia definida por un régimen de
operaciéon especifico. Este comportamiento se ilustra en la matriz de confusion de la

Fig. 21, correspondiente al caso EJM—~Werner con N = 1000 y (err, Qine) = (10, 4).
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Figura 21: Matriz de confusién correspondiente al escenario EJM~Werner (N = 1000)
con (err, Aine) = (10, 4). Se observa una distribucién significativa de resultados incon-
clusos en ambas familias, junto con una fracciéon no despreciable de errores de clasifica-
cién cruzada. Este comportamiento indica que, bajo esta eleccién de hiperparametros,
el clasificador no converge a una discriminacién inequivoca estricta, sino que adopta
una estrategia intermedia en la que coexisten decisiones binarias e inconclusas.

Para aquellas configuraciones del clasificador que lograron converger hacia solu-
ciones de discriminacién de minimo error (MESD), se analizaron las tasas de éxito
alcanzadas en la discriminacion por pares de familias. En la Tabla 9 se resumen los
valores promedio obtenidos para cada uno de los pares considerados.

Sin embargo, de manera analoga a lo observado para las familias de validacién, al
comparar estos resultados con las cotas tedricas presentadas en la Tabla 7 se evidencia
una discrepancia en las tasas de éxito alcanzadas por el clasificador. En particular,
unicamente para el par EJM-Popescu se obtiene un valor consistente con la cota tedrica,
mientras que para los pares EJM-Werner y Popescu-Werner se observa una diferencia
del orden del 10 % en la probabilidad de éxito.

Cabe destacar que las tasas de éxito obtenidas se mantienen cercanas al valor
esperado para una clasificacién aleatoria binaria, lo que indica que el clasificador no

logra realizar una discriminacién efectiva entre las familias consideradas.
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Cuadro 9: Tasas de éxito P, obtenidas por el clasificador variacional en el régimen
de discriminacién de minimo error (MESD) para los distintos pares de familias de
estados. Los valores pueden compararse con las probabilidades éptimas Pypgp obtenidas
mediante programacion semidefinida (véase Tabla 7). Se observa que el clasificador
alcanza el valor 6ptimo en el caso EJM-Popescu y presenta una desviaciéon significativa
respecto al limite tedrico en los pares EJM—Werner y Popescu—Werner, lo que indica
una mayor dificultad de aprendizaje en estos escenarios.

Par de familias Py
EJM - Popescu 0.50
EJM - Werner 0.50

Popescu - Werner 0.51

No obstante, este comportamiento no puede atribuirse a una falla del proceso de
entrenamiento ni a la convergencia hacia una meseta del paisaje de optimizacién. El cla-
sificador fue entrenado en multiples ocasiones utilizando los mismos hiperparametros,
pero con distintas inicializaciones aleatorias de los parametros variacionales, observan-
dose en todos los casos una convergencia consistente hacia una misma solucién final.
Asimismo, el entrenamiento se llevé a cabo empleando distintos tamanos del conjunto
de datos, sin que se evidenciaran cambios significativos en el desempeiio alcanzado.

La convergencia estable del proceso de optimizacion puede apreciarse en la Fig. 22,
donde se muestra la evolucién de la funcién de costo tanto para el conjunto de entrena-
miento como para el de validacion. La coincidencia entre ambas curvas y su estabiliza-
cién en un mismo valor indican que el modelo converge de manera robusta y descartan
problemas de sobreajuste o falta de convergencia.

De manera consistente, la Fig. 23 muestra la evolucién de las tasas de éxito,
error e inconclusion durante el entrenamiento. En ella se observa que estas métricas se
estabilizan tras 300 iteraciones, presentando un comportamiento practicamente idéntico

en los conjuntos de entrenamiento y validacion.



APLICACION DE VQAS A LA QSD 7

Evolucion de la Pérdida

8 —e— Training loss
'.‘\ Validation loss

454

4.0 b

3.5

Pérdida (loss)

Narh s b oot . arttd o btldirs il ber vk LS

3.0+

2.51

(I) 160 260 360 41‘20 560 660 760
Ilteracion
Figura 22: Evolucion de la funcion de costo durante el entrenamiento y la validacion
para el escenario EJM-Werner (N = 1000) con (e, Qinc) = (5,10). Se observa una
disminucién rapida de la pérdida en las primeras iteraciones, seguida de una estabili-
zacion alrededor de un valor casi constante, lo que indica convergencia del proceso de
optimizaciéon. La cercania entre las curvas de entrenamiento y validacién sugiere ausen-
cia de sobreajuste bajo esta eleccién de hiperparametros.
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Figura 23: Evolucién de las tasas de éxito, error e inconclusion en los conjuntos de entre-
namiento (izquierda) y validacion (derecha) para el escenario EJM-Werner (N = 1000)
con (Qerr, ine) = (5, 10). La tasa de éxito aumenta progresivamente hasta estabilizarse,
mientras que la tasa de inconclusion disminuye rapidamente hacia valores cercanos a

cero. Este comportamiento es consistente con la penalizacion dominante de los resulta-
dos inconclusos (Qpe > Qerr)-

En conjunto, estos resultados indican que, si bien el clasificador aprende una
soluciéon estable y generalizable que minimiza la funciéon de costo, dicha solucién no es

optima, y ademas, no permite implementar una estrategia de discriminaciéon informativa
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entre las familias de estados consideradas. Como consecuencia, el desempeno alcanzado
es estadisticamente equivalente al de una clasificacién aleatoria bajo la arquitectura del
clasificador y la funcién de costo empleadas.

Debido a esta diferencia con respecto a las tasas tedricas de éxito, y siguiendo
la misma estrategia adoptada para las familias de validacién, se opté por modificar
la configuracién del clasificador eliminando explicitamente la posibilidad de obtener
resultados inconclusos. Bajo esta nueva configuracion, el clasificador opera directamente
en un régimen de discriminacién de minimo error. Los resultados obtenidos en estas

condiciones se resumen en la Tabla 10.

Cuadro 10: Tasas de éxito Ps,. obtenidas por el clasificador variacional en el régimen de
discriminacion de minimo error (MESD), bajo una configuracion estrictamente binaria
en la que no se permiten resultados inconclusos. Los valores se reportan para los distintos
pares de familias de estados y pueden compararse con las probabilidades éptimas Fyip
obtenidas mediante programacién semidefinida (véase Tabla 7). Se observa una mejora
sustancial en los pares EJM—Werner y Popescu—Werner respecto a la configuracion
anterior.

Par de familias Piyc
EJM - Popescu 0.50
EJM - Werner 0.63

Popescu - Werner 0.61

C. Resultados del Clasificador en el Escenario de Tres Familias

Finalmente, se modificé la configuracion del clasificador para permitir la discrimi-
nacion simultdnea entre las tres familias de estados EJM, Popescu y Werner, operando
directamente en el régimen de discriminacién de minimo error. Al igual que en el anali-
sis por pares de familias, se eliminé explicitamente la posibilidad de obtener resultados
inconclusos, de modo que cada mediciéon condujera a una decisién entre las tres clases.

La probabilidad de éxito promedio obtenida por el clasificador bajo esta configu-
racion se resume en la Tabla 11.

La matriz de confusion mostrada en la Fig. 24 permite analizar en detalle el
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Cuadro 11: Tasa de éxito promedio Py, obtenida por el clasificador variacional en la
discriminacién simultanea entre las familias EJM, Popescu y Werner, en el régimen de
discriminaciéon de minimo error (MESD). El valor puede compararse con la probabilidad
6ptima Pygsp = 0.47 obtenida mediante programacion semidefinida (véase Tabla 11).

Escenario P,

EJM - Popescu - Werner 0.33

comportamiento del clasificador en el escenario de discriminacién simultanea entre las
familias EJM, Popescu y Werner.

En particular, el clasificador asigna la mayoria de los estados a la clase Werner,
independientemente de si el estado de entrada pertenece a las familias EJM, Popescu o
Werner. Las clases Popescu y EJM aparecen iinicamente como predicciones secundarias,
mientras que la probabilidad de obtener un resultado inconcluso es practicamente nula.

Desde el punto de vista de la discriminacion, este comportamiento indica que el
clasificador no logra aprender una regla de decision efectiva. En su lugar, converge a una
solucion caracterizada por una distribucion de salidas casi fija, que permite minimizar

la funcién de costo sin capturar la estructura del problema de discriminacion cuantica.



APLICACION DE VQAS A LA QSD 80

1600
Matriz de confusion
1400
- 505 1
EIM 1200
_ 1000
©
g
£ popescu 516 1
IS - 800
At
- 600
Werner A 528 0
- 400
EJM Popescu Werner Inc - 200
Prediccién

Figura 24: Matriz de confusion del escenario EJM—-Popescu—Werner (N = 600) con
(Qerr, ine) = (5, 20). Se observa un fuerte sesgo hacia la clase Werner, que concentra la
mayoria de las predicciones independientemente de la familia real. Las clasificaciones
correctas (elementos diagonales) son comparativamente menores.

En este escenario, la estrategia empleada para las familias de validacién, consis-
tente en eliminar explicitamente los resultados inconclusos y forzar al clasificador a
operar en el régimen de discriminacién de minimo error, no resulta suficiente para al-
canzar las cotas tedéricas Optimas. De hecho, aun cuando esta misma configuracion se
aplica a la discriminacién por pares de familias, los resultados obtenidos, resumidos en
la Tabla 9, presentan discrepancias apreciables con respecto a las cotas tedricas. En
particular, se observa una diferencia del orden del 6 % en la probabilidad de éxito para
el par EJM-Werner y del 8 % para el par Popescu-Werner.

Estos resultados sugieren que la limitacion observada no esté asociada a problemas
de optimizacién ni a una convergencia inadecuada del entrenamiento, sino que podria
estar relacionada con ciertas caracteristicas estructurales del problema considerado. En

particular, se observa una posible falta de correspondencia entre la geometria de las
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familias de estados cuanticos que se desean discriminar y la forma en que el clasificador
asigna sus salidas. Tal como se discutié previamente para las familias de validacion,
esta situacion puede interpretarse desde un punto de vista geométrico, en términos
del rango y del soporte de los estados cuanticos involucrados y de los operadores de

medicion implementados.
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CAPITULO VII: CONCLUSIONES Y
PERSPECTIVAS

A partir del andlisis realizado para las familias de validacion, se puede concluir que
el clasificador cuantico variacional implementado presenta un desempeno robusto en el
régimen de discriminacién inequivoca (USD). En este esquema, el modelo logra apro-
ximarse de manera consistente a las cotas tedricas obtenidas mediante programacion
semidefinida, alcanzando resultados comparables con los reportados en [17]. Asimismo,
se observo que la convergencia es estable frente a distintas inicializaciones y tamanos
de conjunto de entrenamiento, lo que evidencia la capacidad del ansatz para imple-
mentar estrategias cercanas a las 6ptimas cuando la arquitectura es compatible con la
estructura del problema.

Sin embargo, la configuracion originalmente propuesta del clasificador no alcanza
de manera 6ptima las tasas tedricas en el régimen de discriminaciéon de minimo error
(MESD). Si bien el modelo converge correctamente hacia soluciones de minimo error, es
decir, sin generar resultados inconclusos, las probabilidades de éxito alcanzadas presen-
tan diferencias significativas respecto al limite de Helstrom. Este comportamiento no
se atribuye a fallas del proceso de entrenamiento ni a problemas de optimizacion, sino
a una restriccion estructural en la clase de mediciones realizables por la arquitectura
considerada.

De lo anterior, es posible concluir que la asignacion de salidas del clasificador no
puede realizarse de manera arbitraria. Inicialmente podria suponerse, como se sugiere
en [19], que dicha asignacién puede elegirse de forma aleatoria sin afectar el desempeno
del clasificador. Sin embargo, los resultados obtenidos indican que esta decisién debe
fundamentarse en la estructura geométrica de las familias de estados a discriminar,
particularmente en el rango y el soporte de sus operadores densidad.

En el caso estudiado, la familia p;(a) estd compuesta por estados puros de rango

uno, mientras que py(b) corresponde a estados mixtos de rango dos. La asignacién
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original, que otorgaba un mayor niimero de salidas a p;, introducia una asimetria que
limitaba la capacidad del modelo para capturar completamente el soporte de los estados
mixtos. En el régimen USD esta restriccion no afecto los resultados, ya que la presencia
de resultados inconclusos permite absorber la ambigiiedad asociada a las componentes
del estado que no pueden identificarse sin error. No obstante, en el régimen MESD, esta
limitacion implica un cuello de botella geométrico que impide alcanzar la cota tedrica
optima.

Al modificar la asignacion de salidas de modo que el operador de medicién asociado
a po tuviera un rango efectivo mayor, se amplié el conjunto de POV Ms realizables por
la arquitectura. Como resultado, el clasificador logré aproximarse significativamente a
las cotas teodricas de minimo error.

En cuanto a la discriminacion entre las familias EJM, Popescu y Werner, los
resultados muestran un escenario mas restrictivo. Tanto el analisis tedrico como los
experimentos numéricos indican que la discriminacion inequivoca es imposible en estos
casos. En el régimen de minimo error, aunque el clasificador converge de manera estable,
las tasas de éxito obtenidas no alcanzan las cotas 6ptimas y, en algunos escenarios, son
basicamente una clasificacién aleatoria. La estabilidad del proceso de entrenamiento
sugiere que la limitaciéon observada podria estar asociada a la geometria intrinseca
de las familias consideradas y a la capacidad de la arquitectura para representar las
mediciones 6ptimas correspondientes.

Se concluye que el disefio de clasificadores cuanticos variacionales para tareas de
discriminacién de estados no depende unicamente de la eleccion del ansatz o de la
funcién de costo, sino que requiere un analisis cuidadoso de la correspondencia entre
la estructura geométrica de los estados y la clase de mediciones que la arquitectura
puede implementar. La compatibilidad entre rango, soporte y efectos de medicion es un
criterio necesario para alcanzar las cotas tedricas de discriminacion.

Como perspectivas futuras, resulta natural explorar arquitecturas que permitan
una implementacion més general de POVMSs, por ejemplo mediante extensiones con

ancillas adicionales. Asimismo, seria interesante analizar la relacién entre el rango de
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los estados a discriminar y el nimero minimo de salidas necesarias para implementar
mediciones 6ptimas dentro de un esquema variacional.

Asimismo, la estructura geométrica abre la posibilidad de extender el enfoque
hacia esquemas de aprendizaje no supervisado. En este contexto, la organizacién de los
estados en el espacio de Hilbert podria surgir de manera natural a partir de criterios
variacionales basados en distancias o fidelidades, en lugar de depender de etiquetas
previamente definidas.

Por otra parte, una linea de investigacion especialmente relevante consiste en eva-
luar el desempeno de estas arquitecturas en dispositivos cuanticos reales. Analizar su
comportamiento frente a ruido, errores de compuerta y procesos de decoherencia permi-
tiria determinar hasta qué punto las restricciones geométricas observadas se intensifican
o, por el contrario, se atentian en el régimen NISQ. La implementacion experimental
de estos clasificadores no solo permitiria examinar su viabilidad préctica, sino también
delimitar con mayor precision los alcances y limitaciones de los métodos variacionales

en tareas de discriminacién cuéntica.
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